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Abstract    In  this  study,  the  perturbation  forecast  model  GRAPES_PF  appropriate  for  the  implementation  of  four  dimensional

variational  data  assimilation  (4D-Var)  system  has  been  developed  based  on  the  regional  numerical  weather  prediction  model

GRAPES. GRAPES_PF involves a set of linear perturbation forecast equations including momentum, thermodynamic, moisture and

continuity,  which  are  derived  from  the  non-hydrostatic  primitive  equations  used  in  GRAPES  on  a  terrain-following  vertical

coordinate  framework. A  semi-implicit,  semi-Lagrangian  and  two  time-level  integration  scheme  is  applied  to  the  linear  equations.

Spatial  discretization is  performed on the Arakawa staggered C-grid in the horizontal  and the Charney-Phillips grid in the vertical.

The Helmholtz equation that only contains perturbation Exner pressure at future time step of integration is obtained by eliminating

other variables in the linear perturbation equations. Similar to the nonlinear model, the generalized conjugate residual (GCR) method

is used to solve the perturbation Helmholtz equation. A numerical experiment has been designed to evaluate the GRAPES_PF model

by applying an initial perturbation of mesoscale high pressure centered at model domain and predicting its evolution with time. The

same initial perturbation of high pressure is also added to nonlinear model so that the evolution of the perturbation can be traced as

truth  for  verification. We  then  verify  the  perturbations  predicted  by  the  linear  GRAPES_PF  model  against  those  of  the  nonlinear

GRAPES  model. Results  show that  the  initial  pressure  perturbation  induces  a  fast-moving-outbound  internal  inertial  gravity  wave

through the well-known geostrophic adaptation process. The linear GRAPES_PF model produces results similar to that of nonlinear

GRAPES model with high accuracy: the initial pressure perturbation subsequently induces increments in the fields such as horizontal

winds, vertical velocity, potential temperature and water vapor, which are almost identical to those of the nonlinear model. The main

conclusion is that the perturbation forecast model GRAPES-PF, as a reasonable linear version of the nonlinear GRAPES model, can

offer a good scientific base for the 4D-Var data assimilation system to be developed in the future.
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Semi-implicit semi-Lagrangian scheme，Helmholtz equation
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摘     要     设计了适用于四维变分同化系统的扰动预报模式 GRAPES_PF。根据 GRAPES的地形追随坐标非静力原始方程组，采

用小扰动分离方法推导微分形式的线性扰动预报方程组，并利用与 GRAPES非线性模式相似的数值求解方案求解线性扰动微分

方程组。在设计扰动预报模式时采用了两个时间层半隐式半拉格朗日方案对动量方程、热力学方程、水汽方程和连续方程进行

时间差分，空间差分方案的变量分布水平方向采用 Arakawa C跳点网格，垂直方向采用 Charney/Phillips跳层。利用代数消元法进

一步推导得到只包含未来时刻扰动 Exner气压的亥姆霍兹方程，进而通过广义共轭余差法（GCR）求解，在此基础上得到未来时

刻扰动量的预报值。基于所开发的扰动模式开展了数值试验。首先在非线性模式中施加一个中尺度初始扰动高压，得到初始

扰动在非线性模式中的后续演变，然后将相同的初始扰动作为扰动模式的初值进行时间积分，将扰动模式预报的结果与非线性

模式的结果做了对比。结果表明，所开发的扰动模式 GRAPES_PF较好地模拟了惯性重力内波的传播过程：初始高压扰动激发

了一个迅速向外传播的惯性重力内波，在气压场向风场适应的过程中，水平风场、垂直运动、位温和湿度等变量均出现了扰动

增量，与非线性模式得到的结果相当接近。GRAPES_PF作为 GRAPES非线性模式的合理线性模式为建立基于线性扰动预报的

区域四维变分同化系统奠定了科学基础。

关键词    扰动预报模式， GRAPES非线性模式， 四维变分同化， 半隐式半拉格朗日方案， 亥姆霍兹方程

中图法分类号    P435

1    引　言

增量形式的四维资料变分同化（4D-Var）系统

是依据同化时间窗内的背景场（由非线性模式提

供）和观测信息求代价函数的极小值，得到最优分

析场。这个最优化过程需要反复积分切线性模式

（TLM，Tangent  Linear  Model）及对应的伴随模式

（ADM，Adjoint  Model）。切线性模式是对非线性

模式（NLM，Non-Linear  Model）的线性化，国际上

普遍采用代码对代码（Code to Code）的方式建立，

即直接针对非线性模式代码进行线性化编程。这

样产生的切线性模式与原来的非线性模式高度关

联，在扰动很小的情形下具有很高的逼近精度。

另一种做法是构造扰动预报模式（PFM，Pertur-
bation Forecast Model），该模式从组成非线性模式

的原始微分方程组出发，通过小扰动线性化导出连

续微分形式的扰动方程组，再采用一定的数学方案

进行差分计算。研究（Lawless, et al, 2003）表明，尽

管从扰动逼近无限小的角度来看，切线性模式比扰

动模式具有更高的精度，但由于扰动量往往是有限

大小的，故扰动模式能够代替切线性模式而得到较

好的数学结果。Lawless等（2005）进一步试验表

明，在增量 4D-Var系统中使用扰动模式的收敛速

率和分析结果与使用切线性模式几乎相同。

传统切线性模式对原来的非线性模式依赖性

大，不具备相对独立性。非线性模式的更新或升级

会导致切线性模式以及相应的伴随模式的重新编

写，工作量巨大，维护成本较高。另外，切线性模式

需要的内存空间也比较大，对于非线性模式中存在

迭代计算的情形处理起来比较麻烦。而扰动模式

独立性较好，不需要严格遵循复杂的非线性模式代

码，直接基于非线性模式的基本物理原理和方案进

行编写，能在代码层面保持清晰的物理意义，开发

和维护成本较低。扰动模式另一个优点是可以避

开非线性模式复杂计算方案带来的问题，例如针对

非线性模式中半拉格朗日平流插值或某些迭代求

解方案的切线性模式代码编写难度大，而扰动模式

处理起来要容易得多。

扰动模式在研究和业务中已经得到较好的应

用。英国气象局（UK Met Office）采用扰动模式建

立了 4D-Var系统（Lorenc, 1997；Lorenc, et al, 2005），
并将该 4D-Var系统与 1.5  km水平分辨率的 UKV
模式结合，发展了一个主要用于预报对流降水的 0—
24 h短时临近预报系统，并应用于 2012年伦敦奥

运会，使得雷达、卫星、风廓线仪等高频次探测资

料得到充分利用，降水预报效果明显优于基于 3D-
Var系统的区域模式和基于外推的临近预报系统

（Ballard, et al，2016）。扰动模式还有其他的用途，

例如通过扰动模式及其伴随模式评估模式预报对

于观测资料的敏感性（Lorenc, et  al，2014）。此外，

还可用于分析模式误差的远距离传播特征等。

现阶段 GRAPES区域模式的区域同化系统仍

主要采用 3D-Var，一个主要原因是还没有建立起

GRAPES区域模式的较成熟的切线性模式以及相

应的伴随模式。针对这一问题，不同于 GRAPES全

球模式的切线性模式编写方法，文中针对 GRAPES
区域模式采用小扰动方法开发线性模式动力框架，

不仅为完整线性模式及其伴随模式的建立打下重
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要基础，而且由于该线性模式框架有很高的相对独

立性，也可为进一步建立区域 4D-Var系统提供便利。

文中从 GRAPES模式的原始方程组（薛纪善

等，2008）出发，推导线性扰动基本方程组，进而建

立区域扰动预报模式—  —GRAPES_PF。为评估

GRAPES_PF对于 GRAPES非线性模式的线性近

似程度，设计了数值试验。通过同时在非线性模

式和线性模式中施加一个中尺度初始扰动高压，

分别模拟扰动的传播和演变。数值试验表明，

GRAPES_PF较好地模拟了初始高压扰动所激发的

惯性重力内波快速传播过程，且具有较高的计算精

度，可作为 GRAPES区域模式较好的线性模式。

2    扰动模式的设计

2.1    GRAPES 非线性模式基本方程组

GRAPES非线性模式在地形追随垂直坐标下

的球面基本方程组如下（薛纪善等，2008）：
运动方程

dV
dt
=− cpθ(∇hΠ)ẑ− cpθ

∂Π

∂ẑ
(
Zsxi+Zsyj+Zsẑk

)
+{

f v+δM

(vu tanφ
r
− uw

r

)
−δφ fφw

}
i−{

f u+δM

(
u2 tanφ

r
+

vw
r

)}
j−{

g−δM
u2+ v2

r
−δφ fφu

}
k+F （1）

V = ui+ vj+wk (∇hΠ)ẑ =
∂Π

∂x
i+

∂Π

∂y
j Π =

(
p
p0

) Rd
cp

F

δM δφ

ẑ
ẑ = f (λ,φ,z)

ẑ = ZT
z−Zs

ZT−Zs
ZT Zs

Zsx =
∂ẑ
∂x

Zsy =
∂ẑ
∂y

Zsẑ =
∂ẑ
∂z

r = a+ z

r ≈ a

δM δφ

式中， 为三维风矢量。

 表示地形坐标面上的水平气压梯度，

为 Exner无量纲气压； 为次网格尺度的物理过程

参数化项和摩擦项的总和； 和 分别为曲率修正

项开关和地转偏向力修正项开关； 为地形追随高度

坐标，一般是纬度、经度和高度的函数（ ）；

特别地，文中取 。其中 和 分别为模

式顶和地表面的高度；而 ， ，

分别是模式面空间梯度的 3个分量；其他符号与

GRAPES模式相同，详细可参阅薛纪善等（2008）

第二章。空气质点距地球中心的距离 ，a 为

地球平均半径，z 为距地面的高度。实际上，文中采

用了浅层大气假设 ，并忽略地球曲率项和垂直

科里奥利力项，即令开关参数 和 为 0。

连续方程

dΠ
dt
= −γ̂ΠD3+

γ̂

cpθ
(QR+LPw) （2）

γ̂ =
Rd

cp−Rd
式中，  ，QR 为辐射加热，Pw 为降水率。

D3 =

(
∂u
∂x

)
ẑ

+

(
∂v
∂y

)
ẑ

+
∂ŵ
∂ẑ
− ∂Zsx

∂ẑ
u− ∂

Zsy

∂ẑ
v+

2w− vtanφ
r

D3 =(
∂u
∂x

)
ẑ

+

(
∂v
∂y

)
ẑ

+
∂ŵ
∂ẑ
− ∂Zsx

∂ẑ
u− ∂

Zsy

∂ẑ
v ẑ

ŵ = Zsxu+Zsyv+Zsẑw

散 度

，实际应用中忽略了地球曲率项，即

。而  坐标的垂

直速度 。

热力学方程

dθ
dt
=

QR+LPw

cpΠ
（3）

水汽方程

dq
dt
= −Pw （4）

2.2    扰动预报方程组推导

A

A = Ā+A′
设 预 报 变 量 分 解 为 基 本 态 与 扰 动 量 ， 即

，其中基本态从 GRAPES非线性模式获

得，即已假设基本态严格满足式（1）—（4）。采用小

扰动法线性化后有(
dA
dt

)′
=

(
∂A
∂t
+V•∇A

)′
≈ ∂A

′

∂t
+V•∇A′+V′•∇A

=
DA′

Dt
+V′•∇A （5）

D
Dt
=
∂

∂t
+V•∇ = ∂

∂t
+u
∂

∂x
+ v
∂

∂y
+ ŵ

∂

∂ẑ

上式表明，时间全导数的扰动等于扰动量的时

间全导数加上扰动风场对基本态的平流。为简洁，

推导过程已忽略基本态的标记“—”。其中全导数

算子：  。

将式（1）写成分量形式并线性化

Du′

Dt
= −V′•∇u+ cpLπxθ

′+Lθ(Π ′x+ZsxΠ
′
ẑ )+ f v′ （6）

Dv′

Dt
= −V′•∇v+ cpLπyθ

′+Lθ(Π ′y +ZsyΠ
′
ẑ )− f u′ （7）

Dw′

Dt
= −V′•∇w+ cpLπẑθ

′+LθZsẑΠ
′
ẑ （8）

−V′•∇=−
(
u′
∂

∂x
+v′
∂

∂y
+ŵ′

∂

∂ẑ

)
Lπx=−(Πx+

ZsxΠẑ) Lπy = −(Π y+ZsyΠẑ) Lπẑ = −ZsẑΠẑ Lθ = −cpθ

式中，算子  。且

， ， ， 。

对式（2）进行线性化，得到扰动连续方程

DΠ ′

Dt
= −V′•∇Π −αDΠ

′−αΠD′3+γθP
′
w （9）
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1
θ+ θ′

≈ 1
θ

αD = γ̂D3,αΠ =

γ̂Π, γθ =
Lγ̂
cpθ

此处做简化， 。并且设

。

对式（3）和（4）做线性化，分别得到扰动热力学

方程和扰动水汽方程

Dθ′

Dt
= −V′•∇θ+γΠP′w （10）

1
Π +Π ′

≈ 1
Π

γΠ =
L
Πcp

Q′R

此处做简化 ，并设 。式（9）

和（10）中已忽略辐射扰动项 。

Dq′

Dt
= −V′•∇q−P′w （11）

w′、Π ′、q′、θ′最终得到包含6个扰动变量（u′、v′、 ）

的扰动预报方程组

Du′

Dt
=− (

u′ux+ v′uy+ ŵ′uẑ
)
+ cpLπxθ

′+

Lθ(Π ′x+ZsxΠ
′
ẑ )+ f v′ （12）

Dv′

Dt
=− (

u′vx+ v′vy+ ŵ′vẑ
)
+ cpLπyθ

′+

Lθ(Π ′y +ZsyΠ
′
ẑ )− f u′ （13）

Dw′

Dt
= − (

u′wx+ v′wy+ ŵ′wẑ
)
+cpLπẑθ

′+LθZsẑΠ
′
ẑ （14）

DΠ ′

Dt
=− (

u′Πx+ v′Πy+ ŵ′Πẑ
)−αDΠ

′−
αΠD′3+γθP

′
w （15）

Dθ′

Dt
= − (

u′θx+ v′θy+ ŵ′θẑ
)
+γΠP′w （16）

Dq′

Dt
= − (

u′qx+ v′qy+ ŵ′qẑ
)−P′w （17）

D′3 = u′x+ v′y+ ŵ′ẑ−
∂Zsx

∂ẑ
u′− ∂

Zsy

∂ẑ
v′其中，　

ŵ′ = Zsxu′+Zsyv′+Zsẑw′

2.3    半隐式半拉格朗日时间积分

与 GRAPES非线性模式类似，采用两个时间层

的半隐式半拉格朗日（Temperton, et al，1987)）时间

积分方案。

A′
DA′

Dt
= LA假定扰动量 的预报方程为 ，则半隐

式半拉格朗日方案可表示为

(A′)n+1
a − (A′)n

d

∆t
= α(LA)n+1

a + (1−α)(LA)n
d

或写成

(A′)n+1
a − (A′)n

d = αε(LA)n+1
a +βε(LA)n

d （18）

αε = α∆t βε = (1−α)∆t这里 ， 。下标 a和 d分别

(LA)n+1
a

(LA)n
d

α

[0.5,1] α

α

α = 0.5

α

α = 0.55

α

α

表示到达点与出发点（或称上游点），前者定义在模

式网格点上，后者则需依照空气质点的拉格朗日运

动轨迹计算，且默认到达点在 n+1时刻，上游点在

n 时刻。因此，式（18）右端第一项 在到达点隐

式求解（对应未知的 n+1时刻状态）；第二项 在

出发点显式计算（对应已知的 n 时刻状态）。由于

大气中包含各种尺度的波动，曾庆存（1979）指出，

原始方程对误差很敏感，随着时间推移计算误差导

致的虚假快波强度将会远远大于慢波强度。因此

为保证计算稳定，与快波（重力波、声波）有关的气

压梯度力、科里奥利力和散度项写成半隐式，与平

流有关的慢过程写成全显式。隐式权重系数（ ）代

表隐式积分的偏心状况（off-centered），取值范围为

。 越接近 1，计算越稳定，但计算精度是一阶

的； 越接近 0.5，时间积分精度越高，但不容易保持

计算稳定。当取 即时间中央差时，时间差分

方案是二阶精度的，因此应尽可能取 接近 0.5，同
时使模式积分稳定。文中取 时仍能保持扰

动模式稳定积分。可以针对实际情况对不同的预

报变量取不同的 值，文中暂时对所有扰动变量预

报方程均取相同的 值。

因此，对扰动纬向速度方程（12），利用式（18）
得到

(u′)n+1
a −αε

[
Lθ(Π ′x+ZsxΠ

′
ẑ )+ f v′

]n+1
a = X′u （19）

为书写简便，下面除必须外，下标 a和时间上

标 n+1一概略去。于是上式变为

u′−αε f v′−αεLθ(Π ′x+ZsxΠ
′
ẑ ) = X′u （20）

X′u右端项 是 n 时刻已知项，一般在上游点取

值，但为方便计算，且不失计算精度，当前把平流项

和位温扰动项均写在 n 时刻网格点上。于是，

X′u =(u′)n
d+βε f (v′)n

d+βεLθ(Π
′
x+ZsxΠ

′
ẑ )

n
d+

∆tcpLπxθ
′n−∆t(V′•∇u)n

类似地，扰动经向速度方程为

v′+αε f u′−αεLθ(Π ′y+ZsyΠ
′
ẑ ) = X′v （21）

X′v= (v′)n
d−βε f (u′)n

d+βεLθ(Π
′
y+ZsyΠ

′
ẑ )

n
d
+∆tcpLπyθ

′n−
∆t(V′•∇v)n
式中， 

扰动垂直速度方程

w′+αεcpθ
′Z sẑΠẑ+αεcpθZsẑΠ

′
ẑ = X′w （22）

X′w = (w′)n
d−βεcp(θ′Z sẑΠẑ)n

d−βεcp
(
θZsẑΠ

′
ẑ
)n

d−∆t(V′•
∇w)n
式中， 
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ŵ′ = Zsxu′+Zsyv′+Zsẑw′将地形追随坐标垂直速度

代入式（22）得

ŵ′−Zsxu′−Zsyv′+αεcpθZ2
sẑΠ

′
ẑ+αεcpZ2

sẑΠẑθ
′ = X′ŵ
（23）

X′ŵ= (ŵ′)n
d−Zsx(u′)n

d−Zsy(v′)n
d−βεcpZ2

sẑ(θΠ
′
ẑ+Πẑθ

′)n
d−

∆tZsẑ(V′•∇w)n
式 中 ，

扰动连续方程

Π ′+αε
(
u′Πx+ v′Πy+ ŵ′Πẑ

)
+αεαDΠ

′+αεαΠD′3 = X′Π
（24）

X′Π = (Π ′)n
d−βε(αDΠ

′)n
d−βε(V′•∇Π)n

d−βε
(
αΠD′3

)n
d+

∆t(γθP′w)n
d

式中，

P′w潜热加热项 只在 n 时刻的上游点上计算。

D′3 = u′x+ v′y+ ŵ′ẑ−
∂Z sx

∂ẑ
u′− ∂

Z sy

∂ẑ
v′将 代入式（24），

整理得到

Π ′ = AΠ1u′+AΠ2v′+AΠ3ŵ′+

AΠ4

(
u′x+ v′y+ ŵ′ẑ

)
+AΠ0 （25）

其中系数

AΠ1 = αε

αΠ
∂Zsx

∂ẑ
−Πx

1+αεαD
, AΠ2 = αε

αΠ
∂Zsy

∂ẑ
−Πy

1+αεαD
,

AΠ3 = −
αεΠẑ

1+αεαD
, AΠ4 = −

αεαΠ
1+αεαD

, AΠ0 =
X′Π

1+αεαD

扰动水汽方程

q′ = −αεqẑŵ′+X′q （26）

X′q = (q′)n
d−∆t

(
u′qx+ v′qy

)n
−βε(ŵ′qẑ)n

d−∆t
(
P′w

)n
d式中，

这里扰动风对基态水汽的垂直平流用半隐式

计算，水平平流用显式计算。

扰动位温方程形式与水汽方程完全类似，即

θ′ = −αεŵ′θẑ+X′θ （27）

X′θ = (θ′)n
d−∆t

(
u′θx+ v′θy

)n−βε(ŵ′θẑ)n
d+∆tγΠ

(
P′w

)n
d式中，

2.4    扰动变量亥姆霍兹方程推导

Π ′

u′和v′ Π ′

通过一系列代数消元后，扰动方程组最终化为

只含变量 的亥姆霍兹方程。先将方程（ 20）和
（21）联立求解得到 关于 的方程

u′ = Au1Π
′
x+Au2Π

′
y +Au3Π

′
ẑ +Au0 （28）

v′ = Av1Π
′
x+Av2Π

′
y +Av3Π

′
ẑ +Av0 （29）

其中，Au1 =
αεLθ

1+ (αε f )2 , Au2 =
αε

2 f Lθ
1+ (αε f )2 ,

Au3 =
αεLθ

(
Zsx+αε f Zsy

)
1+ (αε f )2 , Au0 =

αε f X′v+X′u
1+ (αε f )2

Av1 = −
αε

2 f Lθ
1+ (αε f )2 , Av2 =

αεLθ
1+ (αε f )2 ,

Av3 =
αεLθ

(
Zsy−Zsxαε f

)
1+ (αε f )2 , Av0 =

X′v−αϵ f X′u
1+ (αε f )2

ŵ′联立式（23）和（27），得 预报方程

ŵ′ =
Zsx

1−α2
εcpZ2

sẑΠẑθẑ
u′+

Zsy

1−α2
εcpZ2

sẑΠẑθẑ
v′−

αεcpθZ2
sẑ

1−α2
εcpZ2

sẑΠẑθẑ
Π ′ẑ +

X′ŵ−αεcpZ2
sẑΠẑX′θ

1−α2
εcpZ2

sẑΠẑθẑ

ŵ′将式（28）和（29）代入上式，得到 仅依赖于

Π′的方程

ŵ′ = Aŵ1Π
′
x+Aŵ2Π

′
y +Aŵ3Π

′
ẑ +Aŵ0 （30）

Aŵ1 =
ZsxAu1+ZsyAv1

1−α2
εcpZ2

sẑΠẑθẑ
,其中，   

Aŵ2 =
ZsxAu2+ZsyAv2

1−α2
εcpZ2

sẑΠẑθẑ
,

Aŵ3 =
ZsxAu3+ZsyAv3−αεcpθZ2

sẑ

1−α2
εcpZ2

sẑΠẑθẑ
,

Aŵ0 =
ZsxAu0+ZsyAv0+X′ŵ−αεcpZ2

sẑΠẑX′θ
1−α2

εcpZ2
sẑΠẑθẑ

θ′

q′ Π ′

进一步将式（30）代入式（26）和（27）得到 和

仅依赖 的方程

θ′ = Aθ1Π ′x+Aθ2Π ′y +Aθ3Π ′ẑ +Aθ0 （31）

其中， Aθ1 = −αεθẑAŵ1, Aθ2 = −αεθẑAŵ2,

Aθ3 = −αεθẑAŵ3, Aθ0 = −αεθẑAŵ0+X′θ

q′ = Aq1Π
′
x+Aq2Π

′
y +Aq3Π

′
ẑ +Aq0 （32）

其中， Aq1 = −αεqẑAŵ1, Aq2 = −αεqẑAŵ2,

Aq3 = −αεqẑAŵ3, Aq0 = −αεqẑAŵ0+X′q

ŵ′、q′、

θ′ Au0 Av0 Aŵ0

Aq0 Aθ0 Π ′

Π ′

方程（28）—（32）中，扰动变量（u'、v'、

）最终只与 n 时间层的已知状态（ 、 、 、

、 ）及 n+1时间层的 有关，且每个方程中与

有关各项的系数只与基本态有关，它们可以通过

非线性模式计算。

沿用 GRAPES非线性模式的空间离散差分方

案，垂直方向采用 Charney-Phillips跳点，水平方向

采用 Arakawa C网格。为提高精度，垂直差分使用

非均匀分层的二阶精度差分方案。

空间离散化后的运动方程为
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u′ = Au1Π
′
x+Au2

(
Π ′

yx)
y
+Au3

(
Π ′

ẑx
)
ẑ
+Au0

v′ = Av1

(
Π ′

xy)
x
+Av2Π

′
y +Av3

(
Π ′

yẑ
)
ẑ
+Av0

ŵ′ = Aŵ1

(
Π ′

xẑ
)

x
+Aŵ2

(
Π ′

yẑ
)

y
+Aŵ3Π

′
ẑ +Aŵ0

变量上方的横线表示因为跳点的原因需要在

相应的平面上取平均。将上面 3个公式代入式（25）
并离散化，得

Π ′ =AΠ1

[
Au1Π ′x+Au2

(
Π ′

yx)
y
+Au3

(
Π ′

ẑx
)
ẑ
+Au0

]x

+

AΠ2

[
Av1

(
Π ′

xy)
x
+Av2Π ′y +Av3

(
Π ′

yẑ
)
ẑ
+Av0

]y

+

AΠ3

[
Aŵ1

(
Π ′

xẑ
)

x
+Aŵ2

(
Π ′

yẑ
)

y
+Aŵ3Π

′
ẑ +Aŵ0

]ẑ
+

AΠ4

{[
Au1Π

′
x+Au2

(
Π ′

yx)
y
+Au3

(
Π ′

ẑx
)
ẑ
+Au0

]
x
+[

Av1

(
Π ′

xy)
x
+Av2Π

′
y +Av3

(
Π ′

yẑ
)
ẑ
+Av0

]
y
+[

Aŵ1

(
Π ′

xẑ
)

x
+Aŵ2

(
Π ′

yẑ
)

y
+Aŵ3Π

′
ẑ +Aŵ0

]
ẑ

}
+AΠ0

（33）

将式（33）在网格点上展开，得到如下形式的亥

姆霍兹方程

B1Πi, j,k +B2Πi−1, j,k +B3Πi+1, j,k +B4Πi, j−1,k +B5Πi, j+1,k+

B6Πi+1, j+1,k +B7Πi+1, j−1,k +B8Πi−1, j−1,k +B9Πi−1, j+1,k+

B10Πi, j,k−1+B11Πi−1, j,k−1+B12Πi+1, j,k−1+B13Πi, j−1,k−1+

B14Πi, j+1,k−1+B15Πi, j,k+1+B16Πi−1, j,k+1+B17Πi+1, j,k+1+

B18Πi, j−1,k+1+B19Πi, j+1,k+1 = B0 （34）

B1 B19 B0式中系数 到 只与基本态有关，而 则与 n 时刻

扰动态在上游点的取值有关。

P′w

亥姆霍兹方程（34）的求解采用广义共轭余差

法（GCR）迭代求解，关于该方法详见薛纪善等

（2008）。当前求解过程取 始终为 0，即暂时只考

虑干模式。

(ŵ′)T = (ŵ′)B = 0

为使方程（34）的求解闭合，使用了上下边界为

刚体的边界条件，即 。由此推导出

上、下边界的两个差分方程：

上边界

(ŵ′)T =

[
Aŵ1

(
Π ′

xẑ
)

x
+Aŵ2

(
Π ′

yẑ
)

y
+Aŵ3Π

′
ẑ +Aŵ0

]
T

= 0

（35）

下边界

(ŵ′)B =

[
Aŵ1

(
Π ′

xẑ
)

x
+Aŵ2

(
Π ′

yẑ
)

y
+Aŵ3Π

′
ẑ +Aŵ0

]
B

= 0

（36）

3    数值求解试验和分析

为了测试扰动模式动力框架的合理性，首先利

用非线性模式产生检验所需要的扰动场。具体做

法为，将非线性模式 GRAPES的物理过程全部关闭

（干模式） ，设计两组试验，分别以 2015年 5月

16日 00:00:00 UTC的 ECMWF分析场作为初值进

行积分。第一组试验（CTRL）直接以 ECMWF分析

场作为模式初始场进行时间积分；第二组试验

（PERT）在 ECMWF分析场上叠加一个中尺度小高

压扰动后进行时间积分。试验 PERT与试验 CTRL
的差值作为真值用于对扰动模式 GRAPES_PF
的积分结果进行检验。非线性模式 GRAPES和扰

动模式 GRAPES_PF的水平分辨率均取 0.12°（约
12 km），垂直层为 67层，模式顶高度为 30 km，时间

积分步长为 60 s。模式范围为（16°—29.8ºN，96°—
110.04ºE）（图 1），侧边界采用 Davies松弛边界处

理方案（薛纪善等，2008），现阶段扰动模式在侧边

界上简单取 0，即令侧边界无扰动。
 

28°N

26

24

22

20

18

16

96 98 100 102 104 106 108°E

图 1    扰动模式试验范围和初始高压扰动分布
（模式第 25层） 情况

Fig. 1    Model domain for the perturbation forecast
experiment and the initial pressure perturbation

（on the 25th model level）
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Π ′

使用 12 km分辨率的 GRAPES-3DVar同化系

统产生扰动高压。利用 3D-Var中的单站探空分析

功能，在模式面约 6  km高度（约在模式 25层）的

（22.78°N，102.7°E）位置上进行气压要素的单点分

析，得到水平方向尺度半径约 120 km大致符合高

斯分布的初始高压扰动（ ）。考虑到精度对扰动

模式积分的影响，此处将 3D-Var单点试验得到的

扰动扩大了 100倍，即用于扰动模式初始场的气压

扰动量级为 10−3（图 1）。
x′n = (u′,v′, ŵ′, θ′,

q′,Π ′)n

Π ′n+1

(u′,v′, ŵ′, θ′,q′)n+1

扰动求解过程从 n 时刻初始扰动

出发，求解扰动变量亥姆霍兹方程（式（34）），
得到 n+1时刻扰动气压 ，进而计算 n+1时刻的

其他 5个扰动变量 。然后以 n+1时

刻的扰动量为初值，重复前面的过程，计算出 n+2
时刻的扰动量，依此类推，不断积分下去。特别要

指出，文中每一时步亥姆霍兹方程广义共轭余差法

迭代求解收敛精度均很高，余差均可收敛到 10−26。

可以预计，如果扰动模式设计合理，扰动的传

播图像应与非线性模式两次试验的差值场相似。

图 2是模式积分 11步后第 20层的水平扰动风场，

其中图 2a是积分两组非线性模式的差值场，代表扰

动的实际演变（视为真值）；图 2b是从扰动初值出

发经过扰动模式积分 11步后得到的结果，代表扰

动模式的预报值。图 2c是图 2a与图 2b的差值，代

表扰动模式的预报与实际情况的差异。可以看到，

扰动模式的预报与非线性模式的结果非常相似，差

异较小，能够较好地模拟扰动风场的变化。

图 3是非线性模式和扰动模式不同时刻在模

式第 25层的预报结果。可以看出，人为设置高压

扰动后，大气运动的大尺度准平衡遭到破坏，初始

没有风场支持的扰动高压迅速激发出了强的非地

转风，以惯性重力内波的形式迅速向四周传播。这

实际上是一个非常快的地转适应过程，叶笃正等

（1965）以及曾庆存（1963）和曾庆存等（1980）从理

论上对这一过程作了充分的研究。由图 3可见，扰

动模式非常逼真地模拟了这个气压场向风场适应

的过程。伴随非地转扰动能量迅速向外弥散，扰动

气压场迅速减弱，扰动风场也随之迅速趋于减弱，

模式大气迅速恢复到原来的准平衡状态。

θ′ q′

θ′

q′

适应过程是准线性快过程，是以辐散辐合运动

和垂直运动为特征的（曾庆存，1963），因此线性扰

动模式必须能合理反映这个基本特征。从给出的

积分第 11步后 6个扰动变量经过初始扰动高压中

心所做的纬度高度剖面（图 4）可见，初始高压扰动

除了激发水平方向迅速传播的重力波涟漪，也引起

了垂直方向的运动增量，并进而引起各变量在垂直

方向上重新分配。与非线性模式相比，扰动模式能

够较好地预报扰动随时间变化的空间分布，各个扰

动变量的数量级和正负数值分布与非线性模式的

结果相近。值得一提的是， 和 的扰动方程性质接

近，两者采用相同的计算方案，但扰动位温（ ）的计

算差异性较小。只有比湿（ ）的预报，扰动模式的
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(a) (b) (c)

图 2    积分 11步后第 20层的水平扰动风场
（a. 非线性模式预报的扰动风场，b. 扰动模式预报的扰动风场，c. 扰动模式预报与非线性模式预报的风场之差）

Fig. 2    Perturbation winds on the 20th model level after the 11th time step of integration
（a. from NLM，b. from PFM，c. difference between NLM and PFM）
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q′ = 0

q′

负值中心比非线性模式位置略高，数值上也有一定

差异，这是计算精度引起的。由于比湿基本态本身

数值就很小（10−3），远小于位温基本态（量级达 102），

且数值试验初始时刻只有气压扰动，水汽相对于基

本态无增量（ ），后续的水汽增量完全是因模式

自身激发出来的，量级极小（10−6），故此处 计算有

一定误差。

x0

为了整体评估扰动模式相对于非线性模式的

线性近似程度，利用 Frobonius范数对扰动模式进

行正确性检验。若将初始基本态（ ）出发的非线性

NLM(x0)

x0 γδx0

NLM(x0+γδx0) γ

R0→iγδx0

γδx0

模式积分表示为 （试验 1），将初始基本态

（ ）加小扰动量（ ），再次积分非线性模式，得到

（试验 2）。 是一个小的正数，用于

控制初始扰动的大小。如果设 为非线性模

式的切线性模式从初值（ ）出发的一次积分。

i 表示积分步数。于是应有：

NLM(x0+γδx0)=NLM(x0)+R0→iγδx0+O
(
γ2

)
（37）

PFM(γδx0) γδx0

PFM(γδx0) =

M0→iγδx0

设 为从初值（ ）出发的一次扰动

模式积分。为清楚表示，扰动模式表示为

。令测试指数为：
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图 3    非线性模式和扰动模式分别在 t=2（a），5（b），10（c），15（d），20（e）和 25（f）积分步第 25层的预报
扰动风场（箭头）和气压场（等值线） （a1—f1. 非线性模式的结果，a2—f2. 扰动模式的结果）

Fig. 3    Perturbation wind （arrows） and pressure （contours） fields predicted by nonlinear and perturbation
models at the 2nd （a）, 5th （b）, 10th （c）, 15th （d）, 20th （e） and 25th （f） time steps on the 25th level

（a1—f1. nonlinear model，a2—f2. perturbation model）
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F (γ) =
∥NLM(x0+γδx0)−NLM(x0)∥

∥PFM(γδx0)∥

=
∥R0→iδx0∥
∥M0→iδx0∥

+O (γ) （38）

γ

F (γ)

式中， ‖ • ‖表示 Frobonius范数。当 趋近 0时，如果

扰动模式的积分结果与非线性模式的余差（两次积

分试验之差）接近，则 应趋近 1，进而说明扰动
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图 4    积分 11步后扰动量的垂直剖面 （a1—f1. 非线性模式的预报， a2—f2. 扰动模式的预报）

Fig. 4    Latitude-height cross-sections of perturbation variables at the 11th time step of integration
（a1—f1. nonlinear forecast model， a2—f2. perturbation forecast model）
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M0→i R0→i模式 与切线性模式 相当。

Π ′ẑ

Π ′ẑ

根据上、下边界条件公式（35）和（36），求解亥

姆霍兹方程需要在模式顶和模式底计算扰动气压

垂直导数 。为此需要在模式顶以上和模式底以

下（即地表以下）各设一层气压虚层。由于已假定

模式顶和模式底是没有垂直运动的刚体边界，故可

利用以下静力平衡关系计算(
Π ′ẑ

)
bottom or top =

gθ′

cpZsẑθ2
（39）

Π ′ẑ θ θ′式中， 与 和 有关，根据 Charney/Philips垂直跳

层设置，式（39）中位温可在模式底和模式顶直接取

值，因此可避免使用气压虚层进行计算。

γ

γ

表 1给出不同 下的测试指数 F(γ)。可以看

出，当 取 10−2－10−3 时 F(γ)接近 1。而且对上下边

界条件采用静力平衡处理后的扰动模式相比采用

虚层计算效果更好，精度可达到 10−3。
  

γ表 1    不同 下两个方案的测试指数 F (γ)
γTable 1    Test index F (γ)  with different values of   in

the virtual level scheme and hydrostatic scheme

参数γ 虚层方案 静力平衡方案

1.0 0.8990750313 0.9092131257

0.1 1.038652658 0.9952505231

0.01 1.054983139 1.004807591

0.001 1.058226705 1.005833268

0.0001 1.192282557 1.037582755
 
 

4    结论和讨论

Π ′

为发展基于扰动预报模式的四维变分资料同

化系统，从 GRAPES数值预报模式的原始方程组出

发，采用小扰动分离方法推导了连续微分形式的线

性扰动预报方程组，开发了扰动预报模式 GRAPES_
PF动力框架。扰动模式中时间积分采用两个时间

层的半隐式半拉格朗日方案，空间差分采用 Arakawa
C水平网格跳点和 Charney/Phillips垂直跳层方案，

利用代数消元法进一步推导，得到关于扰动无量纲

气压（ ）的亥姆霍兹方程，并通过广义共轭余差法

（GCR）进行求解。

为了测试所开发的扰动模式动力框架的合理

性，在干模式（无物理过程）条件下开展了数值试

验。首先在非线性模式中施加一个初始扰动，积分

非线性模式得到扰动的时间演变场，然后将相同的

初始扰动作为扰动模式的初值进行时间积分，最后

比较扰动模式与非线性模式的预报结果。

试验在模式第 25层（约 6 km处）施加了一个水

平半径约 120 km的中尺度扰动高压，根据地转适

应理论，在这样小的尺度下气压场将向风场适应，

即小高压所激发的不稳定能量将迅速向四周频散，

导致扰动趋于减弱。数值试验表明，初始的非地转

平衡状态激发了一个快速向外传播的惯性重力内

波，迅速引起了水平辐散风和铅直运动，进而引起

位温和湿度扰动。随着时间的推移，适应过程使扰

动气压场迅速频散消失，扰动风场也随之迅速减

弱，大气运动重新恢复到原来的平衡状态。对比非

线性模式和扰动模式，两者动力热力场分布特征相

似，数值结果接近。地转适应过程是以水平辐散辐

合运动和垂直运动为特征的准线性快过程，试验结

果表明，扰动模式 GRAPES_PF合理反映了这个运

动的基本特性，可作为 GRAPES非线性模式系统的

近似线性模式，为下一步发展基于扰动模式的四维

变分同化系统奠定了研究和开发基础。

文中仅设计开发了扰动模式的动力框架，完善

该扰动模式还需要逐步完成各种线性物理过程方

案的开发。

致　谢：袁丽君参与了扰动模式的检验以及部分代

码编写和测试，吴亚丽进行了非线性模式的运算，在此一

并感谢。
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作者更正：

　　2020年第 1期 33-47页，题目：全球大尺度信息在 3  km GRAPES-RAFS系统中的应用，  第 41页图 7a2、b2、
c2 的横坐标有错，正确图为：
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