
书书书

基于变分法的客观分析算法及应用
�

刘凑华　曹　勇　符娇兰

ＬＩＵＣｏｕｈｕａ　ＣＡＯＹｏｎｇ　ＦＵＪｉａｏｌａｎ

国家气象中心，北京１０００８１

犖犪狋犻狅狀犪犾犕犲狋犲狅狉狅犾狅犵犻犮犪犾犆犲狀狋狉犲，犅犲犻犼犻狀犵１０００８１，犆犺犻狀犪

２０１２０９１２收稿，２０１３０７１６改回．

刘凑华，曹勇，符娇兰．２０１３．基于变分法的客观分析算法及应用．气象学报，７１（６）：１１７２１１８２

犔犻狌犆狅狌犺狌犪，犆犪狅犢狅狀犵，犉狌犑犻犪狅犾犪狀．２０１３．犃狀狅犫犼犲犮狋犻狏犲犪狀犪犾狔狊犻狊犪犾犵狅狉犻狋犺犿犫犪狊犲犱狅狀狋犺犲狏犪狉犻犪狋犻狅狀犪犾犿犲狋犺狅犱．犃犮狋犪犕犲狋犲狅狉狅犾狅犵犻犮犪

犛犻狀犻犮犪，７１（６）：１１７２１１８２

犃犫狊狋狉犪犮狋　Ｉｎｍｅｔｅｏｒｏｌｏｇｉｃａｌｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ，ｓｔａｔｉｏｎｄａｔａａｒｅｏｆｔｅｎｎｅｅｄｅｄｔｏｂｅｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄｔｏｔｈｅｒｅｇｕｌａｒｇｒｉｄｗｉｔｈｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓｏｆ

ｔｈｅｇｒｉｄｄｅｄｆｉｅｌｄｂｅｉｎｇｂｏｔｈａｃｃｕｒａｔｅａｎｄｓｍｏｏｔｈ．Ｄｕｅｔｏｔｈｅｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎａｃｃｕｒａｃｙａｎｄｓｍｏｏｔｈｎｅｓｓ，ｔｈｅｅｘｉｓｔｉｎｇｏｂ

ｊｅｃｔｉｖｅａｎａｌｙｓｉｓｍｅｔｈｏｄｓａｒｅｖｅｒｙｄｉｆｆｉｃｕｌｔｔｏａｃｈｉｅｖｅｔｈｅａｂｏｖｅｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｍｅｔｈｏｄ，ｂｙ

ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇａｃｃｕｒａｃｙａｎｄｓｍｏｏｔｈｎｅｓｓｉｎｔｏａｃｏｓｔｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｇｒｉｄｄｅｄｆｉｅｌｄ，ｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｏｂｊｅｃｔｉｖｅａｎａｌｙｓｉｓｒｅｓｕｌｔｓｃａｎｂｅｏｂ

ｔａｉｎｅｄｂｙｓｏｌｖｉｎｇｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｃｏｓｔｆｕｎｃｔｉｏｎ．Ｔｈｅｏｂｊｅｃｔｉｖｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｐｒｅｃｉｐｉｔａｔｉｏｎｅｘａｍｐｌｅｓｓｈｏｗｔｈａｔｂｏｔｈａｃｃｕ

ｒａｔｅａｎｄｓｍｏｏｔｈｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓｃａｎｂｅｍｅｔｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｏｂｊｅｃｔｉｖｅａｎａｌｙｓｉｓｍｅｔｈｏｄｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｍｅｔｈｏｄ，Ｏｂｊｅｃｔｉｖｅａｎａｌｙｓｉｓ，Ｓｍｏｏｔｈｉｎｇ

摘　要　在气象业务中，常需要将不规则离散站点数据转换成规则分布的格点场，并要求格点场既准确又平滑。由于准确性

和平滑性存在矛盾，利用现有客观分析方法很难达到上述要求。采用变分法，将准确性和平滑性设计成关于格点场的目标函

数，通过求解目标函数的最小值对应的格点场可获得最优的客观分析结果。对降水量的客观分析实例表明，基于变分法的客

观分析算法能够满足既准确又平滑的分析要求。

关键词　变分法，客观分析，平滑

中图法分类号　Ｐ４６８．０

１　引　言

客观分析是将不规则分布的观测资料转换到规

则网格上的过程，其最初目的是为数值模式提供初

始场。因为起初的数值模式是有限差分模式，它的

空间定义域是规则的网格区域（王跃山，２０００）。经

过几十年的发展，客观分析方法已由最初的基于多

项式插值（Ｐａｎｏｆｓｋｙ，１９４９；Ｇｉｌｃｈｒｉｓｔ，ｅｔａｌ，１９５４；

刘克武，１９８１，１９８２）、逐步订正法（Ｂｅｒｇｔｈｏｒｓｓｏｎ，

ｅｔａｌ，１９５５；Ｃｒｅｓｓｍａｎ，１９５９）、统计插值（徐一鸣等，

１９８９）和最优插值（屠伟铭，１９９４）等方法发展到今天

数值模式初值构建时采用的３维同化（３ＤＶＡＲ）、４

维同化（４ＤＡＶＲ）和集合卡尔曼滤波等方法（Ｋａｌ

ｎａｙ，２００３；Ｌｏｒｅｎｃ，１９８６；Ｚｕｐａｎｓｋｉ，１９９３；Ｂｏｕｔｔｉｅｒ，

ｅｔａｌ，１９９７），越来越多的信息正被考虑进来以提高

分析结果的准确性。在对一些缺乏动力约束的物理

量（如降水等）进行客观分析时，目前常用的方法还

是多项式插值、反距离权重、克里金插值等方法

（Ｋａｒｎｉｅｌｉ，１９９０；邬伦等，２０１０；高歌等，２００７；靳国

栋等，２００３）。现有的客观分析方法大都只须考虑分

析结果的准确性，因为其结果常用作其他计算的输

入场，例如４ＤＶＡＲ的分析结果会被用作模式的初
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始场，降水量的客观分析结果被用作水文预报模型

的输入场等。

客观分析的格点结果的另一个重要用途是以图

形方式输出，供分析人员或决策者使用，还以降水为

例，业务气象台站要将离散的降水观测分析成规则

的格点场，以绘制二维的降水分布图。当客观分析

用于图形显示时，应用者希望其结果能够既准确又

平滑。之所以要求平滑，其本质上是追求信息量的

最小化，以便应用者更容易把握物理量的主要分布

特征。目前，针对图形显示用途，兼顾准确性和平滑

性的客观分析方法很少见，实际业务中通常将反距

离权重和Ｃｒｅｓｓｍａｎ插值等方法用作图形显示的客

观分析方法（冯旭明，２００１；于连庆等，２０１２），由于这

些方法的分析结果通常很不平滑，一般会在插值后

采用九点平滑等方法对格点场进行平滑，然而平滑

操作又会让准确性降低。平滑性和准确性的矛盾常

常使得分析者很难获得满意的结果。为此有必要发

展一类直接针对图像显示的客观分析方法，此即本

研究的方向。

在发展一种方法之前，人们首先要清楚它的目

标是什么？本研究将要提出的客观分析方法目的是

用于图形显示，其目标是给出既准确又平滑的分析

场。此处“既准确又平滑”成为衡量分析场优劣的标

准，它实际上是关于分析场的泛函数，而该泛函数的

最小值函数必定最大程度地满足“既准确又平滑”。

由此，本研究提出基于变分法的客观分析方法，其基

本思路是将客观分析的目标表达成格点场的泛函

数，然后利用数值方法求解泛函数最小值对应的格

点场，从而得到最优的分析结果。

２　算法原理

变分法是用于求解泛函数极值和极值函数的方

法。在进行客观分析时，人们总是希望分析场最大

程度地满足特定的要求，而这种要求实际上是关于

分析场的一个泛函数，若能将其表达成具体的数学

形式，即可借助变分法求解客观分析的问题。

本研究关注的客观分析的目标是求解准确度和

平滑度最大化的格点场。为讨论方便，将与准确度

相反的度量称为失真度，将与平滑度相反的度量称

为粗糙度，客观分析的目标亦可表述为求解失真度

和粗糙度最小化的格点场。所谓失真度和粗糙度也

都是关于整个物理量场的泛函数，它们的总和可表

示成

犳（犃）＝犲（犃）＋β·犮（犃） （１）

式中，犃代表格点场，泛函数犲（犃）为格点场犃的失

真度，泛函数犮（犃）是格点场犃的粗糙度，它们的权

重总和犳（犃）称为目标函数，β是权重系数。客观分

析的目标就是寻求一个最优格点场犃ｍ 使得泛函数

犳（犃ｍ）达到最小值。在保证目标函数只有一个极小

值的情况下，通过变分法求得极小值函数即为人们

寻求的最优格点场。由于分析场犃是离散的格点

场，关于犃的泛函数犳（犃）本质上是一个多元函数，

其极小值问题可以通过数值方法求解，目前共轭梯

度法（徐士良，１９９５）是求解此类问题的最有效的方

法之一。数值求解的过程是分析场犃在犲（犃）和β·

犮（犃）两种约束下逐步迭代调整的过程。

２．１　失真度的定义

应用变分方法进行客观分析，首先要定义失真

度和粗糙度。由于真实场是无法得知的（否则就不

需要插值或客观分析），因此，失真度必须通过计算

分析场犃偏离已知物理量的程度来获得。已知物

理量包括离散站点的观测记录和已知的定量物理规

律。在只有观测记录的情况下，失真度可定义成分

析场偏离所有观测记录的程度，此时失真度可表达

成

犲（犃）＝∑

犖
ｓ

犽＝１

ε犽犲犽 ＝∑

犖
ｓ

犽＝１

ε犽^犲（珟狆犽，狆犽） （２）

式中，犲犽 和ε犽 分别是第犽个站点的失真度及权重，

犖狊为观测站点数。权重系数ε犽 可根据站点观测记

录的质量来设定，例如在地面气象要素客观分析问

题中，如果同时包含了基准站、基本站、一般站和自

动站的观测，则应该从高到低分别赋予这４类站点

不同的权重。在没有区分站点观测质量的信息时，

所有站点的权重都设置为１。式（２）中狆犽 和珟狆犽 分

别为第犽个站点位置的观测值和分析值。由于格点

位置通常和站点位置不一致，因此，珟狆犽 需要由站点

附近的格点值反插得到。格点向站点的反插可以采

用线性插值或其他高次函数插值方法，在格点分布

密度明显高于站点分布密度的情况下，反插方法的

选择对反插结果影响甚微，为了计算方便，一般采用

线性方法反插即可。^犲（珟狆犽，狆犽）是度量单个站点失

真度的函数，其作用是将分析值珟狆犽 约束在观测值

狆犽 附近，从而使站点附近的格点值和站点观测值接

近。根据不同的应用要求，失真度犲^（珟狆犽，狆犽）可以有
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不同的形式，若分析目标是均方根误差最小，则

犲^（珟狆犽，狆犽）＝（珟狆犽－狆犽）
２。而在有些问题中，物理量

被分成不同等级，人们关心的是分析值珟狆犽 和观测值

狆犽 的等级误差，则犲^（珟狆犽，狆犽）应在这两者存在等级

差别时取值较大，具体的函数形式参见第４节。总

而言之，失真度并没有固定的形式，而是根据实际问

题进行设定。

２．２　粗糙度的定义

当一维分析场的分布曲线完全呈直线或者二维

分析场的分布曲面完全呈平面，可以认定此分析场

是完全平滑的，此时粗糙度为０。若以此作为平滑

的标准，将分析场中相邻格点取值分布偏离线性的

程度作为不平滑的程度，则粗糙度可以由格点场的

二阶差分来度量，对于一维情况粗糙度可表示为

犮（犃）＝∑
犖－１

犻＝２

（犪犻－１－２犪犻＋犪犻＋１）
２ （３）

式中，犪犻为第犻个网格点的分析值，犖 为格点数。在

客观分析迭代计算的过程中，由于粗糙度犮（犃）存

在，会对分析场中分布不符合线性的部分进行惩罚，

其约束作用会使得分析场趋向线性分布。而失真度

犲（犃）的约束又会使分析场趋向观测值从而偏离线

性分布。客观分析的最终结果会在这两种约束下达

到平衡。

二维情况下粗糙度可表示为

犮（犃）＝∑

犖狓－１

犻＝２
∑

犖
狔
－１

犼＝２

δ犻，犼
犪犻－１，犼＋犪犻＋１，犼－２犪犻，犼

Δ狓
２
犻，

（ ）
犼

２

［ ＋

犪犻，犼－１＋犪犻，犼＋１－２犪犻，犼
Δ狔

２
犻，

（ ）
犼

］
２

（４）

式中，犪犻，犼、Δ狓犻，犼、Δ狔犻，犼和δ犻，犼分别为第（犻，犼）网格点的

分析值、狓方向格距、狔方向格距和粗糙度的权重，

犖狓 和犖狔 分别为狓 和狔 方向的格点数。Δ狓犻，犼和

Δ狔犻，犼是局地的物理空间距离，式（４）中包含这两项

因子，保证了粗糙度的约束在区域的各个位置是各

向同性的，客观分析结果也因此能在各个方向上平

滑性一致。当插值区域分布在一个曲面上，格距

Δ狓犻，犼和Δ狔犻，犼是随位置变化的。例如，气象观测站点

是分布在地球表面上的，当网格是等经纬度网格时

Δ狓犻，犼会随着格点所在纬度而变化。

然而，在另一些问题中人们并不以分析场呈完

全的线性分布作为绝对平滑的参考标准。例如，在

地质物理量的客观分析问题中，分析区域内沿某一

条曲线上可能存在断层，物理量分布在曲线的两侧

可以存在不连续。虽然该曲线附近格点场的二阶差

分非常大，但它不应该被考虑成不平滑的因素而进

行惩罚，此时可以通过将这些格点的粗糙度权重δ犻，犼

设置为０来体现这种特殊的应用要求。再例如，在

气压场的客观分析问题中，大尺度气旋和反气旋是

平滑的成分，但这些系统的气压场分布曲面不是平

面，若采用式（４）定义粗糙度，其约束作用会使气压

场分布向平面靠近，从而损害了气旋和反气旋的中

心强度。分析发现这些系统的分布曲面与抛物面较

吻合，故可用抛物面作为其平滑的参考标准，定义其

粗糙度为０，在这种标准下，粗糙度是以格点场的三

阶差分来度量的。

综上所述，粗糙度也没有固定的表达形式，其函

数形式和各项参数都可以根据实际问题进行设定。

２．３　失真度和粗糙度的相对权重

式（１）中β是用来调节失真度和粗糙度的比重，

β的大小决定了最终分析结果是偏向准确还是偏向

平滑，β越大，分析结果越偏向平滑，可称之为平滑

系数。具体应用时，可以通过调节平滑系数控制最

终分析结果的平滑程度。

２．４　变分法客观分析的最优性

要保证变分法求得的目标函数犳（犃）的极小值

等于其最小值，需保证犳（犃）只有一个极小值，犳（犃）

是严格的下凸函数时，这一点可以得到保证。为使

犳（犃）是严格下凸函数，失真度犲（犃）和粗糙度犮（犃）

也应该设计成下凸函数，且其中至少有一个是严格

下凸函数。

在一个具体问题中，当网格、失真度、粗糙度和

权重系数β确定下来之后，其对应的最优分析场犃ｍ

也就确定了。若存在一个分析场犃１≠犃ｍ，满足犲

（犃１）＝犲（犃ｍ），则根据犳（犃１）＞犳（犃ｍ）和式（１）必然

可得犮（犃１）＞犮（犃ｍ），即变分法的客观分析结果在相

同准确度的条件下必定比其他方法的分析结果更平

滑，而在平滑度相同时，它比其他结果更准确。因

此，将应用中对平滑性和准确性的要求合理地表达

成粗糙度和失真度函数，采用变分方法进行客观分

析可以保证分析结果的最优性。

然而，上述最优性不是绝对的，因为如果不能保

证粗糙度和失真度函数设计合理，也就无法保证其

分析结果的最优性。而目标函数的合理性最终还是

要通过判断犃ｍ 是否让应用者满意来检验。犃ｍ 是

由目标函数唯一决定的，应用者对犃ｍ 满意，就说明
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目标函数设计是合理的或者满足要求的。如果应用

者对犃ｍ 不满意，则说明应用者的要求并未完整地

被考虑到目标函数的设计当中，此时可逐步改进目

标函数的设计以更加完整的包含应用需求，最终使

得客观分析的结果达到令人满意的程度。

３　理想计算分析

本研究先以一维插值为例讨论变分方法的具体

实现。设有一组离散的站点观测资料犗＝｛（狓犽，狆犽）

｜犽＝１，２，…，犖ｓ，狓犽∈Ｒ，狆犽∈Ｒ｝，狓犽 和狆犽 分别代表

第犽个站点的位置和观测值，犖ｓ是站点数。基于这

个观测，插值计算一组等间距（格距记为犱）分布的

格点上的值犃＝｛（犻，犪犻）｜犻＝０，１，２，…，犖，犪犻∈Ｒ｝，

犖＋１为总格点数。采用分析值和观测值之差的平

方和作为失真度，结合２．１节的讨论，给出失真度的

具体形式为

犲（犃）＝∑

犖
ｓ

犽＝１

（珟狆犽－狆犽）
２ （５）

式中，珟狆犽 是根据格点场线性插值到站点得到的估计

值

珟狆犽 ＝ （１－犱犻犽）犪犻犽 ＋犱犻犽犪犻犽＋１ （６）

式中，犻犽＝
狓犽［ ］犱 是第犽个站点的左侧最邻近的一个

格点编号，犱犻犽＝
狓犽｛ ｝犱 是第犽个站点到第犻犽 个格点

的距离与格距之比。

采用格点场二阶差分的大小作为粗糙度，结合

２．２节的讨论，给出粗糙度的形式为

犮（犃）＝∑
犖－１

犻＝１

犪犻－１－２犪犻＋犪犻＋１
犱（ ）２

２

（７）

总目标函数可表示为

犳（犃）＝∑

犖
ｓ

犽＝１

［（１－犱犻犽）犪犻犽 ＋犱犻犽犪犻犽＋１－狆犽］
２
＋

β
犱２∑

犖－１

犻＝１

（犪犻－１－２犪犻＋犪犻＋１）
２ （８）

总目标函数犳是一个椭圆函数，其极小值也是最小

值。通过将犳对每个格点值（犪犻）求偏导后联立方程

可求解极小值对应的格点场，为此，先将式（８）整理

成

犳（犃）＝∑
犖－１

犻＝０
∑

狀犻

犼＝１

［（１－犱犻，犼）犪犻＋犱犻，犼犪犻＋１－狆犻，犼］
２
＋

β
犱４∑

犖－１

犻＝１

（犪犻－１－２犪犻＋犪犻＋１）
２ （９）

式中，狆犻，犼为处于第犻－１至第犻个格点之间的第犼个

站点的观测值，犱犻，犼为此站点到第犻个站点的距离与

格距之比，狀犻 为此类站点的数目。一般情况下，客

观分析时采用的格点密度要高于站点密度，为简化

讨论，设每两个格点之间的站点数不超过１，式（９）

简化成

犳（犃）＝∑
犖－１

犻＝０

δ犻［（１－犱犻）犪犻＋犱犻犪犻＋１－狆犻］
２
＋

β
犱４∑

犖－１

犻＝１

（犪犻－１－２犪犻＋犪犻＋１）
２ （１０）

式中，δ犻 代表第犻－１至第犻个格点之间的站点数

目，取值为１或０，在δ犻＝１的情况下，狆犻为处于第犻

－１至第犻个格点之间的站点观测值，犱犻 为此站点

到第犻个站点的距离与格距之比。式（１０）是一个二

次型函数，当犳取极小值时，式（１０）的右边对犪犻（犻＝

０，１，…，犖）的偏导为０，据此可得的线性方程

犎犃 ＝犢 （１１）

式中，犃就是格点场，式（１１）的具体导出过程以及犎

和犢的元素值见附录Ａ。犎 是一个５阶对角矩阵，

它由站点的分布位置决定，方程右边的矢量犢 是和

犃 维数相同的一个矢量，它的取值由站点的分布以

及站点的具体取值决定。式（１１）的解即为最优客观

分析场，它是本节讨论的客观分析问题的解析解，实

际上求解线性方程（１１）的过程也需用到数值方法。

多元函数的极值问题也可以直接采用共轭梯度法进

行数值求解，求解需编写计算目标函数的子程序和

计算目标函数对格点值偏导数的子程序。

为说明数值解的结果同解析解的一致性，以一

个具体的例子对比这两种结果。图１给出了一个计

算实例，图１中点线是一个正弦函数，作为真实的分

布曲线，圆圈为１０个带有一定误差的站点观测值，

站点的分布并不均匀。实际工作中能得到的只有观

测值，而观测值背后对应的真实场是未知的，因此，

图１中显示的真实函数并不具有确切的代表意义，

只是在本研究的实验中观测值是以它作为真实场来

扰动的。根据１０个观测值在区域［０，１００］内进行客

观分析，格距取为４，β取为１６。图１表明，数值解

和解析解基本一致，两者微小的差别主要是式（１１）

的计算误差导致的。为此，下文中的试验结果都采

用共轭梯度法进行数值求解。
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图１　一次试验中的一维变分法客观

分析的解析解和数值解

（细实线：真实函数，圆圈：观测值序列，粗实线：变分法

客观分析的解析解，×线：变分法客观分析的数值解，

带点实线：两种解之差）

Ｆｉｇ．１　Ａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｆｒｏｍｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｏｂｊｅｃｔｉｖｅａｎａｌｙｓｉｓｉｎａｔｅｓｔ

（ｔｈｉｎｌｉｎｅｉｓｔｒｕｅｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｃｉｒｃｌｅｓａｒｅｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ，ｔｈｉｃｋｌｉｎｅ

ｉｓ ｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｆｒｏｍｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｏｂｊｅｃｔｉｖｅａｎａｌｙｓｉｓ，

×ｌｉｎｅｉｓｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｆｒｏｍｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｏｂｊｅｃｔｉｖｅ

ａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｌｉｎｅｗｉｔｈｄｏｔｉｓｔｈｅｉｒｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ）

４　敏感性试验

根据第２节的讨论，基于变分法的客观分析结

果最终决定于目标函数的设计。若客观分析结果对

目标函数中具体的算子选择和函数参数过于敏感，

则很难得到稳定的分析效果。以第３节的客观分析

问题为例讨论分析结果对参数的敏感性，在这一类

问题中影响目标函数的因素包括格点反插站点的算

子、网格（主要是格距）选取和平滑系数β的取值。

目标函数失真度的计算过程中需将格点反插到

站点，反插的方法既可以用线性插值，也可以用三次

插值或其他插值方法，第２节的分析指出，在网格分

布比站点密度大时，反插导致的误差很小，对最终结

果影响不大。本研究将线性反插和三次多项式反插

分别用于失真度函数的构造中，目标函数的其他部

分设置相同，通过试验对比两者最终结果的差异

（图２）。图２表明两种结果差别确实很小，由此说

明变分法客观分析对失真度函数构建时的反插算法

并不敏感。

变分法客观分析的结果不是分布在整个实数

域，而是直接分析在网格上，从式（８）可以看出，网格

的选择也可能会影响到最终的结果。若网格的格距

大于站点间的距离，则必定会有些观测中包含的波

动无法被描述，缩小格距则可描述更多的小尺度信

息。那么在网格距已经小于站点之间距离时，进一

步缩小网格距会不会导致分析结果的明显变化呢？

为此设计一组对比试验：第１个试验中格距设置为

２，总格点数为５１，平滑系数β取为０．１；第２个试验

在此基础上加密一倍，格距设为１，总格点数为１０１，

由于网格数增加约一倍，为保证失真度和粗糙度两

者的权重大致不变，平滑系数β取为０．０５。两个试

验的其他设置同第３节，计算结果如图３所示，图３

中实线和×线分别是格距选为１和２的试验结果，

带点实线是两种结果在相同格点位置上的偏差。图

３表明，网格密度加倍后分析结果略微有所调整，但

是分析结果的整体并未有大的改变。

　　平滑系数β用于调节失真度和粗糙度的比重，

应用者通过它调节分析结果的平滑性，分析结果应

该对β有明显的响应。应用者选定一个平滑系数

后，往往需要将它用于大量同类型的客观分析问题

中，为此，分析结果对β的响应应该是一个渐变的方

式，否则可能由于平滑系数选在突变点附近而导致

不同实例分析效果差别很大。依然采用第３节的

实例进行试验，图４显示了平滑系数取１０和０．１对应

图２　失真度函数中的反插算法采用线性插值（实线）

和三次多项式插值（×线）时分别对应的客观分析

结果以及两者之差（带点实线），圆圈为观测

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｏｂｊｅｃｔｉｖｅａｎａｌｙｓｉｓ

ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｄｅｇｒｅｅｓｗｉｔｈｌｉｎｅａｒ

ａｎｄｃｕｂｉｃａｓｒｅｖｅｒｓｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ（ｓｏｌｉｄｌｉｎｅ

ａｎｄ×ｌｉｎｅ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）ａｎｄｔｈｅｉｒｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

（ｌｉｎｅｗｉｔｈｄｏｔ），ｃｉｒｃｌｅｓａｒｅｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ

６７１１　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　犃犮狋犪犕犲狋犲狅狉狅犾狅犵犻犮犪犛犻狀犻犮犪　气象学报　２０１３，７１（６）



图３　格距犱＝１（实线）和犱＝２（×线）分别对应的

客观分析结果以及两者之差（带点实线），圆圈为观测

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｏｂｊｅｃｔｉｖｅａｎａｌｙｓｉｓｒｅｓｕｌｔｓｔｏ

ｔｈｅｇｒｉｄｄｉｓｔａｎｃｅｓｓｅｔｔｉｎｇａｓ犱＝１（ｓｏｌｉｄｌｉｎｅ）ａｎｄ

犱＝２（×ｌｉｎｅ），ａｎｄｔｈｅｉｒｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ（ｌｉｎｅｗｉｔｈｄｏｔ），

ｃｉｒｃｌｅｓａｒｅｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ

的分析结果（实线和×线），对比两种结果可见，β＝

１０对应分析结果同观测值的偏差更大，同时由于滤

除了一些尺度较小的波动，整体显得更平滑。进一

步将β设置成一系列不同的值，计算分析结果的失

真度和粗糙度，绘制成失真度和粗糙度对平滑系数

的响应曲线如图５。图５表明，分析场的失真度和

粗糙度对平滑系数的响应是单调渐变的，不存在突

变的情况。

图４　平滑系数β＝１０（实线）和β＝０．１（×线）

分别对应的客观分析结果以及两者

之差（带点实线），圆圈为观测

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｏｂｊｅｃｔｉｖｅａｎａｌｙｓｉｓ

ｒｅｓｕｌｔｓｔｏｔｈｅｓｍｏｏｔｈｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｓｅｔｔｉｎｇａｓ１０ａｎｄ０．１

（ｓｏｌｉｄｌｉｎｅａｎｄ×ｌｉｎｅ），ａｎｄｔｈｅｉｒｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

（ｌｉｎｅｗｉｔｈｄｏｔ），ｃｉｒｃｌｅｓａｒｅｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ

图５　失真度和粗糙度

对平滑系数的响应

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ

ｄｅｇｒｅｅａｎｄｔｈｅｃｏａｒｓｅｎｅｓｓ

ｔｏｔｈｅｓｍｏｏｔｈｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

　　通过试验表明基于变分法的客观分析对失真度

计算时的反插算法选择不敏感；当网格距已经小于

站点密度时，进一步加密网格对分析结果影响不大；

分析结果对平滑系数有渐变的响应关系。

５　应用举例：降水量的客观分析

对观测的累积降水量的分析是各级气象台日常

业务的基本内容，然而降水是空间分布非常不均匀

的一种物理量，面对大量的降水量观测记录，若不借

助客观分析将其绘制成二维的等值线或填色图，分

析人员很难把握降水分布的主要特征。在对降水量

进行分析时，常常将其分成几个等级进行讨论，这样

实际上也是为了简化信息以便把握主要信息。以观

测的２４ｈ累积雨量为例，业务中通常将其分为小雨

（小于１０ｍｍ）、中雨（１０—２４．９ｍｍ）、大雨（２５—

４９．９ｍｍ）、暴雨（５０—９９．９ｍｍ）、大暴雨（１００—２４９

ｍｍ）和特大暴雨（不低于２５０ｍｍ）等６个等级。客

观分析的降水分布等值线（或填色）图也通常要求按

此等级进行分级显示。

在绘制降水量等值线（或填色）图的客观分析问

题中，应用者希望分析场能够尽量平滑，这实际上也

是为了减少信息量，以免各等级的填色区域分布凌

乱。应用者对分析场准确性的要求是每种等级的填

色区域要覆盖所有同等级降水的站点，特别是对强

降水中心，分析场中应该有相同等级的降水与之对
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应。以下根据上述要求对一个应用实例的目标函数

设计进行论述。

图６中显示了区域（３６°—４３°Ｎ，１１０°—１２０°Ｅ）

内２４７个地面站观测的２０１２年９月２日０８时２４ｈ

累积降水量，要求对区域内降水量进行客观分析，并

根据分析场绘制降水分布。格点场设置为０．１°×

０．１°经纬度网格，纬向和经向的网格数分别为１０１

和７１。

在此实例中，关于平滑性的要求并无特殊之处，

根据２．２节的讨论，粗糙度可用二阶差分来度量，总

粗糙度的表达式可以由式（４）简化成

犮（犃）＝∑
１００

犻＝２
∑
７０

犼＝２

［ １

ｃｏｓ４θ犻，犼
（犪犻－１，犼＋犪犻＋１，犼－２犪犻，犼）

２
＋

（犪犻，犼－１＋犪犻，犼＋１－２犪犻，犼）
２］ （１２）

式中，θ犻，犼为网格点（犻，犼）的纬度，ｃｏｓθ犻，犼反映了此格

点位置的纬向和经向格距之比。

在准确性方面，应用者实际上关注的是站点位

置的分析值和观测值的等级误差，若分析值和观测

值等级相同，则站点位置的分析图填色就是正确的。

为此失真度函数对分析值的约束作用主要表现在分

析值和观测值存在等级差异的情况，而当两者无等

级差异时，失真度表现出较小约束作用或不表现出

约束作用。将各个降水量等级用区间分别表示为

［０，０］、（０，１０）、［１０，２５）、［２５，５０）、［５０，１００）、［１００，

２５０）和［２５０，１０００）（单位省略表示，下文类同），这些

区间的中点位置分别为０、５、１７．５、３７．５、７５、１７５、

６２５，区间的长度为０、１０、１５、２５、５０、１５０、７５０。按上

面的讨论，单个站点上的失真度可以这样设计：当分

析值离观测值所在区间中点的距离不超过γ（０＜γ

＜０．５）倍的区间长度时失真度取值为０，当此距离

超过γ倍区间长度时，即分析值接近或已经偏离观

测值所在区间的两侧边缘时，失真度迅速增大。单

点的失真度函数犲^（珟狆犽，狆犽）可以表达成

犲^（珟狆犽，狆犽）＝ ｛Ｍａｘ［（珟狆犽－犿犽）
２，（γ犾犽）

２］－（γ犾犽）
２｝２

（１３）

式中，狆犽 为第犽个站点的观测值，犿犽 为狆犽 所在区

间的中点值，犾犽 为狆犽 所在区间的区间长度，珟狆犽 为格

点场通过双线性方式反插到第犽个站点位置的分析

值，γ犾犽 为珟狆犽 偏离区间中心而不被约束的最大距离。

γ的取值范围为（０，０．５），γ越大分析场整体受到失

真度的约束越小，分析场会越平滑，但如果γ过分接

近０．５，则容易出现失真度的约束作用不足导致分

析结果出现等级误差的情况。将式（１３）代入式（２）

可得总失真度的函数，并将其中的权重系数都取为

１。参考式（１）将总失真度和总粗糙度函数按权重求

和即得总目标函数犳（犃），试验中β取为０．１，γ取为

０．４５。大量降水客观分析的试验表明，分析场对参

数β和γ等的响应是稳定渐变的，不会出现参数的

微小变化导致分析结果激烈震荡的情况。本研究β
和γ的取值是根据同类客观分析试验中获得的较满

意的参数，它并非针对特定个例挑选的最优参数。

目标函数犳（犃）是关于各个格点值的多元函数，通过

分析可知此处构建的犲（犃）是下凸函数，犮（犃）是严格

下凸函数，因此，目标函数犳（犃）是严格下凸函数，其

极小值就是最小值。

在完成目标函数设计后，通过数值方法求解目

标函数最小值对应的分析场，为此先给每个格点赋

一个初始猜测值，在此实例中可以都赋为０，然后通

过共轭梯度法进行迭代求解，其结果显示如图６ａ。

本研究另外采用了业务中常用的Ｃｒｅｓｓｍａｎ方法进

行分析，其结果如图６ｂ。经计算可知，在此实例中

Ｃｒｅｓｓｍａｎ方法的分析结果有６１个站点的分析值和

观测值的等级不一致，而变分法的客观分析结果中

错误分析的站点数为０。Ｃｒｅｓｓｍａｎ方法和变分法

的客观分析场的粗糙度分别为１７０６９８和１３１８４，前

者要比后者高出１０倍。对比图６ａ和ｂ，也可以看

出，基于变分法的客观分析所得到的（图６ａ）等值线

与观测站点对应的降水量等级一致，并且对强降水

中心单个站点大于１００ｍｍ的等值线分析也与实况

完全吻合，与此同时，等值线较Ｃｒｅｓｓｍａｎ方法所得

到的（图６ｂ）更为平滑。可见，图６ａ达到了应用要

求的效果，由此也说明此实例中设计的目标函数是

合理的。

６　总　结

本研究提出将变分方法应用于客观分析问题，

将分析要求设计成关于格点场的目标函数，通过数

值方法求解目标函数的最小值对应的格点场来获得

最优的分析结果。在用于图形显示的客观分析问题

中，应用者要求客观分析的结果既准确又平滑，表达

这种要求的目标函数相应地包含失真度和粗糙度两

部分。在具体的各类问题中，虽然应用者对准确性

和平滑性的要求可能各不相同，但每一类问题的失

真度和粗糙度函数可以根据需求灵活设计，因此，变
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图６　２０１２年９月２日０８时２４ｈ累积降水量的地面观测（数字）

和客观分析的降水量分布（阴影区）

（ａ．变分法；ｂ．Ｃｒｅｓｓｍａｎ方法）

Ｆｉｇ．６　Ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｏｆ２４ｈｃｕｍｕｌａｔｉｖｅｒａｉｎｆａｌｌ（ｆｉｇｕｒｅ）ａｔ０８：００ＢＴ２Ｓｅｐ２０１２

ａｎｄｉｔｓｏｂｊｅｃｔｉｖｅａｎａｌｙｓｉｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ（ｓｈａｄｅｄ）

（ａ．Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｍｅｔｈｏｄ，ｂ．Ｃｒｅｓｓｍａｎｍｅｔｈｏｄ）
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分法在此类客观分析问题中具有普遍适用性。

本研究将变分法应用于一维的客观分析问题

中，针对一种具体的目标函数给出了分析场的理论

求解过程和结果，并与采用共轭梯度法数值计算的

结果进行了对比，结果表明两种基本一致。并进一

步以一维客观分析为例，测试分析结果对目标函数

中的算子和参数的响应情况。结果表明目标函数中

格点反插站点的算法对最终结果影响很小，当网格

距已经小于站点密度时，进一步加密网格对分析结

果影响不大，此外，分析结果对平滑系数有稳定渐变

的响应关系。在一些更复杂的二维客观分析问题

中，目标函数可能包含更多的参数，分析结果对函数

中各个参数的响应情况还需要目标函数设计者进一

步测试。

最后，本研究结合一个具体降水量客观分析的

实例展示了将分析要求表达成目标函数的过程，并

在此实例中获得了满意的分析结果。
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附录Ａ

将式（１０）对犪犻，犻＝０，１，…，犖 求偏导可得

　　

δ犻（１－犱犻）［（１－犱犻）犪犻＋犱犻犪犻＋１－狆犻］＋β
犱４
［（犪犻－２犪犻＋１＋犪犻＋２）］＝０　　　犻＝０

δ犻（１－犱犻）［（１－犱犻）犪犻＋犱犻犪犻＋１－狆犻］＋δ犻－１犱犻－１［（１－犱犻－１）犪犻－１＋

　犱犻－１犪犻－狆犻－１］＋β
犱４
［（犪犻－２犪犻＋１＋犪犻＋２）－２（犪犻－１－２犪犻＋犪犻＋１）］＝０　　　犻＝１

δ犻（１－犱犻）［（１－犱犻）犪犻＋犱犻犪犻＋１－狆犻］＋δ犻－１犱犻－１［（１－犱犻－１）犪犻－１＋

　犱犻－１犪犻－狆犻－１］＋β
犱４
［（犪犻－２犪犻＋１＋犪犻＋２）－２（犪犻－１－２犪犻＋犪犻＋１）＋

　（犪犻－２－２犪犻－１＋犪犻）］＝０　　　 １＜犻＜犖－１

δ犻（１－犱犻）［（１－犱犻）犪犻＋犱犻犪犻＋１－狆犻］＋δ犻－１犱犻－１［（１－犱犻－１）犪犻－１＋

　犱犻－１犪犻－狆犻－１］＋β
犱４
［２（犪犻－１－２犪犻＋犪犻＋１）＋（犪犻－２－２犪犻－１＋犪犻）］＝０　　　犻＝犖－１

δ犻－１犱犻－１［（１－犱犻－１）犪犻－１＋犱犻－１犪犻－狆犻－１］＋β
犱４
［（犪犻－２－２犪犻－１＋犪犻）］＝０　　　犻＝

烅

烄

烆
犖

（Ａ１）

　　整理式（Ａ１）得

　　

（１＋
犱４

β
δ０（１－犱０）

２）犪０＋（
犱４

β
δ０（１－犱０）犱０－２）犪１＋犪２ ＝

犱４

β
δ０（１－犱０）狆０　　犻＝０

（犱
４

β
δ０（１－犱０）犱０－２）犪０＋（５＋

犱４

β
δ１（１－犱１）

２
＋
犱４

β
δ０犱

２
０）犪１＋

　（
犱４

β
δ１犱１（１－犱１）－４）犪２＋犪３ ＝

犱４

β
（δ１（１－犱１）狆１＋δ０犱０狆０）　　 犻＝１

犪犻－２＋（
犱４

β
δ犻－１犱犻－１（１－犱犻－１）－４）犪犻－１＋（

犱４

β
δ犻（１－犱犻）

２
＋

　
犱４

β
δ犻－１犱

２
犻－１＋６）犪犻＋（

犱４

β
δ犻犱犻（１－犱犻）－４）犪犻＋１＋犪犻＋２

　 ＝
犱４

β
（δ犻（１－犱犻）狆犻＋δ犻－１犱犻－１狆犻－１）　　 １＜犻＜犖－１

犪犖－３＋（
犱４

β
δ犖－２（１－犱犖－２）犱犖－２－４）犪犖－２＋（５＋

犱４

β
δ犖－１（１－犱犖－１）

２
＋

　
犱４

β
δ犖－２（１－犱犖－２）

２）犪犖－１＋（
犱４

β
δ犖－１（１－犱犖－１）犱犖－１－２）犪犖

　 ＝
犱４

β
（δ犖－１（１－犱犖－１）狆犖－１＋δ犖－２犱犖－２狆犖－２）　　 犻＝犖－１

犪犖－２＋（
犱４

β
δ犖－１（１－犱犖－１）犱犖－１－２）犪犖－１＋（１＋

犱４

β
δ犖－１犱

２
犖－１）犪犖

　 ＝
犱４

β
δ犖－１犱犖－１狆犖－１　　 犻＝

烅

烄

烆
犖

（Ａ２）

　　式（Ａ２）可以简写成如下形式
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犺０，０犪０＋犺０，１犪１＋犪２ ＝狔０

犺１，０犪０＋犺１，１犪１＋犺１，２犪２＋犪３ ＝狔１

…

犪犻－２＋犺犻，犻－１犪犻－１＋犺犻，犻犪犻＋犺犻，犻＋１犪犻＋１＋犪犻＋２ ＝狔犻

…

犪犖－２＋犺犖－１，犖－２犪犖－２＋犺犖－１，犖－１犪犖－１＋犺犖－１，犖犪犖 ＝狔犖－１

犪犖－３＋犺犖，犖－１犪犖－１＋犺犖，犖犪犖 ＝狔

烅

烄

烆 犖

（Ａ３）

　　并可以进一步以矩阵的形式表示为

犎犃 ＝犢 （Ａ４）

式中，矩阵犎是一个５阶对角矩阵，其中间部分的元素为犺犻，犻＝６＋
犱４

β
δ犻（１－犱犻）

２＋
犱４

β
δ犻－１犱

２
犻－１，犻＝２，３，…，犖

－２；犺犻，犻－１＝犺犻－１，犻＝
犱４

β
δ犻－１（１－犱犻－１）犱犻－１－４，犻＝２，３，…，犖－１；犺犻，犻－２＝犺犻－２，犻＝１，犻＝２，３，…，犖，左上角和右

下角的元素为犺０，０＝１＋
犱４

β
δ０（１－犱０）

２，犺１，１＝５＋
犱４

β
δ１（１－犱１）

２＋
犱４

β
δ０犱

２
０，犺０，１＝犺１，０＝

犱４

β
δ０（１－犱０）犱０－２，

犺犖－１，犖－１＝５＋
犱４

β
δ犖－１（１－犱犖－１）

２＋
犱４

β
δ犖－２犱

２
犖－２，犺犖，犖＝１＋

犱４

β
δ犖－１犱

２
犖－１，犺犖－１，犖＝犺犖，犖－１＝

犱４

β
δ犖－１（１－犱犖－１）

·犱犖－１－２。矢量犢的第一个和最后一个元素为狔０＝
犱４

β
δ０（１－犱０）狆０ 和狔犖＝

犱４

β
δ犖－１犱犖－１狆犖－１，中间部分的

元素为狔犻＝
犱４

β
（δ犻（１－犱犻）狆犻＋δ犻－１犱犻－１狆犻－１），犻＝１，２，…，犖－１。
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