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大气粒子散射相函数的参数化方案比较及其改进
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摘　要　大气粒子散射相函数的参数化是大气辐射传输参数化的重要组成部分。文中全面比较了大气粒子的 Ｈｅｎｙｅｙ

Ｇｒｅｅｎｓｔｅｉｎ（ＨＧ）方案和双 ＨｅｎｙｅｙＧｒｅｅｎｓｔｅｉｎ（ＤＨＧ）方案，并在四流球谐函数展开累加法中，应用这两种相函数参数化方案计

算气溶胶、云、霾粒子的反射率、透射率或吸收率。该研究结果表明：ＨＧ方案无法表现相函数的后向峰值，因而其计算的大气
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粒子反射率和透射率精度较差；ＤＨＧ方案能较好地表征相函数的整体特征，但是该方案计算的相函数易出现后向异常峰值

或为负值，并导致计算得到的气溶胶、云、霾粒子的反射率和透射率精度甚至会低于 ＨＧ方案。对ＤＨＧ方案进行进一步研

究，提出了改进的ＤＨＧ方案（ＭＤＨＧ）。ＭＤＨＧ方案计算结果稳定，并能很好表征相函数的前向和后向峰值的特征，其计算

的大气粒子的反射率和透射率精度也较高。因此，ＭＤＨＧ方案是一种理想的相函数参数化方案。
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四流球谐函数展开累加法

中图法分类号　Ｐ４２２

１　引　言

大气辐射传输过程在气候模拟、大气遥感反演

及大气光化学过程中起着非常重要的作用。而辐射

方案的精度差异会对大气数值模式模拟效果产生一

定影响（杨学胜等，２００９；许尤福等，２０１１；荆现文等，

２０１２；张梦等，２０１４；ＺｈａｎｇＨ，ｅｔａｌ，２０１４）。辐射传

输的物理过程通常由辐射传输方程来描述，而该方

程属于积分微分方程，很难获得解析解，因此，已经

有大量研究发展了一些近似方案来求解大气辐射传

输方程，如二流近似方案（Ｋｉｎｇ，ｅｔａｌ，１９８６；Ｋｙｌ

ｌｉｎｇ，ｅｔａｌ，１９９５；Ｆｕ，ｅｔａｌ，１９９７；邱金桓，１９９８；

Ｑｉｕ，１９９９；Ｌｉ，ｅｔａｌ，２００５；Ｌｕ，ｅｔａｌ，２００９）和四流近

似方案（Ｌｉｏｕ，ｅｔａｌ，１９８８；Ｓｔａｍｎｅｓ，ｅｔａｌ，１９８８；Ｌｉ，

ｅｔａｌ，１９９６；ＺｈａｎｇＦ，ｅｔａｌ，２０１３ａ，２０１３ｂ，２０１６；

ＺｈａｎｇＨ，ｅｔａｌ，２０１５）。二流近似是指用两个自由

度来表示辐射强度在球空间的分布特征。多年来，

由于其形式简单、计算速度快，被广泛应用于参数化

气候模式的辐射传输过程。但这种方法有明显的缺

陷和不足。Ｋｉｎｇ等（１９８６）对各种单层的二流近似

解的精度进行了评估，指出在不同的光学厚度、太阳

天顶角和单次散射反照率的情况下，采用二流近似

方法计算得到的大气透射率和反射率的相对误差高

达１５％—２０％。Ｌｕ等（２００９）指出二流近似可以导

致１０％以上的云顶加热率误差，而云顶加热率影响

着云的发生、发展。随着气候模式时空分辨率的提

高和物理过程的改进，其对一个高精度、高速度的辐

射算法的需求显得越来越迫切。张峰（２０１３）及

ＺｈａｎｇＦ等（２０１３ａ，２０１３ｂ，２０１６）基于辐射传输的

４个不变性原理，建立了四流累加辐射传输方案。

该方案越来越受到重视，并能显著提高对气溶胶辐

射强迫的评估精度，因此在气候模式中得到广泛应

用（ＺｈａｎｇＨ，ｅｔａｌ，２０１５；Ｌｉ，ｅｔａｌ，２０１５），在辐射传

输计算过程中，各种近似方案都需要对散射相函数

进行相应阶数的Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数展开。例如，二流近

似方案需要对散射相函数进行二阶Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数

展开，四流近似方案需要对散射相函数进行四阶

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数展开。目前，无论是单柱的辐射模

式，还是气候模式中的辐射方案，其四流近似方案通

常采用 ＨｅｎｙｅｙＧｒｅｅｎｓｔｅｉｎ（ＨＧ）方案（Ｈｅｎｙｅｙ，ｅｔ

ａｌ，１９４１）对散射相函数进行 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数展开

（ＺｈａｎｇＦ，ｅｔａｌ，２０１３ａ；ＺｈａｎｇＨ，ｅｔａｌ，２０１５）。

ＺｈａｎｇＦ等（２０１３ａ）对新建的四流球谐函数展开累

加方案的精度进行了较为全面的评估，认为该方案

能显著提高辐射通量和加热率的计算精度，但以上

结论同样是基于 ＨＧ方案得到的。而在 ＨＧ方案

中，高阶展开采用的仅仅是非对称因子犵的幂次

方。这种单参数近似不能准确地表示相函数的特

征，尤其是无法表述相函数的后向散射特性（Ｋａｔ

ｔａｗａｒ，１９７５），因此，ＨＧ方案会直接影响到辐射方

案本身的计算精度（Ｌｉ，ｅｔａｌ，２０１５）。为了改进这

种近似方法，Ｋａｔｔａｗａｒ（１９７５）提出了双 Ｈｅｎｙｅｙ

Ｇｒｅｅｎｓｔｅｉｎ（ＤＨＧ）方案，是指用两个 ＨＧ相函数的

线性组合来表示散射相函数的变化特征，即用３参

数来表示相函数。相比单参数近似的 ＨＧ方案，该

方案具有更大的自由度去刻画散射相函数各向异性

的特性。ＤＨＧ方案提出已经有４０多年，但该方案

在辐射传输计算中应用甚少。此外，相比 ＨＧ 方

案，该方案在辐射计算中能多大程度的提高计算精

度，也均未见有相关研究。本研究对ＤＨＧ方案进

行了较为系统的研究，提出了改进的 ＤＨＧ 方案

（ＭＤＨＧ），并评估了 ＨＧ、ＤＨＧ和 ＭＤＨＧ这３种

方案的计算精度。

２　相函数基本理论

散射相函数是散射角的函数。对于球形粒子，

可以利用米散射理论计算出其散射相函数；对于非

球形粒子，可以利用 Ｔ 矩阵（Ｍｉｓｈｃｈｅｎｋｏ，ｅｔａｌ，

１９９４）、几何光学（Ｙａｎｇ，ｅｔａｌ，２００７）和 Ｂｒｉｄｇｉｎｇ

（Ｚｈａｏ，ｅｔａｌ，２００６）技术等方法计算出其散射相函

数。为了便于辐射传输计算，文中将相函数用已知

的数学函数表达，采用勒让德多项式展开的相函数
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可以写成（Ｈｅｎｙｅｙ，ｅｔａｌ，１９４１）

犘（ｃｏｓΘ）＝∑
犖

狀＝０

ω狀犘狀（ｃｏｓΘ） （１）

式中，ω狀 ＝
２狀＋１
２∫

１

－１
犘 （ｃｏｓΘ）犘狀（ｃｏｓΘ）ｄｃｏｓΘ，

犘狀（ｃｏｓΘ）为勒让德多项式的相函数展开项，散射角

的余弦ｃｏｓΘ为

ｃｏｓΘ＝μμ′＋（１－μ
２）１／２（１－μ′

２）１／２ｃｏｓ（φ－φ′）

（２）

式中，μ为光的入射方向，μ′为光的散射方向。对式

（１）进行方位角平均可得

犘（μ，μ′）＝
１

２π∫
２π

０
犘（ｃｏｓΘ）ｄφ＝

１

２π∑
犖

狀＝０∫
２π

０
ω狀犘狀（ｃｏｓΘ）ｄφ （３）

式中，犘狀（ｃｏｓΘ）可以展开为

犘狀（ｃｏｓΘ）＝犘狀（μ）犘狀（μ′）＋

２∑
狀

犿＝１

（狀－犿）！
（狀＋犿）！

犘犿狀（μ）犘
犿
狀（μ′）ｃｏｓ［犿（φ－φ′）］

（４）

根据∫
２π

０
ｃｏｓ［犿（φ－φ′）］ｄφ＝０，犿＝１，２，…，狀，利用

式（３）—（４），可得

犘（μ，μ′）＝∑
犖

狀＝０

ω狀犘狀（μ）犘狀（μ′） （５）

２．１　犎犲狀狔犲狔犌狉犲犲狀狊狋犲犻狀近似

目前，应用最为广泛的相函数是 Ｈｅｎｙｅｙ等

（１９４１）提出的 ＨｅｎｙｅｙＧｒｅｅｎｓｔｅｉｎ（ＨＧ）相函数。

该方案采用非对称因子犵表示相函数

犘ＨＧ（ｃｏｓΘ）＝
１－犵

２

（１－２犵ｃｏｓΘ＋犵
２）３／２

（６）

式（６）可以展成为

犘ＨＧ（ｃｏｓΘ）＝∑
∞

狀＝０

（２狀＋１）犵
狀犘狀（ｃｏｓΘ） （７）

根据式（３）、（５）和（７）可得方位角平均的 ＨＧ近似

相函数

犘ＨＧ（μ，μ′）＝∑
∞

狀＝０

ω狀犘狀（μ）犘狀（μ′） （８）

式中，ω狀＝（２狀＋１）犵
狀，并将这种方案记为 ＨＧ。在

该方案中，相函数的高阶展开ω狀 仅用非对称因子犵

表示，因此，在辐射传输计算中得到广泛应用（Ｌｕ，

ｅｔａｌ，２００９；Ｌｉｏｕ，ｅｔａｌ，１９８８；Ｓｔａｍｎｅｓ，ｅｔａｌ，１９８８；

Ｌｉ，ｅｔａｌ，１９９６；ＺｈａｎｇＦ，ｅｔａｌ，２０１３ａ；ＺｈａｎｇＨ，ｅｔ

ａｌ，２０１５）。

２．２　双犎犲狀狔犲狔犌狉犲犲狀狊狋犲犻狀近似

双 ＨｅｎｙｅｙＧｒｅｅｎｓｔｅｉｎ （ＤＨＧ）（Ｋａｔｔａｗａｒ，

１９７５）近似是指由两个 ＨＧ相函数的线性组合来表

示相函数的散射特性。相比单参数的 ＨＧ方案而

言，ＤＨＧ方案有３个待定参数，因此，有更多的自由

度来表现相函数的真实特征。ＤＨＧ方案采用两个

ＨＧ方案的权重组合来计算相函数

犘ＤＨＧ（ｃｏｓΘ）＝犪
１－犵

２
１

（１－２犵１ｃｏｓΘ＋犵
２
１）
３／２＋

（１－犪）
１－犵

２
２

（１－２犵２ｃｏｓΘ＋犵
２
２）
３／２

（９）

　　根据上式，方位角平均的ＤＨＧ近似相函数可

表示为

犘ＤＨＧ（μ，μ′）＝∑
∞

狀＝０

ω狀犘狀（μ）犘狀（μ′）＝

犪∑
∞

狀＝０

（２狀＋１）犵
狀
１犘狀（μ）犘狀（μ′）＋

（１－犪）∑
∞

狀＝０

（２狀＋１）犵
狀
２犘狀（μ）犘狀（μ′） （１０）

　　根据式（５），可得到式（１０）中３个参数犪、犵１ 和

犵２ 满足的方程

犪犵１＋（１－犪）犵２ ＝犵 （１１）

犪犵
２
１＋（１－犪）犵

２
２ ＝犺 （１２）

犪犵
３
１＋（１－犪）犵

３
２ ＝ （１３）

式中，犵＝
ω１
３
，犺＝
ω２
５
，＝
ω３
７
。

　　根据以上约束方程，Ｋａｔｔａｗａｒ（１９７５）给出了犪、

犵１ 和犵２ 的解

犵２ ＝ ｛－犺犵－［（犺犵－）
２
－４（犺－犵

２）·

（犵－犺
２）］１／２｝／［２（犺－犵

２）］ （１４）

犵１ ＝ （犵犵２－犺）／（犵２－犵）　　　　 　　（１５）

犪＝ （犵－犵２）／（犵１－犵２）　　　　　　 （１６）

　　为方便表述，将Ｋａｔｔａｗａｒ（１９７５）提出的以上方

案记为ＤＨＧ。该方案的本质是采用相函数的展开

项ω１、ω２、ω３ 来参数化相函数。在一些特定情况下，

ＤＨＧ方案得到的相函数存在异常峰值，而这并不

符合相函数的真实特征（Ｋａｔｔａｗａｒ，１９７５）。因此，该

方案在辐射传输计算中几乎没有得到应用。为了解

决这一问题，本研究采用ω１，ω２ 两项的相函数展开

系数和相函数的整体特征来求解ＤＨＧ方案的３个

参数。具体步骤如下：

（１）根据式（１１）和（１２）可得到包含有未知数犪

的方程的解
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犵２＝犵－｛－［犪（犺－犵
２）］／（犪－１）｝１

／２
　　　 （１７）

犵１＝｛犪犵２＋｛－［犪（犺－犵
２）］／（犪－１）｝１

／２｝／犪 （１８）

　　（２）权重犪从０开始以０．００１为间隔循环至２，

利用式（１７）、（１８）能得到２０００种不同的犪、犵１ 和犵２

组合；

（３）从以上组合中挑选出满足｜犵１｜＞｜犵２｜和

｜犵１｜＜１的犪、犵１ 和犵２ 组合。在｜犵１｜和｜犵２｜均小于

１时，使得相函数的高阶展开项中包含的犵
狀
１ 和犵

狀
２

在狀趋向于无穷后仍收敛。

（４）以上每一种组合均能利用式（９）构造相函

数，把构造的相函数和真实的相函数（根据粒子的谱

分布和已有的粒子散射理论，就能计算出真实的相

函数。文中计算得到真实的相函数从０°开始以０．３°

为间隔，共包含６０１个值）进行比较，求得相对误差

最小的一组 犪、犵１ 和 犵２ 组 合，这 种 方 案 记 为

ＭＤＨＧ。

３　计算结果比较

大气中气溶胶和云的强散射过程主要发生在短

波波段。而在短波波段中，可见光波段的能量最强，

通常采用波长０．５５μｍ来表示可见光波段的平均

情况。因此，文中计算波长０．５５μｍ处的气溶胶和

水云粒子的散射相函数，并分别利用 ＨＧ、ＤＨＧ和

ＭＤＨＧ方案对其进行参数化，进一步讨论这几种参

数化下相函数的精度。此外，利用四流球谐函数展

开累加方案（ＺｈａｎｇＦ，ｅｔａｌ，２０１３ａ）比较分析以上３

种不同相函数参数化方案下计算的反射率、透射率

或吸收率的精度，将１２８流离散纵标的计算结果作

为精确值（Ｓｔａｍｎｅｓ，ｅｔａｌ，１９８８）。四流球谐函数展

开累加方案的主要思想是用４个球谐函数来表示辐

射强度在角度空间的分布特征，采用ω４ 来进行δ调

整（Ｗｉｓｃｏｍｂｅ，１９７７）。该方案能显著改善辐射通量

和加热率的计算，并已在北京气候中心气候系统模

式（ＢＣＣ＿ＡＧＣＭ２．０．１）和加拿大气候模拟与分析中

心的气候模式（ＣａｎＡＭ４）中得到应用（ＺｈａｎｇＨ，ｅｔ

ａｌ，２０１５；Ｌｉ，ｅｔａｌ，２０１５）。

３．１　沙尘气溶胶

对于沙尘气溶胶，文中考虑随机取向的椭球粒

子，并采用对数正态分布来描述沙尘粒子的分布。

该分布函数曾为世界气象组织推荐（Ｓｏｋｏｌｉｋ，ｅｔａｌ，

１９９８）

狀（狉）＝
ｄ犖（狉）

ｄ狉
＝

１

狉
犖

２槡πｌｎσ犵
ｅｘｐ －

１

２

ｌｎ狉－ｌｎ狉犵
ｌｎσ（ ）［ ］

犵

（１９）

式中，狉为椭球沙尘等效为等体积球体的半径，狉犵 为

粒子群的模态半径，σ犵 为标准偏差，犖 为气溶胶粒

子的 数 浓 度 （ｃｍ－３）。其 有 效 半 径 为 狉ｅ ＝

狉犵ｅｘｐ
５ｌｎ２σ犵（ ）２

，有效方差为狏ｅ ＝ｅｘｐ（ｌｎ
２
σ犵）－１。

此处选用核模态和粗模态这两种模态，其粒子群模

态半径狉犵 分别为０．０７和１．９０μｍ，标准偏差σ犵 分

别为１．９５和２．１５。椭球粒子的纵横比为１．７（Ｆｕ，

ｅｔａｌ，２００９）。沙尘气溶胶的复折射指数为犿＝１．５３

＋０．００８ｉ。利用 Ｔ矩阵（Ｍｉｓｈｃｈｅｎｋｏ，ｅｔａｌ，１９９４）

和几何光学近似（Ｙａｎｇ，ｅｔａｌ，２００７），计算得到了这

两种模态在波长０．５５μｍ处的单次散射反照率和

不对称因子：粗模态沙尘为ω＝０．６３和犵＝０．８１，核

模态沙尘为ω＝０．９５和犵＝０．６８。表１分别给出了

核模态和粗模态沙尘在ＤＨＧ和 ＭＤＨＧ方案中的

犪、犵１、犵２ 和ω４ 的值。

表１　核模态和粗模态沙尘气溶胶在ＤＨＧ和 ＭＤＨＧ方案中的犪、犵１、犵２ 和ω４ 的比较

Ｔａｂｌｅ１　ＴｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＤＨＧａｎｄＭＤＨＧｆｏｒ犪，犵１，犵２，ω４ｉｎｄｕｓｔｓｏｆｎｕｃｌｅｉａｎｄｃｏａｒｓｅｍｏｄｅｓ

犪 犵１ 犵２ ω４＝９［犪犵４１＋（１－犪）犵４２］

ＤＨＧ（核模态） ０．９９５ ０．６９０ －１．４８５ ２．２１３

ＭＤＨＧ（核模态） ０．９８９ ０．６９６ －０．６３５ ２．２１３

ＤＨＧ（粗模态） ０．９８１ ０．８５０ －１．０１５ ４．７９６

ＭＤＨＧ（粗模态） ０．６９７ ０．９８３ ０．４２８ ５．９４６

　　图１ａ、ｂ分别给出了核模态和粗模态沙尘气溶

胶相函数的精确值 （Ｅｘａｃｔ）以及 ＨＧ、ＤＨＧ 和

ＭＤＨＧ方案的结果。可以看出，粗模态沙尘具有很

强的前向峰值，其后向也有一个小的峰值。ＨＧ方

案的相函数较平滑，但其在前向和后向并不接近真

值，尤其没有表现出前向的强峰值。ＤＨＧ方案的
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相函数在散射角为５４°—１７０°时比其他两种方案更

接近真值，但其在１７０°后出现了相函数为负数的情

况，因此该方案没有体现出粗模态沙尘的后向峰值

特征。本研究提出的 ＭＤＨＧ方案的相函数在散射

最强的前向几乎与精确值重合，对前向强峰值的模

拟精度较高。此外，ＭＤＨＧ方案在后向也较ＨＧ和

ＤＨＧ方案更接近于真值。和粗模态沙尘相比，核

模态沙尘没有很强的前向峰值。ＨＧ、ＤＨＧ 和

ＭＤＨＧ这３种方案的相函数在前向均与真值较为

接近，精度相近。而在后向，这３种方案的相函数有

较大差异。ＤＨＧ 方案的相函数在后向出现了骤

降，与真值差异最大，精度最差。ＨＧ方案的相函数

虽然稳定，在后向的精度高于ＤＨＧ方案，但与真值

相比仍有较大的误差。而 ＭＤＨＧ方案的相函数表

现出了相函数的后向特征，更接近真实的相函数。

图１　核模态沙尘气溶胶（ａ）、粗模态沙尘气溶胶（ｂ）、水云（ｃ）和霾（ｄ）的相函数比较

Ｆｉｇ．１　Ｐｈａｓｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｎｕｃｌｅｉｍｏｄｅｄｕｓｔｓ（ａ），ｃｏａｒｓｅｍｏｄｅｄｕｓｔｓ（ｂ），ｗａｔｅｒｃｌｏｕｄｓ（ｃ）ａｎｄｈａｚｅ（ｄ）

　　此外，还比较了不同相函数参数化方案下的四

流球谐函数展开累加方案的反射率和吸收率的精

度。核模态沙尘气溶胶的反射率和吸收率在不同方

案下的精度如图２ａ—ｆ所示。从反射率的误差结果

可以看出，ＤＨＧ方案相比其他两种方案误差更大，

尤其在光学厚度小于０．２且μ０ 为０．５—０．７和

０．９—１．０时相对误差可达５％。而在此范围内，

ＨＧ和 ＭＤＨＧ方案的相对误差约为２％。当光学

厚度大于１时，ＭＤＨＧ方案中相对误差小于１％的

范围比 ＨＧ和ＤＨＧ方案大。从吸收率的误差结果

来看，３种方案精度相当，ＭＤＨＧ 方案在μ０ 为

０．４—０．５且光学厚度大于３时，精度比 ＨＧ 和

ＤＨＧ方案略高。故总体而言，ＭＤＨＧ方案比 ＨＧ

和ＤＨＧ方案精度更高。
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图２　核模态（ａ—ｆ）和粗模态（ｇ—ｌ）沙尘气溶胶的反射率（ａ—ｃ，ｇ—ｉ）和吸收率（ｄ—ｆ，ｊ—ｋ）的相对误差

（ａ、ｄ、ｇ、ｊ．ＨＧ，ｂ、ｅ、ｈ、ｋ．ＤＨＧ，ｃ、ｆ、ｉ、ｌ．ＭＤＨＧ）

Ｆｉｇ．２　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｏｆｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ（ａ－ｃ，ｇ－ｉ）ａｎｄａｂｓｏｒｐｔｉｏｎ（ｄ－ｆ，ｊ－ｋ）ｆｏｒ

ｄｕｓｔｓｉｎｎｕｃｌｅｉｍｏｄｅ（ａ－ｆ）ａｎｄｃｏａｒｓｅｍｏｄｅ（ｇ－ｌ）

（ａ，ｄ，ｇ，ｊ．ＨＧ，ｂ，ｅ，ｈ，ｋ．ＤＨＧ，ｃ，ｆ，ｉ，ｌ．ＭＤＨＧ）
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　　粗模态沙尘气溶胶在不同方案下的反射率和吸

收率的精度如图２ｇ—ｌ所示。从反射率的误差结果

来看，ＨＧ 方案精度最低，在μ０ 为０．１—０．４和

０．８—１．０时误差都大于１０％。ＤＨＧ方案误差最

小，仅当在μ０ 小于０．１时相对误差大于１０％。

ＭＤＨＧ方案在μ０ 小于０．２时以及光学厚度小于２

且μ０ 为０．８—１．０时的相对误差皆大于１０％，但其

相对误差大于 １０％ 的范围小于 ＨＧ 方案，故

ＭＤＨＧ方案的精度高于 ＨＧ方案。从吸收率的误

差结果可以看出，这３种方案的精度都较高。ＨＧ

方案在μ０ 为０．０５—０．２且光学厚度在０．１—１时误

差大于５％，而其他两种方案均小于５％。此外，ＨＧ

方案在光学厚度大于２且μ０ 为０．２５—０．４５时相对

误差大于１％，而其他两种方案均接近于０。相比之

下，３种方案中ＨＧ方案精度最低。ＤＨＧ方案在μ０

小于０．１时，误差小于 ＭＤＨＧ方案。故整体而言，

ＤＨＧ方案相对误差最小，精度略优于 ＭＤＨＧ方

案，ＨＧ方案误差最大。

３．２　水云

水云的粒子尺度分布接近于Γ分布（Ｐｒｕｐｐａｃｈ

ｅｒ，ｅｔａｌ，１９９６）

狀（狉）＝犃狉αｅ－β
狉 （２０）

式中，犃、α和β为常数，狉为水云粒子的半径，有效半

径为狉ｅ＝
∫

∞

０
狉３狀（狉）ｄ狉

∫
∞

０
狉２狀（狉）ｄ狉

＝
α＋３

β
，有效方差为狏ｅ ＝

∫
∞

０

（狉－狉ｅ）
２狉２狀（狉）ｄ狉

狉２ｅ∫
∞

０
狉２狀（狉）ｄ狉

＝
１

α＋３
。

表２　水云的ＤＨＧ和 ＭＤＨＧ方案中的犪、犵１、犵２ 和ω４ 的比较

Ｔａｂｌｅ２　ＴｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＤＨＧａｎｄＭＤＨＧｆｏｒ犪，犵１，犵２，ω４ｉｎｗａｔｅｒｃｌｏｕｄｓ

犪 犵１ 犵２ ω４＝９［犪犵４１＋（１－犪）犵４２］

ＤＨＧ ０．９８４ ０．８８３ －０．９９９ ５．５２６

ＭＤＨＧ ０．９７５ ０．８９１ －０．６１６ ５．５５７

图３　水云的反射率（ａ—ｃ）和透射率（ｄ—ｆ）的相对误差（ａ、ｄ．ＨＧ，ｂ、ｅ．ＤＨＧ，ｃ、ｆ．ＭＤＨＧ）

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｏｆｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ（ａ－ｃ）ａｎｄｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ（ｄ－ｆ）ｆｏｒｗａｔｅｒｃｌｏｕｄｓ
（ａ，ｄ．ＨＧ，ｂ，ｅ．ＤＨＧ，ｃ，ｆ．ＭＤＨＧ）
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　　在计算云的光学特性的参数化试验中，为了方

便计算，选用水云的有效方差为狏ｅ＝０．１７２（Ｆｕ，ｅｔ

ａｌ，１９９７），有效半径为狉ｅ＝５．８９μｍ（Ｆｕ，ｅｔａｌ，

１９９７）。该水云可以代表典型的低云特征。水云的

复折射指数为犿＝１．３３＋１．７９×１０－９ｉ。计算得到

波长０．５５μｍ处水云的ω和犵 分别为１和０．８５。

表２中给出了在水云情况下，ＤＨＧ和 ＭＤＨＧ方案

得到的犪、犵１、犵２ 和ω４ 的值。

由图１ｃ可以看出，水云的ＨＧ方案的相函数没

有很好地反映出相函数的真实特征，特别是相函数

的后向特征。ＤＨＧ方案在０°—１３２°的散射角下精

度较高，但在后向出现了异常增大，甚至超过了真实

相函数的前向最大值。在３种方案中，ＭＤＨＧ方案

的相函数是整体上最接近于真值的，尤其是其后向

精度高于其他两种方案，能很好地反应出真实相函

数的后向特征。

　　在波长０．５５μｍ处，水云的吸收作用非常小，

因此只讨论其反射率和透射率的情况。图３ａ—ｆ为

３种方案在水云情况下的反射率和透射率的精度比

较。ＭＤＨＧ方案在μ０ 为０．４—１．０时相对误差小

于２％，优于其他两种方案。这３种方案的透射率

结果基本相同，在μ０ 为０．４—１．０时误差几乎为０。

故总体来看，ＭＤＨＧ方案相对误差最小，ＤＨＧ方案

其次，这两种方案整体都要好于 ＨＧ方案。

３．３　霾

　　对于霾粒子，采用了 ＨａｚｅＬ的相函数散射模

型，其非对称因子犵＝０．８０（Ｇａｒｃｉａ，ｅｔａｌ，１９８５）。

从图１ｄ可以看出，ＨＧ、ＤＨＧ和 ＭＤＨＧ方案的相

函数都几乎重合，均较为接近真实相函数。然而如

表３所示，将 ＭＤＨＧ方案得到的最优犪、犵１、犵２ 和

ω４ 与ＤＨＧ方案得到的值进行比较，发现ＤＨＧ方

案中，犵２ 远大于犵１。此外，ＤＨＧ方案中ω４ 出现了

较大负值，这导致了光学厚度在进行δ调整后反而

增大，从而影响之后的反射率和透射率的计算精度，

增大反射率和透射率的相对误差。而 ＭＤＨＧ方案

得到的犵１、犵２ 和ω４ 均非常合理。

图４　霾在单次反照率为１时的反射率（ａ—ｃ）和透射率（ｄ—ｆ）的相对误差

（ａ、ｄ．ＨＧ，ｂ、ｅ．ＤＨＧ，ｃ、ｆ．ＭＤＨＧ）

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｏｆｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ（ａ－ｃ）ａｎｄｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ（ｄ－ｆ）（ω＝１）ｆｏｒｈａｚｅ

（ａ，ｄ．ＨＧ，ｂ，ｅ．ＤＨＧ，ｃ，ｆ．ＭＤＨＧ）
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表３　霾中ＤＨＧ和 ＭＤＨＧ中的犪、犵１、犵２ 和ω４ 的比较

Ｔａｂｌｅ３　ＴｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＤＨＧａｎｄＭＤＨＧｆｏｒ犪，犵１，犵２，ω４ｉｎｈａｚｅ

犪 犵１ 犵２ ω４＝９［犪犵４１＋（１－犪）犵４２］

ＤＨＧ １．０＋１．９８×１０－７ ０．８０４ ５７．８２７ －１６．１５６

ＭＤＨＧ ２．０００ ０．７８６ ０．７６８ ３．７４３

　　在计算 ＨＧ、ＤＨＧ和 ＭＤＨＧ方案的反射率和

透射率时，令单次散射反照率为１，从３种方案的反

射率和透射率的精度（图４ａ—ｆ）可以看出，ＤＨＧ方

案下的反射率在光学厚度小于１时误差大于２０％，

精度明显低于其他两种方案；同样其透射率的相对

误差也是３种方案中最大的。ＨＧ和 ＭＤＨＧ方案

的精度相当，这两种方案的透射率在μ０ 为０．５—

１．０时的相对误差几乎为０。

４　结　论

本研究对ＤＨＧ方案进行改进，提出了 ＭＤＨＧ

方案，并将ＨＧ、ＤＨＧ和ＭＤＨＧ这３种方案的相函

数进行了系统的对比。由相函数的比较结果发现：

ＨＧ方案的结果虽然稳定但不能表现出相函数的前

向或后向的峰值特征，例如该方案无法准确地描述

粗模态沙尘气溶胶相函数的前向峰值和后向峰值以

及水云相函数的后向峰值。ＤＨＧ方案的相函数在

后向易出现异常峰值或负值，例如该方案描述的水

云相函数出现异常峰值以及粗模态沙尘气溶胶相函

数出现负值。整体而言，ＭＤＨＧ方案精度最高，能

表现出相函数的前、后向峰值的特征。此外，还利用

四流球谐函数展开累加方案，进一步比较了不同相

函数参数化方案下的反射率、透射率和吸收率的计

算精度。由反射率、透射率和吸收率的计算结果发

现：ＭＤＨＧ方案整体更为精确，而 ＨＧ方案精度较

低，例如在水云情况下其误差大于ＤＨＧ和 ＭＤＨＧ

方案。ＤＨＧ方案在沙尘气溶胶和水云情况下计算

的结果都比较精确，但是对霾的计算误差较大。

综合比较相函数以及反射率、透射率和吸收率

的计算精度，ＭＤＨＧ方案得到的相函数最能表现其

前向和后向特征，且该方案计算的反射率、透射率和

吸收率的精度也总体优于 ＨＧ和 ＤＨＧ方案。因

此，ＭＤＨＧ方案是理想的相函数参数化方案。
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附　录

在无时间变化，弹性、独立散射的近似条件下，方位角平均的平面平行的辐射传输方程为

μ
ｄ犐（τ，μ）

ｄτ
＝犐（τ，μ）－

ω
２∫

１

－１
犐（τ，μ′）犘（μ，μ′）ｄμ′－

ω
４π
犉０ｅ

－τ／μ０犘（μ，－μ０） （Ａ１）

犐（０，μ）＝０　　（－１≤μ≤０） （Ａ２）

犐（τ０，μ）＝０　 　（０≤μ≤１） （Ａ３）

式中，犐（τ，μ）是指介质中光学厚度为τ，天顶角的方向余弦为μ的辐射强度。犉０ 为大气顶垂直于太阳光方向

的辐射通量，τ０ 是该介质的总光学厚度，其中方位角平均的相函数为

犘（μ，μ′）＝∑
犖

犾＝０

ω犾犘犾（μ）犘犾（μ′） （Ａ４）

　　球谐函数谱展开的目的就是将辐射强度对角度的依赖进行分离，因此，假设散射强度为

犐（τ，μ）＝∑
犖

犾＝０

犐犾（τ）犘犾（μ） （Ａ５）

　　取犖＝３，将辐射强度的在角度空间分布用４个自由度来表示，即为四流球谐函数展开方法，根据辐射传

输方程可得

ｄ犐１
ｄτ
＝犪０犐０－犫０ｅ

－τ／μ０ （Ａ６）

２
ｄ犐２
ｄτ
＋
ｄ犐０
ｄτ
＝犪１犐１－犫１ｅ

－τ／μ０ （Ａ７）

３
ｄ犐３
ｄτ
＋２
ｄ犐１
ｄτ
＝犪２犐２－犫２ｅ

－τ／μ０ （Ａ８）

３
ｄ犐２
ｄτ
＝犪３犐３－犫３ｅ

－τ／μ０ （Ａ９）

上式中，犪犾 ＝ ［（２犾＋１）－ωω犾］，犫犾 ＝ωω犾犘犾（－μ０）
犉０
４π
　（犾＝０，１，２，３）。以上方程可以用矩阵形式表示

ｄ

ｄτ

犐０（τ）

犐１（τ）

犐２（τ）

犐３（τ

熿

燀

燄

燅）

＝

　０　　犪１　　０　－
２

３
犪３

　犪０　　０　　０　 　０

　０　 　０　　０　　
１

３
犪３

－
２

３
犪０　０　

１

３
犪２ 　

熿

燀

燄

燅
０

犐０（τ）

犐１（τ）

犐２（τ）

犐３（τ

熿

燀

燄

燅）

＋

２

３
犫３－犫１

　－犫０

　－
１

３
犫３

２

３
犫０－

１

３
犫

熿

燀

燄

燅
２

ｅ－τ
／μ０ （Ａ１０）

利用一阶线性微分方程组基本理论，求得以上方程的解

犐０（τ）

犐１（τ）

犐２（τ）

犐３（τ

熿

燀

燄

燅）

＝

犲１　 　犲３　　　犲２　　　犲４

犚１犲１　－犚１犲３　犚２犲２　－犚２犲４

犘
　　

〈

１犲１　犘
　　

〈

１犲３　犘
　　

〈

２犲２　犘
　　

〈

２犲４

犙１犲１　－犙１犲３　犙２犲２　－犙２犲

熿

燀

燄

燅４

犌＋

η０

η１

η２

η

熿

燀

燄

燅３

犈－犳０τ （Ａ１１）

式中，参数犳０＝１／μ０，犌＝［犆１　犇１　犆２　犇２］
Ｔ，犲１＝ｅ

－犽
１τ，犲２＝ｅ

－犽
２τ，犲３＝ｅ

－犽
１
（τ０－τ

），犲４＝ｅ
－犽
２
（τ０－τ

），犚１，２＝－犪０／犽１，２，

犘
　　

〈

１，２＝
１

２
（犪０犪１／犽

２
１，２－１），犙１，２＝－

３

２
（犪０犪１／犽１，２－犽１，２）／犪３，其他相关参数犽１，２和η０，１，２，３相关定义见ＺｈａｎｇＦ

等（２０１３ａ）和张峰（２０１３）。犌＝［犆１　犇１　犆２　犇２］
Ｔ 可由边界条件式（Ａ２）—（Ａ３）得到。根据式（Ａ５）并取

犖＝３，可得向上、向下的辐射通量为

犉＋（τ）＝π［犐０（τ）＋２犐１（τ）＋
５

４
犐２（τ）］ （Ａ１２）
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犉－（τ）＝π［犐０（τ）－２犐１（τ）＋
５

４
犐２（τ）］ （Ａ１３）

　　因此，该层介质的反射率狉（τ０，μ０）、透射率狋（τ０，μ０）、吸收率犪（τ０，μ０）为

狉（τ０，μ０）＝犉
＋（０）／（μ０犉０）　　　　 （Ａ１４）

狋（τ０，μ０）＝犉
－（τ０）／（μ０犉０）＋ｅ

－τ０
／μ０ （Ａ１５）

犪（τ０，μ０）＝１－狉（τ０，μ０）－狋（τ０，μ０） （Ａ１６）

　　对于计算多层非均匀介质联合辐射通量，可采用累加法进行计算。首先，从第１层开始不断向下迭代，

得到第１层至第犽层联合的透射矩阵犜１，犽（μ０）和反射矩阵犚

１，犽

犜１，犽（μ０）＝犜犽（μ０）ｅ
－τ１，犽－１

／μ０＋犜犽犜１，犽－１（μ０）＋犜犽犚

１，犽－１［犈－犚犽犚


１，犽－１］

－１［犚犽（μ０）ｅ
－τ１，犽－１

／μ０＋犚犽犜１，犽－１（μ０）］

（Ａ１７）

犚１，犽 ＝犚

犽 ＋犜犽犚


１，犽－１［犈－犚


１，犽－１犚犽］

－１犜犽 （Ａ１８）

式中，τ１，犽＝∑
犽

犼＝１

τ犼为第１层至犖 层累积的光学厚度，犈＝
１　０

０　
［ ］
１
为２×２的单位矩阵。其次，从地表（第犖

层）开始不断向上迭代，得到第犖 至第犽层联合的反射矩阵犚犽，犖（μ０）和犚犽，犖

犚犽，犖（μ０）＝犚犽（μ０）＋犜

犽 ［犈－犚犽＋１，犖犚


犽 ］

－１［犚犽＋１，犖（μ０）ｅ
－τ犽
／μ０＋犚犽＋１，犖犜犽（μ０）］ （Ａ１９）

犚犽，犖 ＝犚犽＋犜

犽犚犽＋１，犖［犈－犚


犽犚犽＋１，犖］

－１犜犽 （Ａ２０）

式中，犚犖（μ０）＝
　狉狊

γ犖（μ０
［ ］），犚犖（μ０）＝

狉狊　０

γ
犪
犖　

［ ］
０
，γ犖（μ０）＝γ

犪
犖 ＝２∫

１

０
狉ｓ犘３（μ）ｄμ＝－

１

４
狉ｓ，狉ｓ为朗伯地表反照

率。在犽＋１层次处（第犽层的下边界）向上和向下的无量纲的辐射强度犝犽＋１（μ０）＝
狌犽＋１（μ０）

狏犽＋１（μ０
［ ］）和犇犽＋１（μ０）

＝
犱犽＋１（μ０）

σ犽＋１（μ０
［ ］） 为

犝犽＋１（μ０）＝ ［犈－犚犽＋１，犖犚

１，犽］

－１［犚犽＋１，犖（μ０）ｅ
－τ１，犽

／μ０＋犚犽＋１，犖犜１，犽（μ０）］ （Ａ２１）

犇犽＋１（μ０）＝犜１，犽（μ０）＋犚

１，犽［犈－犚犽＋１，犖犚


１，犽］

－１［犚犽＋１，犖（μ０）ｅ
－τ１，犽

／μ０＋犚犽＋１，犖犜１，犽（μ０）］ （Ａ２２）

因此，在犽＋１层（第犽层的下边界）处向上和向下的辐射通量分别

犉＋犽＋１ ＝μ０犉０狌犽＋１（μ０） （Ａ２３）

犉－犽＋１ ＝μ０犉０犱犽＋１（μ０）＋μ０犉０ｅ
－τ１，犽

／μ０ （Ａ２４）

大气层顶向上和向下的辐射通量为

犉＋１ ＝μ０犉０狉１，犖（μ０） （Ａ２５）

犉－１ ＝μ０犉０ （Ａ２６）

式中，狌犽＋１、犱犽＋１和狉１，犖为矩阵犝犽＋１（μ０）、犇犽＋１（μ０）和犚１，犖（μ０）的第１个元素。关于犜１，犽（μ０）、犚

１，犽、犚犽，犖（μ０）、

犚犽，犖、犝犽＋１（μ０）和犇犽＋１（μ０）的相关定义见ＺｈａｎｇＦ等（２０１３ａ）和张峰（２０１３）。
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