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摘　要　为了研究三维静力适应过程的机理，推导三维静力适应方程组并导出声重力波的频散特征、解析解和能量转换关系

以及位涡方程。结果表明，三维静力适应过程实际上就是三维声重力波和重力内波的频散过程，声重力波和重力内波的频率

在水平方向上可以区分开来。声重力波的频率随着水平波数和垂直波数的增大而增大。取近轴近似，其解析解在空间上呈

螺旋曲面，为大气中热通量和动量从一个区域向另一个区域的输送提供了一种机制，从而为研究大气提供了新的视角。垂直
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速度在动能与有效势能的转换、有效势能与有效弹性势能的转换中发挥着重要的作用，并且只发生在垂直方向上。在静力适

应过程中总能量和位涡是守恒的。适应终态中有效势能比有效弹性势能大一个数量级。

关键词　静力适应过程，声重力波，解析解，有效势能，有效弹性势能

中图法分类号　Ｐ４３１

１　引　言

电离层、热层与中、低层大气的耦合主要通过三

个过程：静电和光化学过程、电磁学过程和动力学过

程。声重力波是动力学过程的主要控制波动，也是

能量输送的载体，在中、低层大气与高层大气的耦合

中起着十分重要的作用（肖赛冠等，２００７）。

声重力波在对流层是静力适应过程的控制机

制，最早由Ｌａｍｂ（１９３２）开始在由理想气体组成的

稳定层结等温大气中，研究有外强迫作用时垂直方

向静力适应过程。叶笃正等（１９６５）提出描述静力适

应过程的方程组，并对这个方程组声波解和重力波

解进行了研究。在等温、可压缩非旋转大气中，

Ｂａｎｎｏｎ（１９９５，１９９６）研究在有限范围瞬时加热时线

性和非线性垂直方向静力适应过程。分别在线性情

况下用欧拉变量，在非线性情况下用拉格朗日变量

研究了垂直方向静力适应过程终态和能量的转换，

得出静力适应过程的守恒量和能量方程。应用该守

恒量来研究静力衰减和适应终态。能量方程中包括

３部分能量，分别是动能、有效弹性势能及有效势

能。Ｄｕｆｆｙ（２００３）通过对不同垂直结构的基本大气

进行分析，发现在线性静力适应过程中动能、有效弹

性势能、有效势能在整个静力适应过程中一直相互

转换。在非线性情况下，有效势能随时间保持不变，

而能量在有效弹性势能和动能之间相互转换。

Ｐｈｉｌｌｉｐｓ（１９９０）研究静力平衡近似，得出静力平衡近

似适用于低频浅扰动的流体中。Ｓｏｔａｃｋ等（１９９９）

对于不同的加热函数进行分析，发现在加热量相同

的情况下，静力适应的终态是相同的。用拉格朗日

方法分析得出，静力适应终态中有效势能存在于加

热层里，而有效弹性势能转换为声波能量。已有研

究主要考虑温度直减率变化时对流层与平流层的声

重力波传输，文中将对三维静力适应过程及其解析

解以及能量转换过程进行研究，其中包括对描述三

维静力适应过程的声重力波方程组进行波动特征分

析，推导分析三维静力适应过程的解析解，并讨论三

维静力适应过程中的能量转换机制和位涡。

２　波动特征

采用叶笃正等（１９６５）提出的描述三维静力适应

过程的声重力波方程组
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犆２ｓ＝γ犚犜０，γ＝
犮狆
犮狏
，犮狆 为干空气比定压热容，犮狏 为干
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将式（１）消去其余变量得密度为
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设波解ρ１＝ρｅ
犻（犽狓＋犾狔＋狀狕－ω狋），其中，犽，犾，狀分别为

狓，狔，狕方向上的波数，ω为圆频率。代入式（３），可
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得频率方程为
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式中，犓２＝犽２＋犾２＋狀２，犓２ｈ＝犽
２＋犾２。

　　以上两组波解分别是声重力波和重力内波。由

于浮力振荡频率很小，式（５）趋向于标准声波解，但

是频率要小于标准声波解，式（６）趋向于标准重力内

波解，但是频率要大于标准重力内波解，因此，静力

适应过程中声重力波和重力内波的频率范围介于标

准声波和标准重力内波之间。

由式（５）、（６）可以看出，ωｓ、ωｇ 在水平方向上具

有各向同性的性质，为了简化，设犽＝犾，这样的假设

不影响后续问题的分析。下面分别给出ω随水平

波数犽和垂直波数狀转换的结果（图１、２）。

　　由图１、２可以看出，声重力波频率随水平波数

或垂直波数的增大而增大。而重力内波频率随水平

波数增大而增大，并趋于浮力振荡频率犖；但随着

图１　水平波数犽取不同值时ω

随垂直波数狀的转换

Ｆｉｇ．１　Ｃｈａｎｇｅｓｉｎωｗｉｔｈｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｗａｖｅｎｕｍｂｅｒ（狀）

ｆｏｒｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｗａｖｅｎｕｍｂｅｒｓ

图２　垂直波数狀取不同值时ω随水平波数犽的转换

Ｆｉｇ．２　Ｃｈａｎｇｅｓｉｎωｗｉｔｈｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｗａｖｅｎｕｍｂｅｒ（犽）

ｆｏｒｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖｅｒｔｉｃａｌｗａｖｅｎｕｍｂｅｒｓ

垂直波数的增大而减少，并趋于０。在声重力波和

重力内波之间存在着一段在静力适应过程中不存在

的波动频率，这说明在静力适应过程中存在着两个

可以区分开来的不同特征时间尺度，一个是由声重

力波产生的快时间尺度，一个是由重力内波产生的

慢时间尺度。同时由图１、图２可得，声重力波的频

率要大于ωａ，而重力内波的频率要小于浮力振荡频

率犖。

３　解析解

按照Ｓｈｕｋｌａ等（２０１２）给出的采用近轴近似化

简方程得出其解析解的方法，式（３）解析解的形式为

ρ０ ＝犌（狉，狕）ｅ
犻狀狕－犻ω犽狋 （７）

式中，犌（狉，狕）为狕的缓变函数，狉２＝狓２＋狔
２，狀为狕

轴方向的波数。ω犽＝ 犆２ｓ狀
２＋ω

２
槡 ａ为声重力波的频

率。利用式（７）在近轴近似

２

ρ０

狕
２＜＜狀

２

ρ０ 下，式（３）可

写为

（２犻
犣
＋

２
⊥
）犌＝０ （８）

式中，犣＝
狕
狀
（１－

犖２

ω
２
犽

）＞０，引进算子


２
⊥犌＝

１

狉

狉
（狉
犌

狉
）＋
１

狉２

２犌

θ
２

并采用柱坐标狉＝（狉，θ，狕）。式（８）的解析解可以写为

ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓｉａｎ模态的叠加，每一个都表示角动

量的状态，以量子数犿为特征，则有
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犌＝∑
狆犿

犌狆犿犉狆犿（狉，犣）ｅ
犻犿θ （９）

式中，模态结构函数犉狆犿（狉，犣）＝犎狆犿犡
狘犿狘犔狆

狘犿狘（犡）ｅ－犡
／２，

犡＝狉２／犠２，犠 为三维声重力涡旋柱的归一化宽度，

犌狆犿为展开系数。归一化因子 犎狆犿和连带Ｌａｇｕｅｒｒｅ

多项式犔｜犿｜狆 （犡）分别为

犎狆犿 ＝
１

２槡π

（犿＋狆）！

狆［ ］！

１／２

（１０）

犔狘犿狘狆 （犡）＝
ｅ
狉
２

犠
２

（狉
２

犠２
）狆！

犱狆

犱（
狉２

犠２
）狆
（狉

２

犠２
）犿＋狆ｅ－

狉
２

犠［ ］２

（１１）

式中，犿 和狆 分别为声重力波角动量状态的角度方

向和径向方向上的模态数。

这样，式（３）的解析解为

ρ０＝ ∑
狆犿
犌狆犿［

（犿＋狆）！

狆！
］１／２

（２槡π）（
狉２

犠２
）｜犿｜ ｅ

狉
２

犠
２

（狉
２

犠２
）狆！

犱狆

犱（
狉２

犠２
）狆
（狉

２

犠２
）犿＋狆ｅ－

狉
２

犠［ ］２ ｅ－ 狉
２

２犠
２ｅ犻

烍

烌

烎

θ

ｅ犻狀狕－犻ω犽烅

烄

烆

狋 （１２）

相应的式（２）的解析解为

ρ′＝ｅ
－
（犵
２
＋犆
２
ｓ
犖
２）狕

２犵犆
２
ｓ ∑

狆犿

犌狆犿［
（犿＋狆）！

狆！
］１／２

（２槡π）（
狉２

犠２
）狘犿狘 ｅ

狉
２

犠
２

（狉
２

犠２
）狆！

犱狆

犱（
狉２

犠２
）狆
（狉

２

犠２
）犿＋狆ｅ－

狉
２

犠［ ］２ ｅ－狉
２

２犠
２ｅ犻

烍

烌

烎

θ

ｅ犻狀狕－犻ω犽烅

烄

烆

狋（１３）

　　式（１３）对应的图形如图３（Ｐａｄｇｅｔｔ，ｅｔａｌ，

２０００）所示。

图３　密度扰动解析解示意

（螺旋曲面为波振面，带箭头的螺旋曲线为波动传播曲线）

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｅｎｓｉｔｙｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ（Ｈｅｌｉｃｏｉｄｉｓｗａｖｅｆｒｏｎｔｓａｎｄｃｕｒｖｅｗｉｔｈ

ａｒｒｏｗｈｅａｄｉｓｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｂｌｅｃｕｒｖｅ）

　　假定密度扰动满足近轴近似，即

２

ρ０

狕
２ ＜＜狀

２

ρ０，

则静力适应密度解析解为三维涡旋波动。由于三维

涡旋声重力波中存在涡旋角动量，因此，适应过程任

意气块密度的调整既包含垂直方向上的调整分量又

包含着水平方向上的调整分量，两种分量同时存在，

又相互影响。当空间上某一部分存在非静力扰动

时，在三维涡旋波动的作用下，会绕着涡旋轴将扰动

值传到环绕轴的涡旋面上，从而使得扰动能量能迅

速的频散开来。当三维涡旋波柱的涡旋半径增大

时，会使得扰动能量在更广的范围内传播，从而对于

相同大小的初始扰动，扰动能量能传播到更广的空

间内，静力适应过程将更快的完成。在静力适应过

程中相对于平面传播的波动，三维涡旋波动的存在

实际上使得扰动能量能传播到更广的空间内，有利

于静力适应过程的迅速完成。为大气中热通量和动

量从一个区域向另一个区域的输送提供了一种机

制，从而为研究大气提供了新的视角。

由于解析解中存在指数项，从而使得解析解会

随着高度成负指数衰减。三维涡旋波动的振幅在高

层比在底层的小，因此，底层的涡旋角动量更大更有

利于底层扰动的传播，而高层的扰动频散速度要小

于底层。从密度角度来看，在适应过程中底层密度

要大于高层密度扰动，这与一维静力适应过程所得

的结论相吻合（崔新东等，２０１５）。

当假定气压扰动也满足近轴近似时，静力适应

过程的气压解为

狆′＝ｅ
－
（犵
２
＋犆
２
ｓ
犖
２）狕

２犵犆
２
ｓ ∑

狆犿

犌狆犿［
（犿＋狆）！

狆！
］１／２

（２槡π）（
狉２

犠２
）狘犿狘 ｅ

狉
２

犠
２

（狉
２

犠２
）狆！

犱狆

犱（
狉２

犠２
）狆
（狉

２

犠２
）犿＋狆ｅ－

狉
２

犠［ ］２ ｅ－狉
２

２犠
２ｅ犻

烍

烌

烎

θ

ｅ犻狀狕－犻ω犽烅

烄

烆

狋（１４）
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　　虽然密度和气压解的公式形式相同，密度和气

压在空间上的传播都是涡旋波动，但是气压解与密

度解的不同之处在于展开系数犌狆犿和θ等各系数的

不同，不同的初值决定着不同的展开系数和角坐标

值，从而从数学上将密度和气压解区分开来。从物

理意义上说，在满足近轴近似时，静力适应过程中声

重力波和重力内波在传播过程中形成了以涡旋运动

传播的波动，而密度和气压在静力适应过程中的调

整是以声重力波和重力内波的传播来实现的，因此

在密度和气压解中都是以涡旋波动为形式的解。

４　能量转换和位涡守恒

由式（１ａ）、（１ｂ）、（１ｄ）各自乘以其速度，可得动能为


狋
（狌
２
００＋狏

２
００＋狑

２
００

２ρ０
）＝－

狌·狆′

ρ０
－
狑００ρ′犵

ρ０
（１５）

由式（１ｃ）和狆
′

狋
＋
犆２ｓ犖

２

犵
狑００ ＝犆

２
ｓ
ρ′

狋
，所得的有效

弹性势能为


狋
（狆′

２

２犆２ｓρ０
）＝－狆′·

狌

ρ０
＋
狆′狑００

γ犎ρ０
（１６）

由式（１ｅ）以及犖２＝犵
ｌｎθ０（狕）

狕
，ρ０θ′

θ０
＝
狆′

犆２ｓ
－ρ′，可

得有效势能为


狋
（ρ０犵

２

２犖２
（θ′
θ０
）２）＝

狑００ρ′犵

ρ０
－
狆′狑００

γ犎ρ０
（１７）

图４　能量转换示意

Ｆｉｇ．４　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｅｎｅｒｇｙｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎｓ

　　由式（１５）、（１６）、（１７）和图４可以看出，动能与

有效势能的转换、有效势能与有效弹性势能的转换，

垂直速度都发挥着重要的作用，它的存在使得上述

能量的转换得以实现，并且动能与有效势能、有效势

能与有效弹性势能之间的转换能量只发生在垂直方

向上。当静力适应过程中存在水平气压的净流出量

时，有效弹性势能与动能将进行扰动能量的相互转

换。

将式（１５）、（１６）、（１７）合并得


狋
（狌
２
００＋狏

２
００＋狑

２
００

２ρ０
＋
狆′

２

２ρ０犆
２
ｓ

＋ρ
０犵
２

２犖２
（θ′
θ０
）２）＝

－·（
狆′狌

ρ０
） （１８）

对式（１８）进行空间积分，并且在边界上速度为０，得

∫
狓
０

０∫
狔０

０∫
狕
０

０


狋
（狌
２
００＋狏

２
００＋狑

２
００

２ρ０
＋

狆′
２

２ρ０犆
２
ｓ

＋ρ
０犵
２

２犖２
（θ′
θ０
）２）ｄ狓ｄ狔ｄ狕＝０ （１９）

　　由式（１９）可以看出，静力适应过程中总能量守

恒。

由于ρ０θ
′

θ０
＝
狆′

犆２ｓ
－ρ′，因此有效势能可以表示成


狋
（ρ０犵

２

２犖２
（θ′
θ０
）２）＝


狋
（犵

２

２ρ０犖
２
（狆′
犆２ｓ
－ρ′）

２）（２０）

当大气处于静力平衡，整个空间内有效势能为

∫
狓
０

０∫
狔０

０∫
狕
０

０

ρ０犵
２

２犖２
（θ′
θ０
）２ｄ狓ｄ狔ｄ狕＝

∫
狓
０

０∫
狔０

０∫
狕
０

０

１

２ρ０犖
２
（犵狆′
犆２ｓ
－犵ρ′）ｄ狓ｄ狔ｄ狕＝

∫
狓
０

０∫
狔０

０∫
狕
０

０

（犵
２
狆′

２

２ρ０犖
２犆４ｓ
＋
犵
２

ρ′
２

２ρ０犖
２
）ｄ狓ｄ狔ｄ狕＋

∫
狓
０

０∫
狔０

０

犵
２
狆′

２

２ρ０犖
２犆２ｓ
ｄ狓ｄ狔 （２１）

式中，狓０，狔０，狕０ 分别为水平和垂直边界。

由于各变量的量纲为犖２～１０
－４，犆２ｓ～１０

５，犵
２
ｓ～

１０２（各变量均为标准单位时的量纲），则

（犵
２
狆′

２

２ρ０犖
２犆４ｓ
＋
犵
２

ρ′
２

２ρ０犖
２
）

狆′
２

２ρ０犆
２
ｓ

＞
犵
２

犖２犆２ｓ
～１０ （２２）

　　考虑到能量都为正值，积分区域也都为正值，终

态有效势能和有效弹性势能的比值为

∫
狓
０

０∫
狔０

０∫
狕
０

０

ρ０犵
２

２犖２
（θ′
θ０
）２ｄ狓ｄ狔ｄ狕

∫
狓
０

０∫
狔０

０∫
狕
０

０

狆′
２

２ρ０犆
２
ｓ

ｄ狓ｄ狔ｄ狕
＝
∫

狓
０

０∫
狔０

０∫
狕
０

０

（犵
２
狆′

２

２ρ０犖
２犆４ｓ
＋
犵
２

ρ′
２

２ρ０犖
２
）ｄ狓ｄ狔ｄ狕＋∫

狓
０

０∫
狔０

０

犵
２
狆′

２

２ρ０犖
２犆２ｓ
ｄ狓ｄ狔

∫
狓
０

０∫
狔０

０∫
狕
０

０

狆′
２

２ρ０犆
２
ｓ

ｄ狓ｄ狔ｄ狕
＞１０ （２３）
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　　由式（２３）可以看出，静力适应终态有效势能比

有效弹性势能大一个量级。这说明在静力适应终态

中，除动能外，有效势能占剩余能量的９０％以上，而

有效弹性势能只占不足１０％。由式（１ａ）、（１ｂ）、

（１ｄ）改写成为矢量形式后取旋度，然后与式（１ｃ）、

（１ｅ）组合即可得到，
狋
（×狌·θ′

ρ０
）＝０，即位涡

守恒，在静力适应过程中位涡守恒。

５　结　论

为了研究三维静力适应过程的机理，从描述三

维静力适应过程的声重力波方程组出发，讨论了声

重力波的波动特征、解析解、能量转换和位涡方程，

得到以下结论：

（１）描述静力适应过程的波动为声重力波和重

力内波。声重力波的频率随着水平波数和垂直波数

的增大而增大。而重力内波的频率随着水平波数增

大而增加，并趋于浮力振荡频率犖；但随着垂直波

数的增大而减少，并趋于０。声重力波和重力内波

的频率在水平方向上可以区分开来。

（２）在密度扰动满足近轴近似时，静力适应过程

的密度扰动会在空间中以螺旋型传播，这种螺旋型

传播可以形成可观测的声重力波龙卷风（Ｓｈｕｋｌａ，ｅｔ

ａｌ，２０１２）。这是以前的研究中没有发现的。由于解

析解中存在指数项，从而使得解析解会随着高度成

负指数衰减，三维涡旋波动的振幅在高层比在底层

的小，因此底层的涡旋角动量更大更有利于在底层

的扰动能量频散，而高层的扰动能量频散速度要慢

于底层。

（３）在静力适应过程中，动能向有效势能转换、

有效势能向有效弹性势能的转换，垂直速度都发挥

着重要的作用。并且动能与有效势能、有效势能与

有效弹性势能之间的转换能量只发生在垂直方向

上。有效弹性势能与动能之间的相互转换是通过气

压通量进行转换。在静力适应过程中位涡和总能量

是守恒的。静力适应终态的有效势能比有效弹性势

能大一个数量级。
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