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单多普勒天气雷达反演降水粒子

垂直速度Ⅰ：算法分析
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上进行了分析和论证，对反演的误差进行了敏感性分析，并对垂直速度的求解方程作了改进。系数矩阵的条件数将随着待反

演参量的不同而差别很大，通常的处理方法是舍弃量级较小的参量，通过对误差范数的分析，证明这种处理尽管存在模型误

差，但能够降低求解难度和结果误差。对系数矩阵病态原因的分析发现，系数矩阵矢量的线性相关造成了矩阵奇异，当合并

或舍弃线性相关项时，待反演参量会受模型误差的影响，并且这种模型误差的大小并不仅与待反演参量的量级有关，而且随
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着位置的不同而改变，但是部分待参量仍然可以保持准确值。在对 ＶＶＰ算法误差分析的基础上，分析并验证了舍弃部分参

量时的反演误差，改进的算法为准确反演降水粒子的垂直速度提供了理论基础。
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１　引　言

多普勒雷达是探测中小尺度降水的重要手段，

有助于了解降水区内的风场结构。多普勒雷达探测

的径向速度包含了水平风场和垂直风场信息，由于

其仅探测径向速度分布，而不能直接得到三维风场

结构的信息，所以理论上直接获取大气的三维风场

结构至少需要３部雷达同时探测（Ａｒｍｉｊｏ，１９６９；

Ｍｉｌｌｅｒ，ｅｔａｌ，１９７４），但多部雷达联合探测需要同

步观测区域，这种探测模式不仅耗资巨大，而且探测

的范围有限。在利用单多普勒天气雷达反演风场的

研究中，Ｌｈｅｒｍｉｔｔｅ等（１９６１）提出了基于均匀风场

假设下的速度方位显示（ＶＡＤ）方法，但ＶＡＤ方法

的风场模型不适用于复杂风场的反演，为了能够得

到更多的风场信息和更精细的风场结构，随后相继

出现了 ＶＡＲＤ （Ｖｅｌｏｃｉｔｙａｒｅａｄｉｓｐｌａｙ）（Ｅａｓｔｅｒ

ｂｒｏｏｋ，１９７５），体积速度处理（ＶｏｌｕｍＶｅｌｃａｔｙＰｒｏ

ｃｅｓｓｉｎｇ，ＶＶＰ）（Ｗａｌｄｔｅｕｆｅｌ，ｅｔａｌ，１９７９），ＥＶＡＤ

（ＥｘｔｅｎｄＶＡＤ）（Ｓｒｉｖａｓｔａｖａ，ｅｔａｌ，１９８６；Ｍａｔｅｊｋａ，

ｅｔａｌ，１９９１），ＶＡＰ （Ｖｅｌｏｃｉｔｙａｚｉｍｕｔｈｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ）

（陶 祖 钰，１９９２），ＣＥＶＡＤ （Ｃｏｎｃｕｒｒｅｎｔｅｘｔｅｎｄ

ＶＡＤ）（Ｍａｔｅｊｋａ，１９９３），涡度散度法（姜海燕等，

１９９７），ＡＶＡＤ （ＡｉｒｂｏｎｅＶＡＤ）（Ｌｅｏｎ，ｅｔａｌ，

１９９８），ＴＲＥＣ （Ｔｒａｃｋｉｎｇｒａｄａｒｅｃｈｏｂｙｃｏｒｒｅｌａ

ｔｉｏｎ）（Ｔｕｔｔｌｅ，ｅｔａｌ，１９９９），ＶＰＰ（ＶｅｌｏｃｉｔｙＰｌａｎ

Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ）（郎需兴等，２００１），ＧＶＡＤ（Ｇａｏ，ｅｔａｌ，

２００４）， ＴＩＶＡＰ （Ｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇ ＶＡＰ）（Ｌｉａｎｇ，

２００７），ＥＶＰＰ（ＥｘｔｅｎｄｅｄＶＰＰ）（方德贤等，２００７），

ＴＲＥＣ （ＴｙｐｈｏｏｎｃｉｒｃｕｌａｔｉｏｎＴＲＥＣ）（王明筠等，

２０１０），反演热带气旋近中心风场的ＶＡＰ扩展应用

方法（罗昌荣等，２０１１），反射率因子和径向速度共同

约束法（韩丰等，２０１３）等基于各种简单假设下的风

场反演算法。

假设风场满足运动学或动力学规律而构建的三

维或四维变分反演方法可以同时使用多部多普勒雷

达的观测数据。在变分方法中不仅可以融合多种观

测资料作为背景场，而且还可以将动力学方程或者

诊断方程作为约束条件。因而部分非观测的大气参

量与小尺度的大气结构都可通过反演得到（Ｇａｏ，ｅｔ

ａｌ，１９９９，２００６；Ｈｕａｎｇ，ｅｔａｌ，２０１０；Ｐｒｏｔａｔ，ｅｔ

ａｌ，１９９９；Ｑｉｕ，ｅｔａｌ，１９９２；Ｒｉｈａｎ，ｅｔａｌ，２００５；

Ｓｈａｐｉｒｏ，ｅｔａｌ，１９９５，２００３，２００９；Ｓｕｎ，ｅｔａｌ，

１９９７；Ｓｕｎ，１９９８；Ｌｉｕ，ｅｔａｌ，２００５；Ｗｅｙｇａｎｄｔ，ｅｔ

ａｌ，２００２）。但由于观测误差与约束方程引入的模

型误差等因素的影响，变分方法的泛函数在选取合

适的权 重 系 数 时 仍 存 在 困 难 （Ｓｈａｐｉｒｏ，ｅｔａｌ，

２００９）。若风场模型存在偏差，如风场结构在雷达扫

描过程中不变的假设不成立时，反演的精度会大幅

度降低。对于早期利用单多普勒雷达反演风场的方

法，主要是基于简单风场模型假设提出的。因此在

处理简单风场时，往往能得到较好的反演效果（Ｓｈａ

ｐｉｒｏ，ｅｔａｌ，１９９５）。另外，简单风场模型得到的反

演结果，还可以作为变分方法的初始条件。在实际

业务应用中，如变分方法等算法由于计算过程较复

杂、耗时相对较多也限制了其使用（Ｃａｙａ，ｅｔａｌ，

２００２；Ｇａｏ，ｅｔａｌ，２００６）。另外，多普勒雷达网间距

较大，能够实现多部雷达联合观测的区域有限，因而

利用简单风场假设的单多普勒雷达反演方法，在实

时分析天气过程中仍有优势。

由于风场模型的假设条件不同，各种反演方法

的适用范围也不同，实际应用中大多数反演算法在

低仰角的二维水平风场反演中，往往忽略垂直速度

对反演精度的影响。相比其他反演算法，基于线性

风场假设的体积速度处理（ＶＶＰ）算法可以较好地

描述真实风场，使用体积扫描资料能够得到较多的

三维风场信息，因此在国际上被广泛应用。但ＶＶＰ

方法包含的待反演参量较多，反演过程中系数矩阵

的病态问题会造成求解困难，使反演结果的误差较

大，甚至不能直接求解。针对这种求解时遇到的困

难，一般的做法是减少反演参数的个数以降低计算

难度（Ｘｉｎ，ｅｔａｌ，１９９８；Ｈｏｌｌｅｍａｎ，２００５），这样的

处理不仅能求解，而且可使解更稳定。在算法求解

方面的研究中，Ｗａｌｄｔｅｕｆｅｌ等 （１９７９）根据反演参量
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的量级大小，选择舍弃了较小的量，简化了求解矩

阵。Ｂｏｃｃｉｐｐｉｏ（１９９５）选取了其中６个参量，应用

奇异矩阵分解的方法进行反演，同时对忽略其他变

量进行了敏感试验，指出被忽略的变量在反演时会

成为潜在的误差来源。魏鸣（１９９８）对系数矩阵的特

点进行了分析，指出反演垂直速度中的病态矩阵问

题，用矩阵平衡的方法减少条件数，并根据共轭梯度

算法迭代求解。Ｌｉ等（２００７）提出了分步计算的方

法，先求出均匀风场下的反演结果，然后通过风场参

量之间的假设关系进一步得出其他参量。

虽然通过ＶＶＰ反演方法理论上可以得到丰富

完整的三维风场信息，但反演时风场模型的完整性

与系数矩阵的复杂程度会明显影响反演结果，因而

也限制了对垂直速度的反演。当建立风场模型选取

较多的反演参数时，虽然减小了模型误差的影响（王

鹏飞等，２０１１），但 ＶＶＰ算法中由于复杂系数矩阵

的条件数过多，会将计算误差与观测误差放大而影

响反演精度。同样，若选取较少的反演参数，虽可避

免因条件数过多引起的计算误差，但由于风场模型

过于简单，也会限制其在复杂风场反演中的应用。

由系数矩阵对反演精度的影响，已有研究指出系数

矩阵中基函数的线性相关是造成矩阵病态的原因

（Ｂｏｃｃｉｐｐｉｏ，１９９５；Ｗａｌｄｔｅｕｆｅｌ，ｅｔａｌ，１９７９），但线性

相关的项及其成因并未确定。

本研究从数学上分析和论证了造成系数矩阵病

态的原因，针对垂直速度的反演，提出了改进的

ＶＶＰ算法，并验证了求解方程。

２　ＶＶＰ算法及系数矩阵病态的原因

２．１　犞犞犘算法简介

ＶＶＰ算法利用多普勒天气雷达多个ＰＰＩ（ｐｌａｎｅ

ｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｄｉｃａｔｏｒ）扫描资料进行反演，将径向、切向

和垂直方向构成的一个三维空间作为分析体积

（Ｗａｌｄｔｅｕｆｅｌ，ｅｔａｌ，１９７９）。由于选取的分析对象是

一个三维的空间区域，因而适用于高仰角的情况。

在选定的分析体积中假设：（１）风场结构呈线性分

布，（２）在雷达扫描期间风场不随时间变化。

在直角坐标系中以雷达为原点，分析体积的中

心坐标为（狓０，狔０，狕０），并认为降水粒子（以下简称粒

子）的水平速度等于风场的水平速度，分析体积中心

的粒子速度大小为犞＝（狌０，狏０，狑０），则分析体积内

各点的粒子速度大小可表示为

狌＝狌０＋狌狓（狓－狓０）＋狌狔（狔－狔０）＋狌狕（狕－狕０）

狏＝狏０＋狏狓（狓－狓０）＋狏狔（狔－狔０）＋狏狕（狕－狕０）

狑＝狑０＋狑狓（狓－狓０）＋狑狔（狔－狔０）＋狑狕（狕－狕０）

狑０ ＝狑ｗ＋犠

烅

烄

烆 ｆ

（１）

式中，（狓，狔，狕）为分析体积内各点坐标，（狌，狏，狑）为

各点处粒子速度的３个分量，狑ｗ 为分析体积中心的

垂直风速，犠ｆ为粒子的下落末速度。

由风场在雷达径向上的投影关系，雷达观测到

的径向速度为

犞ｒ＝狌ｃｏｓφｓｉｎθ＋狏ｃｏｓφｃｏｓθ＋狑ｓｉｎφ （２）

式中，θ为雷达探测的方位角，正北方向为起点；φ为

仰角。

由于多普勒雷达探测到的是降水粒子的有效回

波，当粒子的尺寸较小时，粒子的运动状态可认为是

大气的状态。而当粒子脱离大气开始下落后，粒子

的垂直速度则为大气的垂直速度与粒子下落速度之

和。而在建立反演风场的算法模型时，将粒子下落

末速度这一常量与垂直风速狑ｗ 合并，仍将式（１）中

的参量（狌０，狏０，狑０，狌狓，狌狔，狌狕，狏狓，狏狔，狏狕，狑狓，狑狔，狑狕）

作为风场模型的待反演参量，对应式（２）中的系数分

别为

犘＝ ［狆１，狆２，…，狆１２］

＝ ［犎狓，犎狔，犎狕，

ｄ狓犎狓，ｄ狔犎狓，ｄ狕犎狓，

ｄ狓犎狔，ｄ狔犎狔，ｄ狕犎狔，

ｄ狓犎狕，ｄ狔犎狕，ｄ狕犎狕］

其中，

犎狓

犎狔

犎

熿

燀

燄

燅狕

＝

ｃｏｓφｓｉｎθ

ｃｏｓφｃｏｓθ

　ｓｉｎ

熿

燀

燄

燅θ

，

ｄ狓

ｄ狔

ｄ

熿

燀

燄

燅狕

＝

狓－狓０

狔－狔０

狕－狕

熿

燀

燄

燅０

因此，为求解式（２），可构建求解方程

犘犡 ＝犞ｒ （３）

即

犡＝ （犘
Ｔ犘）－１犘Ｔ犞ｒ （４）

　　将式（３）简化，在一个分析体积内，则有

犡＝犃
－１犅 （５）

式中，
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犃＝∑
犖

犻＝１

（犘Ｔ犻犘犻）＝∑
犖

犻＝１

狆１犻×狆１犻　狆２犻×狆１犻　 狆３犻×狆１犻　…　狆１１犻×狆１犻　狆１２犻×狆１犻

狆１犻×狆２犻　狆２犻×狆２犻　 狆３犻×狆２犻　…　狆１１犻×狆２犻　狆１２犻×狆２犻

狆１犻×狆３犻　狆２犻×狆３犻　 狆３犻×狆３犻　…　狆１１犻×狆３犻　狆１２犻×狆３犻

　… 　 　　… 　　 　…　 　…　 　…　　　　…

狆１犻×狆１１犻　狆２犻×狆１１犻　狆３犻×狆１１犻　…　狆１１犻×狆１１犻　狆１２犻×狆１１犻

狆１犻×狆１２犻　狆２犻×狆１２犻　狆３犻×狆１２犻　…　狆１１犻×狆１２犻　狆１２犻×狆１２

熿

燀

燄

燅
犻

犅＝∑
犖

犻＝１

（犘Ｔ犻·狏ｒ犻）＝∑
犖

犻＝１

狆１犻×犞ｒ犻

狆２犻×犞ｒ犻

狆３犻×犞ｒ犻

　 …

狆１１犻×犞ｒ犻

狆１２犻×犞ｒ

熿

燀

燄

燅犻

犡Ｔ ＝ ［狌０，狏０，狑０，狌狓，狌狔，狌狕，狏狓，狏狔，狏狕，狑狓，狑狔，狑狕］

式中，犃为反演算法中的系数矩阵，犖 为分析体积内

格点数，犞ｒ犻为每个格点上的径向速度值。通过求解

式（４）即可得到各风场参量。

２．２　误差因素对反演精度的影响

从误差分析的角度来看，在反演过程中影响结

果精度的误差可概括为：（１）建立风场模型时，因数

学模型不准确（忽略了次要因素）造成的误差，此为

“模型误差”；（２）观测得到的模型参数（坐标值）或

者初始数据（径向风速）带有的误差，此为“观测误

差”；（３）在求解时，由于计算方式和计算机精度造

成的误差，此为“计算误差”（王鹏飞等，２０１１）。

在计算机精度限制的情况下，系数矩阵的阶数

越高、条件数越多、计算机字长越短，则舍入误差对

解的影响越大。因而求解精度受限于矩阵的规模、

矩阵的性态、选取的算法和计算机精度等因素。因

此，系数矩阵运算时的复杂度越高，通过式（５）直接

求解时反演结果的误差就会越大（Ｗａｒｄ，１９７７；

Ｆｉｓｃｈｅｒ，２０１４）。将反演计算过程中的计算误差等

因素归纳为系数矩阵的误差，并同时考虑存在观测

误差，求解方程可以表示为

（犃＋δ犃）（犡＋δ犡）＝犅＋δ犅 （６）

通常当 ‖犃
－１
‖２‖δ犃‖２ ＜１时，误差的二范数估

计形式为

‖δ犡‖２

‖犡‖２
≤

狀ｃｏｎｄ２（犃）

１－狀ｃｏｎｄ２（犃）
‖δ犃‖２

‖犃‖２

（‖δ犃‖２
‖犃‖２

＋
‖δ犅‖２

‖犅‖２
）（７）

式中，狀ｃｏｎｄ２（犃）为矩阵的二范数的条件数（以下简称

为条件数，并均指矩阵二范数的条件数）。

但若假设条件不成立时，利用式（７）对误差范数

的估计也就不再合适。因此，将带有误差的系数矩

阵作为分析对象时，令

犆＝犃＋δ犃 （８）

所以，对式（７）的误差范数的估计可改写为

‖δ犡‖２

‖犡‖２
≤

狀ｃｏｎｄ２（犆）·‖犃‖２
‖犆‖２

（‖δ犃‖２
‖犃‖２

＋
‖δ犅‖２

‖犅‖２
） （９）

观察式（７）、（９）可以发现，当δ犃＝０时，两式相等。

由式（６）中δ犃的构成可知，由于雷达探测能力

的限制，雷达方位角、距离库等观测误差会引入到求

解的矩阵方程中；另外，当风场模型不准确时，选取

的待反演量不完整也会造成模型误差。所以，不考

虑计算误差时，反演结果求解的难易程度和精度主

要取决于选取的系数矩阵和雷达的探测能力两个方

面。通过误差范数上界的估计可以发现，选取合适

的系数矩阵（犆）不仅可以提高求解的精度，而且可

以降低求解难度。较大的矩阵条件数不仅使求解计

算的难度增大，并且会将误差等因素的影响放大，使

最终结果变差。由式（９）可知，当选取较少反演参量

时，虽引入了模型误差，但在一定程度上对系数矩阵

改善可以抵消模型误差造成的影响，即选取较少反

演参数时，反演结果往往会比反演较多参数时的效

果好。
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２．３　系数矩阵的条件数

为比较选取不同的风场模型时系数矩阵条件数

的差异，将式（１）中的待反演参量进行分组（表１）。

根据参量量级的大小来分组（Ｗａｌｄｔｅｕｆｅｌ，ｅｔａｌ，

１９７９），通过逐渐增加待反演参量的个数，来构建含

有不同参量的系数矩阵。

表１　待反演参量的分组

Ｔａｂｌｅ１　Ｇｒｏｕｐｉｎｇｏｆｔｈｅｆｉｔｔｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

组 参数 组 参数 组 参数

３Ｐ 狌０，狏０，狑０ ５Ｐ２ ３Ｐ＋（狌狔，狏狓） ９Ｐ１ ７Ｐ＋（狑狓，狑狔）

４Ｐ１ 狌０，狏０，狌狓，狏狔 ６Ｐ１ ３Ｐ＋（狌狓，狏狔，狑狕） ９Ｐ２ ７Ｐ＋（狌狕，狏狕）

４Ｐ２ 狌０，狏０，狌狔，狏狓 ６Ｐ２ ４Ｐ１＋（狌狔，狏狓） １１Ｐ ７Ｐ＋（狑狓，狑狔，狌狕，狏狕）

５Ｐ１ ３Ｐ＋（狌狓，狏狔） ７Ｐ ３Ｐ＋（狌狓，狏狔，狌狔，狏狓） １２Ｐ Ａｌｌ

　　由条件数本身的特点可知，条件数是对计算难

易程度的一种衡量，也代表了解对误差或是不确定

度的敏感性，条件数越大，代表求解的问题越病态。

同理，在ＶＶＰ的反演算法中，系数矩阵的条件数越

大，说明反演结果越不稳定，误差会越大。

从条件数大小的分布变化（图１）可以看出：

（１）反演参量个数的增多，会使系数矩阵的条

件数发生急剧变化。在反演变量个数较少时，各方

位角处差别不明显。但随着参数个数的增多，条件

数的大小以指数的形式增多。因此，选取较多的反

演参量进行计算，虽可以获得较多的风场信息，但求

解会变得更加困难。若选用条件数较大的系数矩阵

进行计算，得到的结果误差势必会很大。

图１　不同反演参数对应的系数矩阵的条件数

（分析体积：１０°×２０Ｇａｔｅｓ；仰角：２．５°；ａ—ｌ的系数矩阵分组见表１）

Ｆｉｇ．１　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｍａｔｒｉｘｃｏｎｄｉｔｉｏｎｎｕｍｂｅｒｗｉｔｈｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｅｔｒｉｅｖｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓ．

Ｔｈｅｓｉｚｅｏｆａｎａｌｙｓｉｓｖｏｌｕｍｅｉｓｓｐｅｃｉｆｉｅｄａｓｔｈｅｓｅｃｔｏｒｇａｐｏｆ１０°×２０ｇａｔｅｓｆｏｒｅａｃｈｒａｄｉａｌ．

Ｔｈｅｅｌｅｖａｔｉｏｎｉｓ２．５°．Ｔｈｅｇｒｏｕｐｅｄｒｅｔｒｉｅｖｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆ（ａ）－（ｌ）ａｒｅｓｈｏｗｎｉｎＴａｂｌｅ１
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　　（２）当待反演参数不同时，系数矩阵条件数差

别较大。通过观察４Ｐ２、５Ｐ２、６Ｐ２的条件数分布可

以发现，含有狌狔、狏狓 的系数矩阵的条件数远大于

４Ｐ１、５Ｐ１、６Ｐ１的条件数。同样通过观察１１Ｐ、１２Ｐ

的条件数也可以发现，加入狑狓、狑狔 后的条件数比其

他分组大出许多量级。由此也可说明，风场模型直

接决定了反演计算的精度和求解的难易程度。

（３）在不同方位角、距离雷达不同的位置，系数

矩阵的条件数亦不相同。４Ｐ１、５Ｐ１、６Ｐ１在方位角

为４５°、１３５°、２２５°、３１５°附近的条件数大于其他位

置，并且随着距离雷达中心越远，半径越大处条件数

越大。而４Ｐ２、５Ｐ２、６Ｐ２在上述位置的条件数相对

较小，但在方位角为０°、９０°、１８０°、２７０°附近的条件

数相对较大。通过计算矩阵矢量的相关性发现（图

略），上述位置处的相关系数大于其他方位角处。因

此可以判断，矩阵矢量的线性相关，造成了系数矩阵

病态。

２．４　系数矩阵病态原因的分析

在已有研究成果（Ｂｏｃｃｉｐｐｉｏ，１９９５；Ｗａｌｄｔ

ｅｕｆｅｌ，ｅｔａｌ，１９７９）中曾指出，系数矩阵中基函数的

线性相关可能是造成矩阵病态的原因，但线性相关

的项及其函数关系仍未确定。由图１中系数矩阵条

件数的变化可以发现，含有狌狔、狏狓 与狑狓、狑狔 的系数

矩阵相比于其他参量组合，条件数会有较大的增加，

因此需将这两组参数对应的矩阵矢量进行比较分析。

以狌狔、狏狓 的系数ｄ狔犎狓、ｄ狓犎狔 为例，与其他任

意待反演参量犎ｍ 构成的系数矩阵为

犎ｍｄ狔犎狓 ＝犎ｍ×狔×犎狓－犎ｍ×狔０×犎狓

（１０）

犎ｍｄ狓犎狔 ＝犎ｍ×狓×犎狔－犎ｍ×狓０×犎狔

（１１）

由于式中犎ｍ×狔×犎狓＝犎ｍ×狓×犎狔＝犎ｍ×犚×

犎狓×犎狔，不难发现，与其他矩阵矢量的线性函数关

系式可表示为

犃狌
狔
＝犃狏狓 ＋狓０×犃狏０－狔０×犃狌０ （１２）

犃狏狓 ＝犃狌狔 ＋狔０×犃狌０－狓０×犃狏０ （１３）

　　因此可知，同时含有狌狔 与狏狓 的矩阵矢量，其系

数矩阵是奇异的。当含有部分参量时，矩阵矢量的

这种线性关系会使得系数矩阵奇异，由此可以解释

和证明图１ｃ中４Ｐ２组的条件数较大的原因。而在

利用计算机计算时，由于实际反演中观测误差和计

算误差的影响，系数矩阵表现出的病态只是计算的

结果。

同理可知，同时含有狌狕、狑狓 与狏狕、狑狔 对应的矩

阵矢量时，系数矩阵同样是奇异的，证明过程不再赘

述。

３　舍弃参量对反演结果的敏感性

在利用ＶＶＰ方法反演求解过程中，当系数矩

阵犃的条件数过大时，会造成求解困难，反演误差

较大。为了简化求解步骤，降低求解难度，往往选取

其中几个变量进行求解。Ｗａｌｄｔｅｕｆｅｌ等（１９７９）通过

对比各反演参量的量级大小，选取了在实际风场中

量值 较 大 的 参 量 来 构 成 系 数 矩 阵。Ｂｏｃｃｉｐｐｉｏ

（１９９５）通过敏感试验计算了舍去某些反演参量后的

结果误差，指出分析体积的大小、位置和待反演量的

线性相关性等多种因素都会对反演结果产生影响。

为了便于观察舍弃参量对求解的影响，令风场模型

参量及其对应的矩阵矢量为

犡＝ ［犡犔，狓犔犕］，犘＝ ［犘犔，犘犔犕］ （１４）

式中，犔为选取的反演参量个数，犔犕 为犕 个未被

选取的参量。由式（４）可知

犘犔犡犔＋犘犔犕狓犔犕 ＝犞ｒ （１５）

　　当舍弃部分反演参量后，反演结果的误差大小

为

δ犡犔 ＝ （犘
Ｔ
犔犘犔）

－１犘Ｔ

烐烏 烑
犔

γ１

犘
︸
犔犕

γ２

狓
︸
犔犕

γ３

（１６）

　　观察上式可以发现，由于求解计算中的系数矩

阵为位置坐标的函数，因此当选取的反演参量不完

全时，产生的误差大小取决于舍弃参量的大小狓犔犕

和其对应的系数矩阵犘犔犕。所以，选择舍弃量级较

小的参量对反演效果的影响将会相对较小。

同理可知，被忽略的量狓犔犼对犡犻 造成的误差

δ犡犻，犔犼可表示为

狆犻δ犡犻，犔犼 ＝狆犔犼α犔犼，犻狓犔犼 （１７）

式中，α犔犼，犻为 舍弃后狓犔犼 在 犡犻 上 的 分 量 比 例，

∑
犕

犼＝１

δ犡犻，犔犼 ＝δ犡犻，∑
犔

犻＝１

α犔犼，犻 ＝１。

　　令，δ犡犻，犔犼＝ξ犔犼狓犔犼，则有

ξ犔犼 ＝
狆犔犼
狆犻
α犔犼，犻，即ξ犔犼 ＝犽犻，犔犼α犔犼，犻 （１８）
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由式（１８）可看出，理论上被舍弃的参量对其他待反

演参量产生的误差，可以用其系数的比值犽犻，犔犼与舍

弃参量在各待反演参量的分量比例α犔犼，犻直接来估算

反演结果误差的变化。由于系数矩阵为分析体积内

各点坐标位置的函数，各矩阵元的大小随位置的不

同而改变。但在选定待反演参量的情况下，在固定

位置上的系数矩阵仍是确定的。因此，进一步可容

易判断，当系数ξ犔犼的绝对值越小时，舍弃参量对反

演的影响越小，由此可知这种影响并不仅仅与舍弃

参量的量级有关。

表２　模拟风场的各参量

Ｔａｂｌｅ２　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｅｔｔｉｎｇｓｏｆｔｈｅｓｙｎｔｈｅｔｉｃｄａｔａ

名称 参量值

狌０，狏０ ３．０ｍ／ｓ，２．０ｍ／ｓ

狌狓，狏狔 －０．３ｓ－１，０．３ｓ－１

狓０，狔０，狕０ ０，０，０

狑０ １．０ｍ／ｓ

　　选用表１中的５Ｐ１模型来构建模拟风场，其中

径向风场共１０层，每层仰角间隔１°；方位角个数为

３６０个，间隔１°；每条径向有４６０个距离库，库长为

２５０ｍ，分析体积大小为２０°×４０个距离库×两层仰

角。模拟风场的参数设置如表２所示，其中将狌狓 与

狏狔 设置为相等大小，同时垂直速度设定为固定值，

依此来观察在不同位置处舍弃参量对反演效果的影

响。

　　如表３所示，尽管模拟风场中狌狓 与狏狔 的值是

相同的，但在反演中分别舍弃狌狓 或狏狔 时，首先可以

发现反演结果在不同方位角处的不同，另外，对比两

组结果还可以看到，在相同方位角处反演结果的误

差也不相等。通过比较反演结果误差的大小可知，

ξｗ 的绝对值越小，则反演得到的垂直速度误差越

小，如在方位角４５°时的ξｗ 在舍弃狏狔 与狌狓 分别为

－０．０６和－０．１４，而垂直速度的反演结果误差４５°

时也为最小，由此也验证了上述的分析结果。

表３　分别舍弃狏狔 与狌狓 时在不同方位角处垂直速度的反演结果（仰角＝４°，半径为５０个距离库）

Ｔａｂｌｅ３　Ｒｅｔｒｉｅｖａｌｒｅｓｕｌｔｓａｔｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｚｉｍｕｔｈｗｈｅｎ狌狓ａｎｄ狏狔ｎｅｇｌｅｃｔｅｄ（Ｅｌｅｖａｔｉｏｎ＝４°，Ｒ＝５０Ｇａｔｅｓ）

５° １５° ３０° ４５° ６０° ７５° ９０°

狏狔
狑（ｍ／ｓ） ２．１９ ２．４７ １．６１ １．０１ ０．８０ ０．７２ ０．７０

ξｗ －３．９７ －４．９１ －２．０４ －０．０６ ０．６５ ０．９３ １．００

狌狓
狑（ｍ／ｓ） ０．７０ ０．７３ ０．８１ １．０４ １．６７ ２．４７ ２．


０９

ξｗ ０．９９ ０．９２ ０．６２ －０．１４ －２．２５ －４．９１ －３．



６５

４　对垂直速度求解方程的分析和改进

由于真实的风场中大气垂直速度的量级小，对

雷达径向风速的贡献也小，因而也增加了反演垂直

速度的难度，风场反演中为了简化求解方程往往将

其忽略（Ｇａｏ，ｅｔａｌ，２００４；Ｌｉ，ｅｔａｌ，２００７）。在垂

直速度的风场反演方法中，基于动力学方程的变分

反演方法，可以根据多个时次的观测资料求解出垂

直速度，但变分方法所依赖大气动力学方程仍是真

实风场的理想模型，并对背景场和代价函数中的权

重系数较为敏感（Ｗｅｉ，ｅｔａｌ，１９９８；Ｇａｏ，ｅｔａｌ，

２００６；Ｓｈａｐｉｒｏ，ｅｔａｌ，２００３，２００９；Ｈｕａｎｇ，ｅｔａｌ，

２０１０）。相比之下，基于空间几何方法的ＶＶＰ算法

具有统计学特征，能够利用空间多个格点上的风场

信息，并且风场模型的参量不依赖权重系数，反演结

果比较客观。

在建立风场模型时为了更好地描述真实的风

场，风场模型中需尽可能选择较多的参量。但由２．４

节中对 ＶＶＰ系数矩阵病态原因的分析和论证可

知，矩阵矢量之间的线性关系会造成矩阵奇异和求

解困难，若舍弃部分相关的参量又会引入模型误差。

由此可判断，为避免求解困难而选择舍弃部分参量

的情况下，如能将反演结果再修正，即可得到准确的

风场参量。

４．１　对求解方程的分析

由实际风场的连续性特点，假定在一个小的分

析体积内风场变化不太大，并考虑到风场模型要尽

可能准确，同时尽量避免因系数矩阵矢量直接的线

性关系而造成系数矩阵奇异，选择表１中７Ｐ的风场

模型进行分析。由表１中７Ｐ模型的参量可知，该风

场模型包括狌０、狏０、狑０ 三个量级较大的分量与狌、狏

在水平方向上的变化项狌狓、狌狔、狏狓、狏狔，并假设分析体
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积内垂直风速在水平方向上保持不变。观察式（１）

不难发现，当（狓０，狔０，狕０）为坐标原点时，即将风场的

“起点”设定在坐标原点，（狌０，狏０，狑０）则为雷达处的

风场。因此，式（２）可写为

狌Ｒａｄａｒ×犎狓＋狌狓×犎狓＋（狌狔＋狏狓）犚×犎狓×犎狔＋

狏犚犪犱犪狉×犎狔＋狏狔×犎狔＋狑Ｒａｄａｒ×犎狕 ＝犞ｒ　

（１９）

式中，狌Ｒａｄａｒ＝狌０－狌狓×狓０－狌狔×狔０，狏Ｒａｄａｒ＝狏０－狏狓×

狓０－狏狔×狔０，狑Ｒａｄａｒ＝狑０，犚为观测点到雷达的距离。

由式（１９）可以看出，狌狔 与狏狓 此时合并为一个

参量，因而其系数矩阵不再奇异，这可以降低求解的

难度。同时注意，通过式（１９）得到的狌ｒａｄａｒ与狏ｒａｄａｒ为

风场模型中雷达处的值，并不是分析体积处的风场

分量。因此，仍将（狓０，狔０，狕０）选择在分析体积的中

心，由第３节对系数矩阵的分析可知，同时含有狌狔

与狏狓 的矩阵矢量会造成系数矩阵奇异，为此只选择

狌狔 与狏狓 其中的一个，并观察反演结果的变化。待

反演参量的分组见表４。

表４　７Ｐ模型中待反演参量的分组

Ｔａｂｌｅ４　Ｇｒｏｕｐｉｎｇｏｆｔｈｅｆｉｔｔｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓｉｎｔｈｅ７Ｐｍｏｄｅｌ

组别 待反演参量

６ＰＭ 狌０，狏０，狑０，狌狓，狏狔，狌狔＋狏狓

６ＰＭ１ 狌０，狏０，狑０，狌狓，狏狔，狌狔

６ＰＭ２ 狌０，狏０，狑０，狌狓，狏狔，狏狓

　　通过对比表４中６ＰＭ、６ＰＭ１和６ＰＭ２的条件

数可以发现（图略），这３种风场模型的系数矩阵的

条件数相比７Ｐ减小许多量级。为验证上述推断和

求解方程的普适性，选择６ＰＭ１中的参量作为待反

演量，并对求解方程进行分析。

由式（１９）可知，当选择６ＰＭ１的参数时，式（２）

可变为

狌 ×犎狓＋狌

狓ｄ狓×犎狓＋狌


狔ｄ狔×犎狓＋

狏 ×犎狔＋狏

狔ｄ狔×犎狔＋狑


×犎狕 ＝犞ｒ（２０）

式中，上标为带有误差的近似值。将式（２０）进一

步整理，得

狌 ×犎狓＋狌

狓 ×狓×犎狓＋狌


狔 ×犚×犎狓×犎狔＋

狏 ×犎狔＋狏

狔 ×狔×犎狔＋狑


×犎狕 ＝犞ｒ

（２１）

式中，狌＝狌－狌狓 ×狓０－狌

狔 ×狔０，狏

＝狏－狏狔 ×

狔０。

观察式（２０）、（２１）的系数项不难发现，两式解的

形式相同，即

狌 －狌

狓 ×狓０－狌


狔狔０ ＝狌０－狌狓×狓０－狌狔×狔０

狏 －狏

狔 ×狔０ ＝狏０－狏狓×狓０－狏狔×狔０

狑
＝狑

烅

烄

烆 ０

，

狌狔 ＝狌狔＋狏狓

狌狓 ＝狌狓

狏狔 ＝狏

烅

烄

烆 狔

（２２）

整理可得

狌０ ＝狌

－狏狓×狔０

狏０ ＝狏

＋狏狓×狓０

狑
＝狑

烅

烄

烆 ０

，　

狌狔 ＝狌狔＋狏狓

狌狓 ＝狌狓

狏狔 ＝狏

烅

烄

烆 狔

（２３）

同理可知，选择６ＰＭ２时（推导过程不再赘述），则得

到的反演结果为

狌０ ＝狌

＋狌狓×狔０

狏０ ＝狏

－狌狔×狓０

狑
＝狑

烅

烄

烆 ０

，　

狌狔 ＝狌狔＋狏狓

狌狓 ＝狌狓

狏狔 ＝狏

烅

烄

烆 狔

（２４）

由式（２３）、（２４）即可得

狌０ ＝
狌　　　　　　　　　　　　　　　　 　狔０ ＝０

（狌 ×狓０＋狏

×狔０－狏０×狔０）／狓０　　　　狓０ ≠０，狔０ ≠

烅
烄

烆 ０
（２５）

狏０ ＝
狏　　　　　　　　　　　　　　　　 　狓０ ＝０

（狌 ×狓０＋狏

×狔０－狌０×狓０）／狔０　　　　狓０ ≠０，狔０ ≠

烅
烄

烆 ０
（２６）

　　通过以上分析可知，由于系数矩阵中矩阵矢量

存在线性相关，因而在选择风场模型时不能将ＶＶＰ

方法中的参量全部包含。但若风场模型对实际风场

描述得不准确，这样又会引入模型误差。对于７Ｐ

的风场模型而言，可以比较准确地描绘风场结构，符

合实际的风场特征。但选择７Ｐ模型时系数矩阵却

是奇异的，并且由于观测误差和计算误差的影响，使

得在实际反演中看到的系数矩阵是病态的，因而反

演结果的误差很大。倘若采用其他数学方法，如用

奇异值分解（ＳＶＤ）来求解（Ｂｏｃｃｉｐｐｉｏ，１９９５），计算

的结果仍是通过对病态矩阵在数学上的近似处理后

得到的，这种数学的近似处理方法仅避开了对病态

７６７周生辉等：单多普勒天气雷达反演降水粒子垂直速度Ⅰ：算法分析　　　　　　　　　　　　 　　　 　　　　　　　　　



矩阵直接求解，但待求方程中的参量因为矩阵奇异

仍不能全部解出，并且还会引入计算误差。对ＳＶＤ

处理方法进一步分析可知，系数矩阵分解后可表示

为

犃＝犝∑犞
Ｔ （２７）

式中，犝Ｔ犝＝犐，犞Ｔ犞＝犐，∑＝ｄｉａｇ（δ１，δ２，…，δ狀），δ犻

为奇异值。并且，∑可写为

∑ ＝
∑０

　０

０　∑

熿

燀

燄

燅狀

（２８）

式中，∑狀 为数值很小的奇异值。

在计算中为了避免病态矩阵造成求解不稳定的

问题，近似处理的方法是将∑狀 舍去。观察舍弃相

对较小奇异值后的式（２７）不难发现，舍弃奇异值只

是对病态矩阵的近似处理，但对于本身就奇异的系

数矩阵而言并没有实质性改变，因为被舍弃的奇异

值对应的是奇异矩阵中为０的矩阵矢量。因而，这

种处理方式的结果与舍弃狌狔 或狏狓 构建的系数矩阵

等效，但后一种处理可以使用更准确的风场模型，并

且避免引入新的计算误差。

　　由式（２３）、（２４）可知，由于缺少其他条件，狌０ 与

狏０ 不能直接反演得到，但可以通过观测值或其他约

束条件由式（２５）或（２６）解出狌０ 或狏０，从而进一步解

出其他参量。另外，通过以上分析可以发现，虽然

求解方程中舍弃了狌狔或狏狓，但风场模型仍为７Ｐ

的模型，对求解方程的调整使反演结果中狑０、狌狓 与

狏狔 并不受影响，所以改进后的求解方程避免了系数

矩阵奇异的问题，因而反演结果的精度得到提高，上

述３个参量也可以得到较准确的值。

４．２　模拟风场的检验

构建的模拟线性风场为：雷达探测的径向风场，

共１０层，每层仰角间隔１°；方位角个数为３６０个，间

隔１°；每条径向有４６０个距离库，库长２５０ｍ；选取

的分析体积大小为１０°×２０个距离库×两层仰角。

７Ｐ的模拟风场中各参量的值如表５。

表５　模拟风场的各参量

Ｔａｂｌｅ５　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｅｔｔｉｎｇｓｏｆｔｈｅｓｙｎｔｈｅｔｉｃｄａｔａ

名称 参量值

狌０，狏０ ３．０ｍ／ｓ，２．０ｍ／ｓ

狌狓，狏狔 －０．１ｓ－１，０．１ｓ－１

狌狔，狏狓 －０．２ｓ－１，０．１ｓ－１

狓０，狔０，狕０ ０，０，０

狑０ ３．０ｍ／ｓ

　　由图２中计算结果可以发现，当选择６ＰＭ中的

参量时，反演得到的狌、狏、狑 为雷达位置处的值，这

与式（２２）的分析结论一致。当选择６ＰＭ１或６ＰＭ２

中的参量时，反演得到的狌和狏带有偏差，但垂直速

度狑及狌狓、狏狔（图略）的结果与模拟数据相等，由此

说明调整后的求解方程得到的这３个参量没有受到

风场模型的影响，验证了式（２３）和（２４）的分析结论。

图２　分别选择６ＰＭ、６ＰＭ１和６ＰＭ２　　　
中的参量时狌、狏和狑 的反演结果　　　
（ａ．狌分量，ｂ．狏分量，ｃ．狑分量；　　　

６ＰＭ、６ＰＭ１和６ＰＭ２的参数见表１）　　　

Ｆｉｇ．２　Ｒｅｔｒｉｅｖａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆ狌，狏ａｎｄ狑ｗｈｅｎ　　　

ｓｅｌｅｃｔｉｎｇｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐａｒａｍｅｔｅｒｓｉｎｃｌｕｄｅｄ　　　

ｉｎ６ＰＭ，６ＰＭ１ａｎｄ６ＰＭ２　　　
（ａ．狌ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ，ｂ．狏ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ，　　　

ｃ．狑ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ；ｆｉｔｔｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｈａｓｓｈｏｗｎｉｎＴａｂｌｅ１）　　　
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图３　对选择６ＰＭ１（ａ、ｂ）和６ＰＭ２（ｃ、ｄ）参数时狌（ａ、ｃ）和狏（ｂ、ｄ）分量反演结果的修正

（６ＰＭ１、６ＰＭ２参数见表１）

Ｆｉｇ．３　Ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｆｏｒ狌（ａ，ｃ）ａｎｄ狏（ｂ，ｄ）ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ＇ｒｅｔｒｉｅｖａｌｒｅｓｕｌｔｓｗｈｅｎｓｅｌｅｃｔｉｎｇｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆ

６ＰＭ１（ａ，ｂ）ａｎｄ６ＰＭ２（ｃ，ｄ）（ＦｉｔｔｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｈａｓｓｈｏｗｎｉｎＴａｂｌｅ１）

　　当在求解方程中舍弃狌狔 或狏狓 参量时，由式

（２５）和（２６）可知，反演得到的分析体积处的狌与

狏是带有误差的，为此根据模拟风场的参量和式

（２３）、（２４）的分析结果，分别对这两种求解方程的计

算结果进行修正。如图３所示，修正后的结果与真

值完全符合，由此也验证了４．１节中的分析和结论。

５　总　结

基于线性风场假设的ＶＶＰ算法虽包含较多的

风场信息，但其所含的待反演参量多，在实际反演中

系数矩阵的病态问题会造成求解的困难，造成反演

结果的误差较大，甚至不能直接求解。本研究从数

学上分析和论证了造成系数矩阵病态的原因，改进

并验证了针对垂直速度的求解方程，主要结论有：

（１）当选择较多的反演参量时，风场模型对实际

风场的数学描述更准确，但构建的系数矩阵的条件

数却呈指数增大，系数矩阵会愈加病态，以至于不可

直接求解。另外，对于相等个数的反演参量，选择的

风场模型不同，系数矩阵的条件数也会有较大差别。

对误差范数上界的分析表明，为避免求解的困难，选

取较少的反演参量时尽管会存在模型误差，但选择

合适的系数矩阵能够降低求解难度和计算中的误

差，反演效果好于较多参量时。

（２）ＶＶＰ算法中系数矩阵矢量的线性相关造成

了矩阵奇异，由于观测误差和计算误差的影响，在实

际反演计算中系数矩阵则表现为病态。对比ＳＶＤ

分解处理的方法发现，舍弃的奇异值只是对病态矩

阵的近似，而被舍弃的奇异值对应的是奇异矩阵中

为０的矩阵矢量，原系数矩阵并没有实质性改变，并

且还会引入新的计算误差。

（３）在ＶＶＰ算法误差分析的基础上，分析并验

证了舍弃部分参量时的反演误差。证明了合并或舍

弃线性相关项时，其余待反演参量会受模型误差的

影响，并且这种模型误差的大小并不仅与待反演参

量的量级有关，而是会随着位置的不同而改变。对

调整后求解方程的验证结果表明，如垂直速度等部

分待参量仍然可以保持准确值。

本研究对单多普勒雷达的ＶＶＰ反演算法进行

了分析，改进并检验了垂直速度的求解方程，为准确

反演垂直速度提供了理论基础。在实际风场反演中

的应用，如对流单体、中尺度气旋和０６０８“桑美”台

风的风场分析结果，将在本论文的第二部分“单多普

勒雷达反演降水粒子垂直速度Ⅱ：实例分析”中给

出。
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