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一种“准拉格朗日法”和“欧拉法”
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气运动方程中包括标量、矢量的压、温、湿、风、以及“旋转地球上广义牛顿力”加速度场和散度场等，做双三次曲面拟合，实现对

各个大气运动变量场的二阶可导，即限定气块上游点在各个不同双三次曲面（片）、具有斜率、曲率和挠率的非线性“三次”变
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量场上活动，从而可对各个大气运动方程做时间离散积分，即为“双三次曲面拟合—时间步积分—双三次曲面拟合……”，实

现成为一种新动力框架数值模式。由于双三次曲面具有数学定律“收敛性”和二阶可导“最优性”，故选用双三次曲面插值求

算二阶余差“上游点”，具有“充分必要”的数学理由：它包含了大气运动变量场之斜率、曲率和挠率。因此，埃尔米特双三次曲

面片具有对“网格”变量场二阶可导运算“等价性”、及其数学“收敛性”与最佳曲率“最优性”，并且将“准拉格朗日法”与“欧拉

法”，以及柯朗弗里德里希斯列维判据统一起来。容易实现全球“网格”变量场的双三次曲面拟合，和可按双三次曲面变量场

的斜率、曲率或挠率判断，作变量场局域或单点平滑，以此保持“三次”模式的时间积分稳定性。

关键词　双三次曲面拟合，准拉格朗日时间积分方案，非线性“三次”大气运动，柯朗弗里德里希斯列维判据，双三次曲面

平滑

中图法分类号　Ｐ４０１

１　引　言

Ｋｒｉｓｈｎａｍｕｒｔｉ（１９６２）提出对于正压原始大气运

动方程模式可采用准拉格朗日时间积分方案；Ｒｏｂ

ｅｒｔ等（１９８２，１９８５）提出一种对平流项的半拉格朗日

法和对重力波项的半隐式格式相结合的时间积分方

案，并在相同空间分辨率条件下，与欧拉时间积分方

案作比较，前者的时间步长取为后者１０倍也可计算

稳定，且两者计算结果相差不大；Ｓｅｍａｚｚｉ等（１９９５）

采用二时间层半隐式半拉格朗日的非中央平均时

间差分公式和利用外插与时间平滑求非线性项；

Ｂａｔｅｓ等（１９９０）、Ｑｉａｎ等（１９９８）都认为，在球面上计

算准拉格朗日气块上游点运动轨迹时，对标量场和

矢量 场 应 当 作 不 同 的 时 空 离 散 化；Ｐｕｒｓｅｒ 等

（１９９１）、Ｎｏｉｒ等（１９９９）因认为采用传统的非线性插

值、三次样条插值计算气块上游点太费计算时间，先

后改进了一种计算精度较高和高效率的“降阶插值

法”，并已在业务数值模式当中得到应用；廖洞贤

（１９９９）认为，半拉格朗日法不存在非线性（平流项）

计算不稳定，因此可以取较大的时间步长；周毅等

（２００２）给出三时间层的一维线性迭代插值（可推广

到二维的“双线性插值”）求解半拉格朗日上游点方

法，和利用二时间层匀加速运动之距离与速度、加速

度关系式，插值或迭代插值计算气块的上游点方法，

并且认为半拉格朗日法可以避免计算平流项所产生

的非线性不稳定，且与欧拉法同等计算精度相比较，

半拉格朗日法可以使用较大时间步长，甚至可以突

破柯朗弗里德里希斯列维（ＣＦＬ）计算不稳定判据

的限制，其计算相速误差和频散误差比较小并且具

有较好守恒性，故已被应用到从有限区域模式到全

球谱模式和非静力中尺度模式。陈德辉等（２００４）认

为，因在经纬网格模式中，一般空间离散差分比时

间离散差分截断误差大得多，采用半拉格朗日法计

算平流项，有利于提高空间离散差分的计算精度，其

所取时间步长只依据半拉格朗日法求上游点的计算

精度，而不再依据欧拉法与其变量格式的计算稳定

度；因欧拉法变量格式对于计算非线性平流项影响

较大，也即模式守恒性，而半拉格朗日半隐式差分

方案将对于变量场的非线性平流项计算转化为求

“上游点”及其变量值的计算，因此，非线性“平流”计

算已不存在。近年来，采用半隐式半拉格朗日时间

积分方案的ＧＲＡＰＥＳ数值模式已得到较快发展（朱

红芳等，２００７；郑永骏等，２００８；马旭林等，２００８，

２００９）。

三次插值函数有三次样条、双三次曲面和“三”

三次曲体之分。“双三次曲面（片）”最早是由美国波

音公司研究所的弗格森（Ｆｅｒｇｕｓｉｏｎ，１９６４）提出，并

且被用于飞机制造设计，现已在计算机图形学里得

到完整描述与实现。辜旭赞（２００３）曾探讨在球面坐

标系上做双三次曲面拟合与在大气科学可视化方面

的应用。辜旭赞等（２００６，２００７，２００８）讨论在数学

犚狀 空间里存在三次样条／双三次曲面拟合的新算法

数值模式。本文则讨论新算法数值模式中的二时间

层变加速运动之双三次曲面插值的准（半）拉格朗日

时间积分方案。

因数值分析定律：①三次插值函数及其一阶、二

阶导数一起收敛于原函数（“收敛性”）；②三次插值

函数二阶导数对原函数二阶导数为最佳逼近（“最优

性”）；③三次插值函数存在多种数学边界，且存在周

期三次插值函数（故存在全球二阶可导双三次曲

面）。所以，与谱模式数学基础相当，用双三次曲面

拟合也能够去做（全球）数值模式，且是最优空间二

阶可导数值模式，其动力框架核心就是“双三次曲面

插值的准拉格朗日时间积分方案”。双三次曲面包

含了对于变量场的斜率（线性“平流”）、曲率（非线性

“弯流”）和挠率（非线性“扭流”）拟合，就为对二阶余

１４４辜旭赞：一种“准拉格朗日法”和“欧拉法”统一算法时间积分方案　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　



差预报方程完成一个时间步积分，作好变量场二阶

可导“充分必要”准备。这里将传统“双线性插值”、

或“中央差分”一般只对线性“平流”作计算，转化为

对具有斜率、曲率和挠率的“三次”变量场上的上游

点值计算。这时上游点值将依赖于变量场的斜率、

曲率和挠率（线性“平流”、非线性“弯流”和“扭流”的

计算都存在），从而可将“准拉格朗日法”和“欧拉

法”、以及ＣＦＬ判据统一起来，并且可将标量场和矢

量场的时空离散化结合起来，同时还能解决极区网

格过密、极点水平风速无定义与矢量场（如风场）连

续性问题。

２　欧拉法与准拉格朗日法时间积分方案

按欧拉算符，大气运动方程可以写为如下微分

通式

ｄ犘
ｄ狋
≡
犘

狋
＋狌
犘

狓
＋狏
犘

狔
＋狑

犘

狕
＝犪 （１）

式中，犘表示气压狆、气温犜、比湿狇、水平风速狌、狏，

和垂直速度狑 等，狋为时间。而犪为源汇变率强迫

项，对狌、狏方程，其为旋转地球上的单位质量空气所

受广义牛顿力（加速度，以下分别设为犪狌、犪狏）；对狑

方程，其为非静力强迫作用（以下设为犪狑）；对狆、犜

方程，其为散度场强迫项；对狇方程，其为水汽源汇。

对式（１）欧拉点上预报变量犘（狋，狓，狔，狕）作时间

步长Δ狋泰勒级数展开，有欧拉向前差分

犘（狋＋Δ狋，狓，狔，狕）＝犘（狋，狓，狔，狕）＋Δ狋
犘

狋
＋

Δ
２狋
２！

２犘

狋
２ ＋…＋犚狀（狋＋Δ狋，狓，狔，狕） （２）

式中，犚狀（狋＋Δ狋，狓，狔，狕）是数量级为Δ
狀＋１狋的高阶余

项，气象上常用犗（Δ
狀狋）符号表示，称为余差。

用欧拉算符，可以将式（２）中的所有时间偏导数

都转换成为空间偏导数与强迫项及其时空（偏）导数

之和。则式（２）略去犘（狋，狓，狔，狕）的时空二阶以上高

阶导数项，同时略去速度（狌、狏、狑）和广义加速度（犪）

的空间（偏）导数项，则容易得到时空微商余差为

犗（Δ
２狋，Δ

２狓，Δ
２
狔，Δ

２狕）的欧拉向前差分预报方程。

犘（狋＋Δ狋，狓，狔，狕）≈犘（狋，狓，狔，狕）－Δ狓
犘

狓
－

Δ狔
犘

狔
－Δ狕

犘

狕
＋
Δ
２狓
２

２犘

狓
２＋
Δ
２
狔
２

２犘

狔
２ ＋

Δ
２狕
２

２犘

狕
２ ＋Δ狓Δ狔


２犘

狓狔
＋Δ狓Δ狕


２犘

狓狕
＋

Δ狔Δ狕

２犘

狔狕
＋犪Δ狋＝犘^（狋，狓－Δ狓，

狔－Δ狔，狕－Δ狕）＋犪Δ狋 （３）

式（３）欧拉向前差分的位移为

Δ狓＝狌Δ狋＋犪狌
Δ
２狋
２

Δ狔＝狏Δ狋＋犪狏
Δ
２狋
２

Δ狕＝狑Δ狋＋犪狑
Δ
２狋
２

　　显然，式（３）中 犘^（狋，狓－Δ狓，狔－Δ狔，狕－Δ狕）就

是空间三维上游点犘（狋，狓－Δ狓，狔－Δ狔，狕－Δ狕）取

其泰勒级数犗（Δ
２狓，Δ

２
狔，Δ

２狕）余差近似。式（３）表

明：若准拉格朗日气块不与外界发生任何交换（取变

率犪＝０），则在欧拉点的变量预报值等于气块在上

游点的变量值，但是，上游点运动路径必须是经过各

个变量场的非线性平流，而式（３）为路径经过了“三

次”平流（近似）。

由式（３）知，若准拉格朗日气块的路径取与欧拉

位移一致，则准拉格朗日法与前差欧拉法计算结果

可以一致。只是对于式（３），传统欧拉法是设计采用

空间一、二阶中央差近似，而准拉格朗日法是用“双

线性插值”（计算精度相当于空间一阶中央差）求上

游点，也有用所谓“降阶插值”求上游点，致使二者计

算结果有所区别。下面考虑采用“三次插值函数”拟

合，既可求得一、二阶空间（偏）导数用于欧拉法，又

可直接求得二阶可导变量场上的上游点用于准拉格

朗日法，这时二者的计算结果完全一样。

为减少三次插值函数计算量，可运用“尺度分析

法”。因大尺度水平运动远大于垂直运动，即Δ狓

Δ狕，Δ狔Δ狕，则可略去式（３）中含Δ狕的空间二阶

（偏）导数小项，式（３）变为

犘（狋＋Δ狋，狓，狔，狕）≈犘（狋，狓，狔，狕）－Δ狓
犘

狓
－

Δ狔
犘

狔
－Δ狕

犘

狕
＋
Δ
２狓
２

２犘

狓
２＋
Δ
２
狔
２

２犘

狔
２ ＋

Δ狓Δ狔

２犘

狓狔
＋犪Δ狋＝犘（狋，狓－Δ狓，

狔－Δ狔，狕）－Δ狕
犘

狕
＋犪Δ狋 （４）

式中，犘（狋，狓－Δ狓，狔－Δ狔，狕）就是等高面（狕）上的空

间二维“水平”上游点犘（狋，狓－Δ狓，狔－Δ狔，狕）取其泰

勒级数犗（Δ
２狓，Δ

２
狔）余差近似。则是式（４）用双三

次曲面拟合求犘，取代了式（３）用“三”三次曲体拟合

求犘^。
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３　埃尔米特双三次曲面片与孔斯双三次曲

面

３．１　埃尔米特双三次曲面片

数值分析用于曲面拟合最简单的数学元素是曲

面片。设狓，狔是曲面片犘 的两个独立参数，分别定

义在球面水平方向的经纬网格上，可等分经、纬距，

并定义参数化的狓∈［０，１］、狔∈［０，１］，即成为一“拓

扑矩形”网格，对应的埃尔米特（Ｈｅｒｍｉｔｅ）双三次曲

面片由一１６个独立矢量矩阵完全确定

犘＝

犘００　犘０１　犘
狔
００　犘

狔
０１

犘１０　犘１１　犘
狔
１０　犘

狔
１１

犘狓００　犘
狓
０１　犘

狓狔
００　犘

狓狔
０１

犘狓１０　犘
狓
１１　犘

狓狔
１０　犘

狓狔
１１

（５）

式中，犘的下标表示曲面片的４个角点位置，上标表

示对犘在狓或狔方向求一阶、二阶（偏）导数。则矩

阵犘左上角为４个角矢（变量值）；右上角加左下角

共８个切矢（斜率），以及犘狓狓００、犘
狓狓
０１、犘

狓狓
１０、犘

狓狓
１１、犘狔狔００、

犘狔狔０１、犘狔狔１０、犘狔狔１１共８个弯矢（曲率），是分别通过犘场在

狓和狔方向三次样条拟合求得，但８个切矢与对应８

个弯矢不相互独立；右下角４个扭矢（挠率），是再做

狓／狔方向切矢在狔／狓方向三次样条，以便求得犘
狓狔／

犘狔狓，但在“拓扑矩形”网格上犘狓狔 ＝犘狔
狓 。

３．２　双三次曲面片与欧拉算符

上述埃尔米特双三次曲面片是对水平变量场犘

拟合。因双三次曲面具备数学定律“收敛性”和二阶

可导“最优性”，故这里近似认为其犘狓 ＝犘／狓、犘狔

＝犘／狔、犘
狓狓
＝

２犘／狓
２、犘狔狔 ＝

２犘／狔
２和犘狓狔 ＝


２犘／狓狔，其中拟合曲率是由拟合斜率完全确定，

反之亦然。故在水平分层的模式大气里，埃尔米特

双三次曲面片具有对“网格”变量场数学二阶可导运

算（拟合）“等价性”。这里若取４个扭矢均为零矢，

即成为所谓“犉双三次曲面片”，取犉双三次曲面片

可以减少１／３计算量（挠率为零相当于双三次曲面

片的连续性“降阶”），扭矢在一定程度上也决定曲面

片凹凸，但扭矢与弯矢均比切矢小一个数量级。

３．３　孔斯双三次曲面

按双三次曲面连续性条件，用埃尔米特双三次

曲面片可以组合成全球（或有限区）孔斯（Ｃｏｏｎｓ，

１９６４）双三次曲面，并使该孔斯双三次曲面在狓和狔

方向均达到二阶可导。而在有限区的双三次曲面边

界上，是三次样条插值函数要求的边界条件之两条：

已知边界上的斜率或曲率。故通过三次样条拟合，

总可以实现全球大气运动变量场的双三次曲面拟

合，同时可为有限区变量场的双三次曲面拟合提供

侧边界值与其斜率、曲率和挠率。

从而通过对大气运动方程中的所有变量场，都

做“双三次曲面拟合—时间步积分—双三次曲面拟

合……”，实现成为一种双三次曲面拟合（插值）的、

准拉格朗日时间积分方案新算法数值模式。

３．４　双三次曲面片代数式

一般参数（拓扑矩形网格：狓∈［０，１］，狔∈［０，

１］）双三次曲面片的代数式为

犘（狓，狔）＝犪３３狓
３
狔
３
＋犪３２狓

３
狔
２
＋犪２３狓

２
狔
３
＋　　

犪３１狓
３
狔＋犪１３狓狔

３
＋犪３０狓

３
＋犪０３狔

３
＋

犪２２狓
２
狔
２
＋犪２１狓

２
狔＋犪１２狓狔

２
＋犪２０狓

２
＋

犪０２狔
２
＋犪１１狓狔＋犪１０狓＋犪０１狔＋犪００ （６）

式（６）应与已知的埃尔米特双三次曲面片式（５）等价，

则由式（５）中的１６个独立矢量反解出式（６）中的１６

个代数系数。可代入式（６）中４个已知值和１２个定

点（偏）导数，得到１６个线性方程（组），并解出式（６）

中１６个代数系数（设犆＝犘００－犘０１－犘１０＋犘１１）

犪００ ＝犘００　　　　　　　　　　　　　　

犪１０ ＝犘
狓
００

犪０１ ＝犘
狔
００

犪１１ ＝犘
狓狔
００

犪０２ ＝－３犘００＋３犘０１－２犘
狔
００－犘

狔
０１

犪０３ ＝２犘００－２犘０１＋犘
狔
００＋犘

狔
０１

犪２０ ＝－３犘００＋３犘１０－２犘
狓
００－犘

狓
１０

犪３０ ＝２犘００－２犘１０＋犘
狓
００＋犘

狓
１０

犪１２ ＝－３犘
狓
００＋３犘

狓
０１－２犘

狓狔
００－犘

狓狔
０１

犪１３ ＝２犘
狓
００－２犘

狓
０１＋犘

狓狔
００＋犘

狓狔
０１

犪２１ ＝－３犘
狔
００＋３犘

狔
１０－２犘

狓狔
００－犘

狓狔
１０

犪３１ ＝２犘
狔
００－２犘

狔
１０＋犘

狓狔
００＋犘

狓狔
１０

犪２２ ＝９犆＋６（犘
狓
００－犘

狓
０１＋犘

狔
００－犘

狔
１０）＋

　 　３（犘
狓
１０－犘

狓
１１＋犘

狔
０１－犘

狔
１１）＋４犘

狓狔
００＋

　 　２犘
狓狔
０１＋２犘

狓狔
１０＋犘

狓狔
１１

犪２３ ＝－６犆－４犘
狓
００＋４犘

狓
０１－２犘

狓
１０＋２犘

狓
１１－

　 　３（犘狔００＋犘狔０１－犘狔１０－犘狔１１）－２犘
狓狔
００－

　 　２犘
狓狔
０１－犘

狓狔
１０－犘

狓狔
１１

犪３２ ＝－６犆－４犘
狔
００＋４犘

狔
１０－２犘

狔
０１＋２犘

狔
１１－

　 　３（犘
狓
００－犘

狓
０１＋犘

狓
１０－犘

狓
１１）－２犘

狓狔
００－

　 　２犘
狓狔
０１－犘

狓狔
０１－犘

狓狔
１１
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犪３３ ＝４犆＋２（犘
狓
００－犘

狓
０１＋犘

狓
１０－犘

狓
１１）＋

　 　２（犘狔００＋犘狔０１－犘狔１０－犘狔１１）＋犘
狓狔
００＋

　 　犘
狓狔
０１＋犘

狓狔
１０＋犘

狓狔
１１ （７）

可见，由埃尔米特双三次曲面片即决定了大气运动

为非线性“三次”运动。“双三次曲面（片）插值的准

拉格朗日时间积分方案”是：其水平上游点运动轨迹

始终是在包含斜率（线性“平流”）、曲率和挠率（非线

性“弯流”和“扭流”）的非线性“双三次曲面”变量场

上运动。

４　双三次曲面片与“三”三次曲体元

若要实现求得三维空间上游点的准拉格朗日时

间积分方案（对于水平尺度与垂直尺度相当的天气

系统，如龙卷风，需要该方案），先要实现三维（“三”）

三次曲体元拟合，而“三”三次曲体元将由６４个独立

矢量矩阵（６４个系数的三元三次代数式）确定。则

“三”三次曲体元拟合包含三维变量场的全部二阶、

三阶（偏）导数。显然，“三”三次曲体元计算量应是

双三次曲面片的４（１６×４＝６４）倍。

５　双三次曲面上的准拉格朗日时间积分

全球拓扑矩形的经纬网格设计，以及高纬度与

极区的纬向网格点过密和定义极点水平风速等问

题，可参见有关文献。

在全球（或有限区）拓扑矩形的经纬网格之上，

可以实现全球（或有限区）水平变量场的双三次曲面

拟合。因做双三次曲面拟合的数学前提条件是：作

为源函数的变量场为“Ｃ３”（三阶可导）连续。故对

于大气运动物理量狆、犜、狇、狌、狏、狑、以及散度场、广

义加速度场等，都可做其双三次曲面拟合，但要注意

狆、犜、狇（均非负）的不连续性。

５．１　准拉格朗日法

在计算准拉格朗日气块运动轨迹时，需要不断

求得气块的位置与位移速度。而双三次曲面插值的

准拉格朗日时间积分特征是，限定气块路径在各个

水平变量场的双三次曲面上，变量场包括气压、温

度、湿度、风、散度和加速度（广义牛顿力）等。同时

作垂直气柱的气压、温度、湿度、风三次样条，以便完

成水平方向准拉格朗日法／垂直方向欧拉法、适当时

间步长的一步时间积分。

５．２　在双三次曲面片上求上游点与犆犉犔条件

参见图１，一般气块上游点的水平路径（坐标

犔（Δ狓，Δ狔）），只在与欧拉预报点相邻的４个拓扑矩

形之上的埃尔米特双三次曲面片上求算。即在各个

犘双三次曲面片上，插值求得水平上游点的狆、犜、狇、

狌、狏和犪狌、犪狏 等，其中犪狌、犪狏 还是各自的气压梯度力

与地转偏向力及地球离心力（曲率项）和摩擦力的叠

加场。

图１　在双三次曲面（片）上的水平运动路径

犔（Δ狓，Δ狔）和ＣＦＬ计算稳定性条件

（Δ犡，Δ犢 为经／纬网格）

Ｆｉｇ．１　Ａｎａｉｒｐａｒｃｅｌ’ｓｌｏｃｕｓ犔（Δ狓，Δ狔）

ｏｎｔｈｅｂｉｃｕｂｉｃｐａｔｃｈｍｅｓｈ（Δ犡，Δ犢），ａｎｄ

ｔｈｅ“ＣＦＬ”ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓｔａｂｉｌｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

（ｓｅｅｔｈｅｔｅｘｔｆｏｒｆｕｒｔｈｅｒｄｅｔａｉｌｓ）

　　可将Δ狋再分为犕 个时间段，以便更精确地求

得犔：（Δ狓，Δ狔）＝∑
犕

犾＝１

（Δ狓犾，Δ狔犾）。在编程上，可以

依据Δ狓、Δ狔正负符号，确定路径犔所处双三次曲

面片的“象限”。这里认为犔点就是气块的上游点，

它在Δ狋时间步长内，带着它的物理属性，一路上受

到各自源汇变率（犪）的强迫作用，沿着路径犔到达

欧拉预报点。

从而可求得上游点的参数化坐标（即式（６）中的

（狓，狔））：狓＝｜Δｘ／Δ犡｜和狔＝｜Δ狔／Δ犢｜，这里Δ犡

和Δ犢 分别对应拓扑矩形的“长”（纬距）和“宽”（经

距）。从而求得上游点式（６）的所有变量犘：狆、犜、狇、

狌、狏和犪狌、犪狏 等。

显然，求路径犔时，必须满足著名的ＣＦＬ计算

稳定性条件。这里应是：｜Δ狓｜≤Δ犡 和｜Δ狔｜≤Δ犢；

或０≤狓≤１和０≤狔≤１。否则，上游点将到了与该４

个双三次曲面片相邻的某一外“片”上，该上游点已

脱离了原（全球或有限区）双三次曲面犘。但是，上

４４４　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　犃犮狋犪犕犲狋犲狅狉狅犾狅犵犻犮犪犛犻狀犻犮犪　气象学报　２０１１，６９（３）



游点值仍将外延原路径某“片”双三次曲面片的斜

率、曲率和挠率。所以，超长的时间步长也有一定的

计算稳定性，这里就解释了为什么准拉格朗日法能

够突破ＣＦＬ判据。

若求得上游点的参数化坐标有１≤狓≤２或１≤

狔≤２（突破“一层时间”ＣＦＬ判据），则上游点将位于

（参见图１）与原４“片”相邻之外的１２“片”中的某一

“片”上，同样求得位于该“片”上的上游点变量值。

可知，这时的上游点值不同于外延“片”上的值，它是

仍然保留在原（全球或有限区）双三次曲面犘 上的

值。

突破“二层时间”、“三层时间”ＣＦＬ判据之情

形，可以与此类推。但是，使用过长的时间步长作预

报，其计算准确度有待将来研究。

５．３　上游点的矢量坐标转换

双三次曲面拟合不仅将标量场（狆、犜、狇及散度

场）拟合成为二阶可导连续场，同时也将矢量分量场

（狌、狏及狌、狏的加速度分量场）拟合成为二阶可导连

续场。但是，这时变量狌、狏的球面局地笛卡儿坐标

的单位矢量将随着气块上游点的位置变化而变化

（其速度和加速度都在不断变化）。设已求得上游点

气块的水平风速为（狌狋０，狏
狋
０），到达欧拉点后应该转换

为（狌狋，狏狋），又欧拉点纬度为φ，地球平均半径为狉，而

气块在走过路径犔后，其水平单位矢量发生弧度变

化为（α，β），则β＝δ狔／狉和α＝δ狓／［狉·ｃｏｓ（φ＋β）］。

因α和β都只能是锐角，例如在低纬度，对于水平１°

×１°拓扑矩形的“纬经”网格，在ＣＦＬ判据约束下，

有｜α｜≤π／１８０和｜β｜≤π／１８０；而在某高纬度，若取

１５°×１°的“纬经”网格，则有｜α｜≤π／１２和｜β｜≤π／

１８０。这时都有

当上游点位于北半球时，

狌狋＝狌
狋
０ｃｏｓα－狏

狋
０ｓｉｎα

狏狋＝狌
狋
０ｓｉｎα＋狏

狋
０ｃｏｓα

　　当上游点位于南半球时，

狌狋＝狌
狋
０ｃｏｓα＋狏

狋
０ｓｉｎα；

狏狋＝－狌
狋
０ｓｉｎα＋狏

狋
０ｃｏｓα

　　从而（全球或有限区）双三次曲面拟合可将标量

场和矢量场的时空离散化结合起来。

６　大气非线性运动与双三次曲面平滑

原始大气运动方程描述非线性大气运动：它既

不是线性运动，也不是“三次运动”。故在作准拉格

朗日法或欧拉法时间积分过程中，都将出现不同尺

度的气压、温度、湿度、风不稳定“扰动”，表现在三次

样条拟合也会出现所谓“尖点”或“环绕”（犹如河流

中的“浪花”）。这时需要对各变量场双三次曲面，不

断地做符合其物理意义的平滑。例如，在双三次曲

面风场上做平滑，其物理诠释是：大气运动是以平滑

（平均）速度输送大气质量并改变气压场。

因平滑（尤其是全场平滑）可能歪曲大气运动，

故双三次曲面应当采取局域（或单点）平滑。因为已

知各个变量场的双三次曲面连续性，可由判断其斜

率、曲率和挠率去做局域（或单点）平滑：平滑气压场

要保证质量守恒；平滑气温场要保证能量守恒；平滑

风场要保证动量守恒，或因为摩擦，风场动能耗散为

热能；以此保证时间积分过程的稳定性。并且容易

重新求得平滑区的双三次曲面“补丁”。

７　结论和讨论

（１）与谱模式的数学基础相当，因为双三次曲

面具有对于原函数及其一阶、二阶导数“收敛性”，和

对于原函数二阶导数最佳逼近“最优性”，故用双三

次曲面拟合可以做数值模式，且它是最优空间二阶

可导数值模式：通过对大气运动变量场，做“双三次

曲面拟合—时间步积分—双三次曲面拟合……”，实

现成为一种双三次曲面拟合（插值）的准拉格朗日时

间积分方案新数值模式。

（２）埃尔米特双三次曲面片具有对网格变量场

二阶可导运算“等价性”：它不仅包含变量场“线性”

斜率，还包含“非线性”曲率和挠率，故双三次曲面

（片）插值的准拉格朗日时间积分方案，将大气运动

近似描述成为“三次运动”，它优于传统“双线性插

值”与中央差近似，并可将“准拉格朗日法”与“欧拉

法”时间积分方案统一起来。

（３）若准拉格朗日气块在非线性运动过程中不

与外界发生任何交换，则在欧拉点的变量预报值等

于气块在上游点的变量值，若近似认为它就是在双

三次曲面（片）上的“三次运动”上游点值，将具有时

空微商余差为犗（Δ
２狋，Δ

２狓，Δ
２
狔）的计算精度和具有

上述的运算简单（二阶可导运算），加之上述的数学

“收敛性”和“最佳曲率”优点。

（４）双三次曲面插值的准拉格朗日时间积分方

案，仍须受ＣＦＬ判据制约，所谓“突破ＣＦＬ判据”，

实际是指对于双三次曲面（片）变量场的数学特征

５４４辜旭赞：一种“准拉格朗日法”和“欧拉法”统一算法时间积分方案　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　



“外延”，因而仍具有一定的计算稳定性，但在双三次

曲面变量场上，理论上可以作突破ＣＦＬ判据上游点

值的准确计算。

（５）强迫项也随时空变化，也应对它作双三次

曲面拟合，以便更加精确地计算强迫项作用。

（６）球面经纬拓扑矩形网格与埃尔米特双三次

曲面片一一对应，而埃尔米特双三次曲面片可通过

参数化代数式予以求解，在球面矢量双三次曲面上，

容易作上游点局地笛卡儿坐标水平单位矢量转换，

且在全球拓扑矩形网格标量或矢量双三次曲面上，

容易解决极区网格过密问题，故容易实现新算法全

球数值模式。

（７）可按双三次曲面变量场的斜率、曲率或挠

率判断，作符合大气运动物理诠释的双三次曲面局

域或单点平滑，以保持模式的时间积分稳定性。
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