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基于并行可扩展科学计算工具集求解犌犚犃犘犈犛
全球非静力模式亥姆霍兹问题
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摘　要　亥姆霍兹方程是非静力平衡大气模式动力内核的主要计算瓶颈之一，其离散矩阵性态差，采用常见预条件Ｋｒｙｌｏｖ迭

代往往收敛很慢。随着全球非静力平衡大气模式时空分辨率的不断提高，亥姆霍兹方程求解面临求解精度和计算时间的双

重困难。在高分辨率情况下，迭代计算步数和计算量剧增，而且很多传统的预条件迭代求解方法不收敛，迫切需要研究收敛

性和并行可扩展性兼备的预条件迭代方法。为此，在安腾机群上建立了基于并行可扩展科学计算工具集（ＰＥＴＳｃ）的

ＧＲＡＰＥＳ全球非静力平衡模式亥姆霍兹问题并行解法器对比研究平台，结合高性能预条件库（ｈｙｐｒｅ），完成了对ＧＲＡＰＥＳ在

用解法器、代数多重网格、并行不完全ＬＵ分解（ＥＵＣＬＩＤ）及加性Ｓｃｈｗａｒｚ区域分解等一系列克雷洛夫预条件迭代的分析对

比。结果显示ＰＥＴＳｃ结合高性能预条件库的并行方案是解决ＧＲＡＰＥＳ模式三维亥姆霍兹方程高效并行计算的一个有效途

径，其中以代数多重网格预条件迭代的性能最突出；并行加速比分析显示，代数多重网格预条件迭代的并行可扩展性明显优

于ＧＲＡＰＥＳ现有解法器，更适用于更高精度和较大规模并行计算。
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１　引　言

亥姆霍兹问题在科学工程计算中广泛存在。在

基于隐式或半隐式离散的流体力学、气动声学、水下

声学、地震波反演和电磁学等许多重要应用的数值

模拟中，亥姆霍兹问题通常是计算核心，往往也是耗

时瓶颈。亥姆霍兹方程的常见形式如下

－·狌（狓）－犽
２狌（狓）＝犳（狓） （１）

方程（１）的形式虽简单，但却通常是不定的，即离散

矩阵的特征值实部不同号，考虑到实际边界条件的

选取，该矩阵一般是非对称的。方程（１）形式的二

维／三维亥姆霍兹方程的最新迭代和预条件子技术

主要涉及特殊的数值边界条件选取、克雷洛夫迭代、

几何多重网格方法、区域分解方法、ＩＬＵ 预条件子

和偏移拉普拉斯预条件子，其中ＩＬＵ预条件包括从

矩阵出发构造的代数ＩＬＵ和从微分方程算子出发

构造的分析ＩＬＵ（Ｅｒｌａｎｇｇａ，２００８）。亥姆霍兹方程

求解也是基于半隐时间离散的大气和海洋数值模式

的重要内容，特别是近十几年来，随着计算能力和模

式分辨率日益提高，全球非静力平衡大气模式逐渐

成为国际气象数值模式领域的关注热点（薛纪善等，

２００８），类似非静力平衡问题所涉及的三维旋转流体

力学方程尚存在初值问题适定性等理论上悬而未决

的问题（陈达段等，２００５），必须采用数值求解。相比

式（１）而言，非静力平衡大气模式所涉及的亥姆霍兹

方程形式非常复杂。国际上全球非静力平衡大气模

式中三维亥姆霍兹方程具有以下共同特点：变系数、

含交错导数项、不可分解、各向异性等。该问题已成

为国际上全球非静力平衡数值模式普遍存在的计算

瓶颈。ＧＲＡＰＥＳ全球非静力格点模式中采用了极

区处理等技术（Ｙａｎｇ，ｅｔａｌ，２００７），同样存在亥姆霍

兹方程并行求解困难、计算量大的问题。该问题的

计算时间占模式总时间的比重很 大，例 如 在

ＧＲＡＰＥＳ的全球０．５°分辨率模式中，亥姆霍兹方程

的计算时间约占整个模式积分时间的４０％以上，该

比例随着分辨率的提高将进一步增加，估计全球

０．１°分辨率模式的对应比重将超过８５％，因而有必

要针对ＧＲＡＰＥＳ全球非静力模式的亥姆霍兹问题

研究高效的并行解法器。

近年来，国际上对非静力平衡全球模式亥姆霍

兹方程的高效并行解法器报道较少。基于对存储和

舍入误差的考虑，目前研究集中于离散线性方程组

的预条件克雷洛夫迭代，其关键是寻求合适的预条

件子。Ｃｈｅｎ等（２００１）讨论了亥姆霍兹方程的几何

多重网格迭代求解，采用了著名的 Ｍｕｄｐａｃｋ多重网

格程序包，针对二维简化后各向同性的情形初步验

证了几何多重网格的可行性，但未讨论方法的并行

效率以及三维情形的实际效果。事实上，大量研究

报道显示单纯采用传统几何多重网格很难处理高维

各向异性问题，特别是合适的粗细网格难以人工选

择，而且几何多重网格涉及到大量修改诸如Ｆｏｒｔｒａｎ

的软件代码，这在软件工程实现上也是一个挑战。

Ｓｋａｍａｒｏｃｋ（１９９７）采用交替方向隐式（ＡＤＩ）预条件

广义共轭剩余（ＧＣＲ）方法求解非静力平衡模式的

亥姆霍兹问题，ＡＤＩ预条件通过逐方向求解简化后

的方程实现，该预条件子虽可将 ＧＣＲ迭代次数显

著降低，但却引入了大量细粒度通信，严重降低了算

法的并行可扩展性，很难实现高效大规模并行。

Ｔｈｍｏａｓ等（２００３）在加拿大 ＭＣ２串行非静力平衡

模式中采用ＦＦＴ谱预条件子，构造了复杂亥姆霍兹

问题的一个近似方程，即去掉交错导数项和对系数

做区域平均处理，得到常系数亥姆霍兹问题，在此基

础上实现了谱预条件 ＧＣＲ 迭代求解。Ｓｍｏｌａｒｋ

ｉｅｗｉｃｚ等（２００４）在小规模并行计算环境下基于重启

ＧＣＲ方法，比较了谱预条件子和线性松弛预条件子

在求解亥姆霍兹问题中的优劣，发现对于非静力、滞

弹性、变形网格的ＥＵＬＡＧ模式，采用谱预条件子

的计算效率往往还不如简单的线性松弛预条件子，

甚至出现了个别算例采用线性松弛预条件子能够收

敛，而谱预条件子不能收敛的情况。刘宇等（２００７）

针对ＧＲＡＰＥＳ有限区域模式亥姆霍兹方程１９对角

矩阵的数值特点，通过先构造７对角近似矩阵，尔后

对近似矩阵构造不完全ＬＵ分解预条件，结合ＧＣＲ

迭代构成了目前ＧＲＡＰＥＳ模式的在用解法器（简称

ＬＣ解法器）。一般认为，多重网格具有最佳理论计

算的复杂性，求解问题规模与迭代次数近乎无关，代

数多重网格具有类似的优势（徐小文等，２００７）。代

数多重网格在很多领域的数值模拟中得到应用，例

３３４张理论等：基于并行可扩展科学计算工具集求解ＧＲＡＰＥＳ全球非静力模式亥姆霍兹问题　　　 　　　 　　　　　　　　　



如电磁、心脏生物医学数值模拟、电路模拟和陀螺动

力学湍流模拟等（Ｐｌａｎｋ，ｅｔａｌ，２００７；Ｒｏｂｅｒｔ，ｅｔａｌ，

２００７；Ａｄａｍｓ，ｅｔａｌ，２００７）。ＧＲＡＰＥＳ非静力平衡

全球大气模式的球面三维网格选取复杂，特别是极

点问题带来额外的复杂度，考虑到代数多重网格只

依赖系数矩阵，因而采用代数多重网格方法有望避

开球面粗细网格的人为选择问题。Ｈｙｐｒｅ库是国际

上广受关注的求解大型方程的并行先进预条件库，

其中包含代数多重网格实现。考虑到预条件子选择

的广度和软件实现的复杂性，本文尝试将ＰＥＴＳｃ作

为大气数值模式的高层解法器库和并行编程环境，

利用ＰＥＴＳｃ自身的并行计算性能及其对ｈｙｐｒｅ的

兼容性，对一系列预条件迭代方法进行测试对比。

２　ＧＲＡＰＥＳ模式三维亥姆霍兹方程

２．１　时间离散和方程连续形式

全球ＧＲＡＰＥＳ模式采用非静力、全可压方程组，

水平方向上采用经纬度的球面坐标，垂直方向采用高

度地形追随坐标，空间差分水平方向上采用Ａｒａｋａｗａ

跳点格式，垂直方向采用ＣｈａｒｎｅｙＰｈｉｌｉｐｓ跳点格式，

积分方案使用两时间层的半隐式半拉格朗日时间差

分方案，三维亥姆霍兹方程为关于气压扰动的椭圆方

程。ＧＲＡＰＥＳ模式通过引入“参考廓线”（类似平均状

态）对旋转球坐标系下的原始方程组进行线性化处

理，采用两时间层的半隐式半拉格朗日时间差分方案

（薛纪善等，２００８；胡江林，２００７）。在不考虑物理过程

的情况下，由表征ＧＲＡＰＥＳ绝热过程的方程组可推

得预报变量的隐式时间积分方程组

（π′）
狀＋１
＝ξπ１狌

狀＋１
＋ξπ２狏

狀＋１
＋ξπ３^狑

狀＋１
＋　　　

　　　　ξπ犇（犇３）
狀＋１
狕^ ＋ξπ０ （２）

狌狀＋１ ＝ ξ狌１
１

犪ｃｏｓφ



λ
＋ξ狌２

１

犪


φ
＋ξ狌３



［ ］狕^·
　　　（π′）

狀＋１
＋ξ狌０ （３）

狏狀＋１ ＝ ξ狏１
１

犪ｃｏｓφ



λ
＋ξ狏２

１

犪


φ
＋ξ狏３



［ ］狕^·
　　　（π′）

狀＋１
＋ξ狏０ （４）

狑^狀＋１ ＝ ξ狑１
１

犪ｃｏｓφ



λ
＋ξ狑２

１

犪


φ
＋ξ狑３



［ ］狕^·
　　　（π′）

狀＋１
＋ξ狑０ （５）

（θ′）
狀＋１
＝ξθ３



^狕
（π′）

狀＋１
＋ξθ０ （６）

狇
狀＋１
犻 ＝ξ狇０ （７）

其中，常系数包括ξπ１、ξπ２、ξπ３、ξπ犇、ξ狌１、ξ狌２、ξ狌３、ξ狏１、ξ狏２、

ξ狏３、ξ狑１、ξ狑２、ξ狑３、ξθ３，随时间变化的计算项包括ξ狌０、

ξ狏０、ξ狑０、ξθ０、ξπ０。

２．２　边界条件和空间差分离散

解方程组（２）—（７）的上下边界条件是 狑^＝０，物

理意义是模式大气不能穿越地表和大气模式顶，在

数学上表示为狕^＝０和狕^＝犣犜 处有

ξ狑１
１

犪ｃｏｓφ



λ
＋ξ狑２

１

犪


φ
＋ξ狑３



［ ］狕^ （π′）
狀＋１
＋

ξ狑０ ＝０　　　　　　　　　　　　　

　　全球ＧＲＡＰＥＳ模式东西方向为周期边界条件。

压力变量π、狌、狏定义在半层上，为方便应用上下边

界条件，还向模式底层之下和模式顶层之上各延伸

了半层，将压力变量π定义扩展在这两个延伸的半

层上。地形高度犣犛 定义在π点上，而地形坡度狊狓

和狊狔分别定义在狌、狏点上。南北极区的奇点处理

将水平风速“狏”分量置于两个极地点处，狏的预报采

用诊断的方法，即用最靠近极地一圈来确定极点的

向量风（Ｙａｎｇ，ｅｔａｌ，２００７）。模式方程（２）—（７）中

的所有系数都定义在其相应的预报变量格点上。将

方程式（３）—（６）代入式（２）即得到关于π′的亥姆霍

兹方程，求解出方程后利用式（３）—（７）回代就可实

现半隐式半拉格朗日的时间积分。记差分算符和平

均算符分别为：

犃λ ＝
犃犻＋１／２－犃犻－１／２

δ狓

珡犃λ ＝
犃犻＋１／２－犃犻－１／２

２

则可得到差分形式的关于π′的亥姆霍兹方程（略去

变量撇号）：

π＝ξπ１（ξ狌１πλ＋ξ狌２（珔π
φλ）

φ＋ξ狌３（珔π
狕^λ）^狕＋ξ狌０）

λ
＋

ξπ２（ξ狏１（珔π
λφ）λ＋ξ狏２πφ＋ξ狏３（珔π

狕^φ）^狕＋ξ狏０）
φ＋

ξπ３（ξ狑１（珔π
狕^λ）λ＋ξ狑２（珔π

狕^φ）
φ＋ξ狑３π^狕＋ξ狑０）

狕^
＋

ξπ犇 μφ·（ξ狌１πλ＋ξ狌２（珔π
φλ）

φ＋ξ狌３（珔π
狕^λ）^狕＋ξ狌０）［ λ＋

μφ·（ξ狏１（珔π
λφ）λ＋ξ狏２πφ＋ξ狏３（珔π

狕^φ）^狕＋ξ狏０）φ＋

ξ狑１（珔π
狕^λ）λ＋ξ狑２（珔π

狕^φ）
φ＋ξ狑３π^狕＋ξ狑０）］狕^ ＋犃π （８）

将式（８）展开得到关于气压变量π′代数方程组，该

方程组的大小是气压变量π′的格点个数，现阶段

ＧＲＡＰＥＳ模式的三维亥姆霍兹方程矩阵采用１９点

格式，即每个格点的气压变量π′与它周围的１８个格

点有关，关于气压变量π′的代数方程组的稀疏矩阵

每行最多含１９个不随时间变化的非零元，ＧＲＡＰＥＳ
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模式的三维亥姆霍兹方程展开的代数计算形式参见

相关文献 （薛纪善等，２００８）。

３　ＰＥＴＳｃ和ｈｙｐｒｅ高性能并行软件

ＰＥＴＳｃ和ｈｙｐｒｅ均是受美国能源部先进计算

和模拟计划（ＡＣＴＳ）支持的高层并行数值软件。

ＰＥＴＳｃ主要是阿肯（Ａｒｇｏｎｎｅ）国家实验室联合多家

机构开发，用于并行求解偏微分方程及相关问题

（ＳａｔｉｓｈＢａｌａｙ，ｅｔａｌ，２００６）。ＰＥＴＳｃ是直接建立在

ＭＰＩ标准上更高层并行编程环境和数值集成库。

它通过提供大量面向对象的并行代数数据结构、线

性和非线性解法器和时间积分程序框架等，使用户

能快速构建并行数值程序。ＰＥＴＳｃ包含了当前主

要迭代算法和一些预条件子，用户通过特有的并行

分布数组数据结构（ＤＡ）实现并行数据分布，其并行

数据分布约定对矩阵进行按行剖分。图１给出了

ＰＥＴＳｃ的软件用户视图，ＰＥＴＳｃ自身提供了一整套

偏微分方程数值求解解决方案，支持从时间积分、非

线性解法器到线性方程求解等若干层次的高层编

程，用户只需遵循ＰＥＴＳｃ的数据结构和并行剖分约

定，通过主程序和数据接口转换给出应用问题描述，

调用丰富的ＰＥＴＳｃ功能接口即可快速建立并行数

值程序。可见ＰＥＴＳｃ很好地体现了近年来数值计

算应用领域软件工程思想：即最大限度地将应用问

题物理逻辑与并行数值计算隔离开来，使得应用研

究人员能够专注于应用问题的物理特性本身，而不

是数值计算方法。另外，ＰＥＴＳｃ还可以通过预留的

大量外部接口，实现在用户程序中对一大批外部的

数值计算软件包的直接透明调用。这些外部软件包

包括：更多的预条件子迭代（ｈｙｐｒｅ等）、高效并行直

接解法（ＳｕｐｅｒＬＵｄｉｓｔ等）、网格生成和离散（Ｏｖｅｒ

ｔｕｒｅ等）及并行数据剖分（ＰａｒＭｅｔｉｓ等）等。

图１　ＰＥＴＳｃ的用户使用视图

Ｆｉｇ．１　ＵｓｅｒｖｉｅｗｏｆｔｈｅＰＥＴＳｃ

５３４张理论等：基于并行可扩展科学计算工具集求解ＧＲＡＰＥＳ全球非静力模式亥姆霍兹问题　　　 　　　 　　　　　　　　　



　　Ｈｙｐｒｅ由劳伦斯利弗莫尔（ＬａｗｒｅｎｃｅＬｉｖｅｒ

ｍｏｒｅ）国家实验室牵头研制，是一个求解大型稀疏

线性系统的高性能预条件库，针对大型稀疏线性方

程组，集成了计算数学领域最新的并行预条件子。

Ｈｙｐｒｅ支持“灰箱”算法，用户的应用代码通过

Ｈｙｐｒｅ特有的线性系统概念接口访问库中的各种解

法器，该概念接口可实现对于许多应用问题的自然

描述，包括基于离散格式模版的结构化、半结构化、

有限元非结构化和代数矩阵接口，这种“概念接口”

是Ｈｙｐｒｅ的一个鲜明的软件特色（Ｆａｌｇｏｕｔ，ｅｔａｌ，

２００６）。Ｈｙｐｒｅ提供的克雷洛夫子空间迭代法包括

ＧＭＲＥＳ、ＣＧＮＲ、ＢｉＣＧＳｔａｂ 等，这 里 采 用 了

ＧＭＲＥＳ方法（Ｓａａｄ，ｅｔａｌ，１９８６）。预条件子覆盖简

单的（块）对角预条件、并行不完全ＬＵ分解预条件

（ＥＵＣＬＩＤ）、稀疏近似逆（Ｐａｒａｓａｉｌｓ）和代数多重网

格（ＢｏｏｍｅｒＡＭＧ）等。代数多重网格ＢｏｏｍｅｒＡＭＧ

算法具备丰富的参数设置选择，包括并行粗化方法

（ＣＬＪＰ粗化、经典 ＲＳ 粗化等），松弛策略（比如

ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ松弛、Ｊａｃｏｂｉ或加权Ｊａｃｏｂｉ松弛）等

（Ｆａｌｇｏｕｔ，２００６）。Ｐａｒａｓａｉｌｓ是Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数意义

下的稀疏近似逆预条件子，若矩阵对称，则可得到分

解稀疏近似逆（Ｃｈｏｗ，２００１）。ＥＵＣＬＩＤ 是一种注

重扩展性的并行不完全ＬＵ 分解（ＩＬＵ）预条件子

（Ｈｙｓｏｍ，ｅｔａｌ，２００１）。

４　数值试验与分析

４．１　采用的预条件迭代组合

克雷洛夫迭代方法选择ＧＭＲＥＳ（广义最小剩

余），预条件子采用５种。

（１）ＪＡＣＯＢＩ：块雅克比预条件；

（２）ＥＵＣＬＩＤ：默认采用ＩＬＵ（１）不完全ＬＵ分

解预条件，来自Ｈｙｐｒｅ实现；

（３）ＰＡＲＡ：Ｐａｒａｓａｉｌｓ（ＰＡＲＡ）是稀疏逼近逆预

条件子的一个重要实现，采用预先设定的稀疏矩阵

非零元形式，通过阀值，矩阵方幂次数和后滤波等参

数调节预条件子的质量；

（４）ＡＭＧ：代数多重网格方法（ＢｏｏｍｅｒＡＭＧ实

现），默认选择 Ｖ循环格式，松弛格式采用Ｊａｃｏｂｉ／

ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ混合，内点用 ＧｕａｓｓＳｅｉｄａｌ，拟边界点

用Ｊａｃｏｂｉ，最粗层用高斯消去法；强连通阀值采用

０．５，最大网格层数２０；

（５）ＳＣＨＷＡＲＺ：单层重叠加性Ｓｃｈｗａｒｚ预条

件，其软件实现来自ＰＥＴＳｃ。

采用ＧＲＡＰＥＳ模式在用的不完全ＬＵ分解预

条件ｇｃｒ迭代作为对照，称之为ＬＣ解法器（刘宇，

曹建文，２００８）。迭代判敛准则取迭代残差Ｌ２范数

不超过１０－１５，测试ＧＲＡＰＥＳ模式不含辐射和陆面

过程的单个积分中间步的墙钟时间，不统计Ｉ／Ｏ

时间。

４．２　数值试验

测试平台主要采用双ＣＰＵ安腾２机群，共７个

节点，单节点４个ＣＰＵ，共２８个ＣＰＵ，主频１．６ＧＨｚ，

节点内存４ＧＢ，千兆以太网。操作系统版本Ｒｅｄｈａｔ

ＡＳ４２．６．１８，Ｉｎｔｅｌ编译器版本９．０１，并行软件包括

ＭＰＩＣＨ２．０９７，ＰＥＴＳｃ２．３．２，ｈｙｐｒｅ２．０等。

４．２．１　算例１

全球平衡流理想场试验：网格规模１４４×７２×

３３，自变量个数为３４２１４４。表１给出了算例１单步

时间积分的预条件并行迭代墙钟时间，并行规模涉

及单ＣＰＵ到２８个ＣＰＵ并行。

表１　算例１预条件单步迭代并行计算

的墙钟时间（单位：ｓ）

Ｔａｂｌｅ１　Ｗａｌｌｔｉｍｅｏｆｔｈｅｐａｒａｌｌｅｌｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄｉｔｅｒａｔｉｏｎ

ｆｏｒｔｈｅｉｄｅａｌｄａｔａｓｅｔｐｅｒｓｔｅｐ（ｕｎｉｔ：ｓ）

预条件
并行规模（ＣＰＵ）


１ ４ ７ １４ ２８

ＡＭＧ １８．８１ ５．０５ ２．６２ １．３５ ０．８７

ＬＣ ２２．０２ ８．７５ ４．２８ ３．８８ ３．９４

ＥＵＣＬＩＤ ５７．８４ ２０．７９ ９．８８ ６．４５ ３．３０

ＰＡＲＡ １０８．９１ ４２．２４ １７．５３ ９．７２ ４．８７

ＳＣＨＷＡＲＺ ４５．６０ １９．４７ ７．５８ ４．３９ ２．６２

ＪＡＣＯＢＩ １８１．６３ ６９．２０ ２８．０７ １６．８２ ９．２２

　　图２给出了算例１不同预条件迭代的性能。其

中图２ａ给出多种预条件迭代相对ＬＣ解法器而言

的墙钟时间加速，旨在考察测试平台最大并行规模

（２８个处理器并行）下预条件子之间的性能差异，考

虑到ＬＣ解法器为ＧＲＡＰＥＳ全球模式的在用方法，

以ＬＣ预条件子对应墙钟时间为基数，得到各个预

条件子相对ＬＣ预条件子的加速倍数狋ＬＣ／狋；图２ｂ

给出了各个预条件迭代自身的并行计算加速比。

４．２．２　算例２

全球真实数据场试验：采用全物理过程和实际

观测数据，网格规模７２０×３６１×３３，自变量个数为

８５７７３６０，该分辨率接近于目前业务模式的网格规

模。表２给出７、１４和２８个ＣＰＵ并行规模的迭代

墙钟时间。
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图２　算例１不同预条件迭代的性能

（ａ．各预条件迭代相对ＬＣ解法器的加速倍数；ｂ．预条件迭代并行加速比曲线）

Ｆｉｇ．２　Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒｓｆｏｒｔｈｅｉｄｅａｌｄａｔａｓｅｔ

（ａ．ｒａｔｉｏｖｓ．ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ；ｂ．ｐａｒａｌｌｅｌｓｐｅｅｄｕｐｃｕｒｖｅｏｆｅａｃｈｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ）

表２　算例２预条件单步迭代并行计算

墙钟时间（单位：ｓ）

Ｔａｂｌｅ２　Ｗａｌｌｔｉｍｅｏｆｔｈｅｐａｒａｌｌｅｌｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄ

ｉｔｅｒａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｒｅａｌｄａｔａｓｅｔｐｅｒｓｔｅｐ（ｕｎｉｔ：ｓ）

预条件
并行规模（ＣＰＵ）


７ １４ ２８

ＡＭＧ ３２５．３７ １６７．１５ １００．８２

ＬＣ １７５．９３ １６２．２３ １６０．６０

ＥＵＣＬＩＤ １３７６．３０ １０１８．６７ ４４９．１５

ＳＣＨＷＡＲＺ ４９７．３４ ２８１．２０ ２６３．９２

　　图３给出了算例２的相对并行加速比（相对并

行规模为７个ＣＰＵ时），由于内存受限，并行计算最

小规模为７个ＣＰＵ任务并行。图４为几种主要预

条件迭代的下降曲线。

图３　算例２的相对并行加速比

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｌａｔｉｖｅｓｐｅｅｄｕｐｓｆｏｒｔｈｅｒｅａｌｄａｔａｓｅｔ

图４　算例２预条件迭代的残差下降曲线

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｓｉｄｕａｌｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄ

ｉｔｅｒａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｒｅａｌｔｅｓｔｄａｔａｓｅｔ

４．３　结果分析和进一步讨论

算例１：表１显示在并行规模１４个ＣＰＵ以下，

各个解法器墙钟时间按由小到大的顺序均为ＡＭＧ

－ＬＣ－ＳＣＨＷＡＲＺ－ＥＵＣＬＩＤ－ＰＡＲＡ－ＪＡＣＯ

ＢＩ，而 在 ２８ 任 务 并 行 时，顺 序 为 ＡＭＧ －

ＳＣＨＷＡＲＺ－ＥＵＣＬＩＤ－ＬＣ－ＰＡＲＡ－ＪＡＣＯＢＩ，

ＬＣ解法器性能随着并行规模的增大没有明显改

善。图２ａ中给出了２８任务并行时各个预条件迭代

相对ＬＣ解法器的性能加速倍数，其中 ＡＭＧ预条

件迭代的加速倍数达到４．５，ＳＣＨＷＡＲＺ预条件迭

代的加速倍数为１．５。图２ｂ的加速比曲线展示了

各解法器的并行可扩展性能，其中ＬＣ可扩展性最

７３４张理论等：基于并行可扩展科学计算工具集求解ＧＲＡＰＥＳ全球非静力模式亥姆霍兹问题　　　 　　　 　　　　　　　　　



差，在并行规模超过７时加速比曲线非常平缓，并行

加速效果差；ＡＭＧ可扩展性最好，加速比曲线接近

线性。图５中ＡＭＧ的迭代下降曲线非常陡，只需

犗（１０）量级的迭代收敛次数 （１１ 次），而 ＬＣ、

ＳＣＨＷＡＲＺ和ＥＵＣＬＩＤ的下降曲线比较平缓，需

犗（１００）量级的迭代收敛次数，当残差小于１０－８时三

者的下降轨迹比较接近。

图５　算例１预条件迭代的残差下降曲线

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｓｉｄｕａｌｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄ

ｉｔｅｒａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｉｄｅａｌｄａｔａｓｅｔ

　　算例２：表２显示ＬＣ解法器在７和１４个ＣＰＵ

并行规模具备时间优势，在２８个 ＣＰＵ 并行时

ＡＭＧ预条件迭代最快。图３显示ＬＣ解法器的相

对并行加速很差，ＡＭＧ预条件迭代相对并行加速

接近线性，而ＳＣＨＷＡＲＺ和ＥＵＣＬＩＤ预条件迭代

则互有交替。图４中 ＡＭＧ下降曲线非常陡，收敛

迭代步数为犗（１０）量级（２６次），而ＬＣ、ＳＣＨＷＡＲＺ

和ＥＵＣＬＩＤ下降曲线相对平缓，迭代次数在５００—

８００；ＬＣ轨迹曲线是单调下降的，而ＳＣＨＷＡＲＺ和

ＥＵＣＬＩＤ的轨迹曲线中出现了回折。

讨论：测试机群平台采用千兆以太网，相对较高

端的光纤互联而言，该平台存在通信瓶颈，这凸现放

大了解法器的并行可扩展性。针对两个算例，ＬＣ

解法器在７、１４和２８个ＣＰＵ并行的并行加速不明

显，甚至出现无加速情形，而其他预条件特别是ＡＭＧ

预条件迭代则接近线性加速，且ＡＭＧ迭代的墙钟时

间在２８个ＣＰＵ并行规模下明显低于ＬＣ解法器的墙

钟时间。由此可见，所有测试的解法器中，ＬＣ解法器

的并行可扩展性最差，ＡＭＧ预条件迭代的可扩展性

最好。ＡＭＧ预条件迭代在具有通信瓶颈的机群上尚

能得到拟线性加速，因而可预测ＡＭＧ预条件迭代在

高端并行机可得到更好的性能。为进一步说明ＡＭＧ

预条件迭代的并行可扩展性，表３给出了算例２在基

于Ｉｎｆｉｎｉｂａｎｄ互联的至强集群平台（单计算结点含两

颗主频３．０ＧＨｚ的至强Ｅ５４５０四核处理器，共享内

存３２ＧＢ，迭代残差Ｌ２范数不超过１０－１２）上的ＬＣ和

ＡＭＧ预条件迭代时间结果，图６给出两种预条件迭

代的相对加速比曲线。从中不难发现ＡＭＧ预条件

迭代在高端的Ｉｎｆｉｎｉｂａｎｄ互联平台上同样具有较好的

并行可扩展性。

表３　算例２单步迭代在至强集群上

墙钟时间 （单位：ｓ）

Ｔａｂｌｅ３　ＷａｌｌｔｉｍｅｏｎｔｈｅＸｅｏｎｃｌｕｓｔｅｒｆｏｒｔｈｅ

ｒｅａｌｄａｔａｓｅｔｐｅｒｓｔｅｐ（ｕｎｉｔ：ｓ）

预条件
并行规模（ＣＰＵ）


８ １６ ３２ ６４ １２８ ２５６

ＡＭＧ ５３．１８ ２５．１６ １３．９３ ８．１２ ３．９７ ２．１６

ＬＣ １５５．８８ ８３．０４ ４２．６４ ２５．４７ ２１．１４ １１．２４

图６　算例２在至强集群上的相对并行加速比

Ｆｉｇ．６　ＲｅｌａｔｉｖｅｓｐｅｅｄｕｐｓｏｎｔｈｅＸｅｏｎ

ｃｌｕｓｔｅｒｆｏｒｔｈｅｒｅａｌｄａｔａｓｅｔｔｅｓｔ

５　结论和展望

将ＰＥＴＳｃ数值并行计算平台用于ＧＲＡＰＥＳ全

球非静力模式，结合 Ｈｙｐｒｅ高性能预条件库，建立了

统一的非静力平衡模式亥姆霍兹方程并行解法器比

较研究平台。针对ＧＲＡＰＥＳ全球理想场和实际场算

例，对比分析了ＧＲＡＰＥＳ在用ＬＣ解法器、代数多重

网格预条件迭代、重叠加性Ｓｃｈｗａｒｚ区域分解预条件

迭代、并行不完全ＬＵ分解和并行稀疏近似逆预条件

迭代等求解性能。结果显示代数多重网格预条件迭

代兼具墙钟时间和并行可扩展性优势，代数多重网格
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预条件克雷洛夫迭代有望成为解决未来更高分辨率

ＧＲＡＰＥＳ全球非静力平衡大气模式三维亥姆霍兹方

程大规模并行计算瓶颈的有效方案。

文中讨论的预条件解法器多数来自 Ｈｙｐｒｅ库，

未来可考虑对更广泛并行算法库进行分析对比，例

如Ｔｒｉｌｌｉｏｎｓ和具有较好扩展性的并行稀疏直接解

法器ＳｕｐｅｒＬＵｄｉｓｔ等；受测试平台和算例限制，未

来需要对更高分辩率的全球非静力模式和更大并行

计算规模进行研究；就目前的网格设计和数据剖分

而言，并行负载平衡将是未来高分辨率ＧＲＡＰＥＳ全

球模式亥姆霍兹并行计算的主要技术障碍之一，而

ＰＥＴＳｃ软件恰恰不具备自适应负载平衡能力，这就

需要在进一步优化全球模式网格设计的基础上，研

究负载平衡的数据剖分并行算法；陈嘉滨等（２００６）

指出，在非静力平衡模式中可通过ＪＦＮＫ方法直接

求解非线性方程，从而避免难解的亥姆霍兹问题。

ＰＥＴＳｃ库提供了丰富的非线性方程解法器和相关

辅助功能，因而未来基于 ＰＥＴＳｃ并行环境实现

ＪＦＮＫ方案将是一个有效便捷的途径。

目前很多预条件的性能调整可以通过丰富的参

数设置来实现，限于篇幅内容，文中只给出默认参数

设置的性能结果；关于ＰＥＴＳｃ并行程序设计及其与

数值模式的衔接技巧，将在另文给出。ＰＥＴＳｃ与

Ｍｋｌ、Ｎａｇ等传统数学库不同，它是开源的数值并行

库，也是一个高层并行应用开发和解题环境，提供了

从模型建模到实现的一整套并行软件编程环境和丰

富的外部高级数值软件接口。在国际上，ＰＥＴＳｃ作

为数值并行计算和应用领域的共识，已逐渐被一些

大学列为从事并行应用开发的高级课程，受到许多

科研机构包括工业界的重视。中国关于ＰＥＴＳｃ的

实际并行应用较少，在气象数值模式的应用也鲜有

报道。期望本文粗浅的工作能为气象数值模式的高

效并行计算提供一些新的思路和参考。

　　致谢：本文研究工作得到了中国气象局沈学顺、伍湘君

和杨学胜研究员等多位同仁的支持和帮助，谨表谢意。

参考文献

陈达段，何幼桦．２００４．非静力旋转流体方程初值问题的适定性．应用

数学和力学，２５（３）：２６２２７０

陈嘉滨，纪立人，陈长胜等．２００６．ＪＦＮＫ方法概述及其在大气全隐式

非静力模式中的应用方案．大气科学，３０（５）：８２１８３３

胡江林．２００７．高分辨率数值模式气压梯度力算法研究［Ｄ］．南京：南

京信息工程大学，１４３ｐｐ

刘宇，曹建文．２００８．适用于ＧＲＡＰＥＳ数值天气预报软件的ＩＬＵ预

条件子．计算机工程与设计，２９（３）：７３１７３４

徐小文，莫则尧．２００７．并行代数多重网格算法可扩展性能分析．计算

物理，２４（４）：３８７３９４

薛纪善，陈德辉．２００８．数值预报系统ＧＲＡＰＥＳ的科学设计和应用．

北京：科学出版社，３８３ｐｐ

ＡｄａｍｓＭＦ，ＮｉｓｈｉｍｕｒａＹ．２００７．Ｐａｒａｌｌｅｌａｌｇｅｂｒａｉｃｍｕｌｔｉｇｒｉｄｍｅｔｈ

ｏｄｓｉｎｇｙｒｏｋｉｎｅｔｉｃｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ．ＣｏｍｍｕｎＣｏｍｐｕｔ

Ｐｈｙｓ，２（５）：８８１８９９

ＣｈｅｎＳｈｕｈｕａ，Ｓｕｎ Ｗｅｎｙｉｎ．２００１．Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｅ ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ

ｍｅｔｈｏｄａｎｄａｆｌｅｘｉｂｌｅｈｙｂｒｉｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｉｎａｎｏｎｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃ

ｍｏｄｅｌ．ＭｏｎＷｅａＲｅｖ，１２５（４）：２６６０２６７６

ＣｈｏｗＥｄｍｏｎｄ．２００１．Ｐａｒａｌｌｅｌｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎａｎｄｐｒａｃｔｉｃａｌｕｓｅｏｆ

ｓｐａｒｓｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｉｎｖｅｒｓｅｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒｓｗｉｔｈａｐｒｉｏｒｉｓｐａｒｓｉｔｙ

ｐａｔｔｅｒｎｓ．ＩｎｔＪＨｉｇｈＰｅｒｆＣｏｍｐｕｔＡｐｐｓ，１５：５６７４

ＥｒｌａｎｇｇａＹＡ．２００８．Ａｄｖａｎｃｅｓｉｎｉｔｅｒａｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄｓａｎｄｐｒｅｃｏｎｄｉ

ｔｉｏｎｅｒｓｆｏｒｔｈｅ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚｅｑｕａｔｉｏｎ．ＡｒｃｈＣｏｍｐｕｔ Ｍｅｔｈｏｄｓ

Ｅｎｇ，１５（１）：３７６６

ＦａｌｇｏｕｔＲＤ，ＪｏｎｅｓＪＥ，ＹａｎｇＵ Ｍ．２００６．Ｔｈｅｄｅｓｉｇｎａｎｄｉｍｐｌｅ

ｍｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｈｙｐｒｅ，ａｌｉｂｒａｒｙｏｆｐａｒａｌｌｅｌｈｉｇｈｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｐｒｅ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒｓ，ｃｈａｐｔｅｒｉｎｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｐａｒｔｉａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ

ｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｎｐａｒａｌｌｅｌｃｏｍｐｕｔｅｒｓ．ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，５１：２６７２９４

ＦａｌｇｏｕｔＲＤ．２００６．Ａｎｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎｔｏａｌｇｅｂｒａｉｃｍｕｌｔｉｇｒｉｄ，ｃｏｍｐｕ

ｔｉｎｇｉｎｓｃｉｅｎｃｅａｎｄｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ．ＳｐｅｃｉａｌｉｓｓｕｅｏｎＭｕｌｔｉｇｒｉｄＣｏｍ

ｐｕｔｉｎｇ，８（６）：２４３３

ＦａｌｇｏｕｔＲＤ，ＴｚａｎｉｏＫｏｌｅｖ，ＰａｎａｙｏｔＶａｓｓｉｌｅｖｓｋｉ．２００７．Ａｌｇｅｂｒａｉｃ

ＭｕｌｔｉｇｒｉｄＭｅｔｈｏｄｓｆｏｒＬａｒｇｅＳｃａｌｅＥｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃＰｒｏｂｌｅｍｓ．

ＬａｗｒｅｎｃｅＬｉｖｅｒｍｏｒｅＮａｔｉｏｎａｌＬａｂｏｒａｔｏｒｙ，ｈｔｔｐ：∥ｓｃｉｅｎｃｅ．ｅｎｅｒ

ｇｙ．ｇｏｖ／～／ｍｅｄｉａ／ａｓｃｒ／ｐｄｆ／ｒｅｓｅａｒｃｈ／ａｍ／０７ａｃｃｏｍｐｐｄｆｓ

ＨｙｓｏｍＤ，ＰｏｔｈｅｎＡ．２００１．Ａｓｃａｌａｂｌｅｐａｒａｌｌｅｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅ

ｆａｃｔｏｒｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ．ＳＩＡＭＪＳｃｉＣｏｍｐｕｔ，２２（６）：２１９４２２１５

ＰｌａｎｋＧ，ＬｉｅｂｍａｎｎＭ，ＷｅｂｅｒＲ，ｅｔａｌ．２００７．Ａｌｇｅｂｒａｉｃｍｕｌｔｉｇｒｉｄ

ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒｆｏｒｔｈｅｃａｒｄｉａｃＢｉｄｏｍａｉｎｍｏｄｅｌ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓＢｉｏ

ｍｅｄｉｃａｌＥｎｇｉｎ，５４（４）：５８５５９６

ＳａａｄＹ，ＳｃｈｕｌｔｚＭ Ｈ．１９８６．Ａｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｍｉｎｉｍａｌｒｅｓｉｄｕａｌａｌｇｏ

ｒｉｔｈｍｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇｎｏｎｓｙｍｍｅｔｒｉｃｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓ．ＳｃｉＳｔａｔＣｏｍ

ｐｕｔ，７：８５６８６９

ＳａｔｉｓｈＢａｌａｙ，ＫｒｉｓＢｕｓｃｈｅｌｍａｎ，ｅｔａｌ．２００６．ＰＥＴＳｃＵｓｅｒｓＭａｎｕａｌ

Ｒｅｖｉｓｉｏｎ２．３．２，ＡｒｇｏｎｎｅＮａｔｉｏｎａｌＬａｂｏｒａｔｏｒｙ，ｈｔｔｐ：∥ｗｗｗ．

ｍｃｓ．ａｎｌ．ｇｏｖ／ｐｅｔｓｃ／ｐｅｔｓｃ２／ｄｏｗｎｌｏａｄ

ＳｋａｍａｒｏｃｋＷ Ｃ，ＰｉｏｔｒＫ，ｅｔａｌ．１９９７．Ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄｃｏｎｊｕｇａｔｅｄ

ｒｅｓｉｄｕａｌｓｏｌｖｅｒｓｆｏｒｈｅｌｍｈｏｌｔｚｅｑｕａｔｉｏｎｓｉｎｎｏｎｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃｍｏｄ

ｅｌｓ．ＭｏｎＷｅａＲｅｖ，５８７５９９

ＳｍｏｌａｒｋｉｅｗｉｃｚＰＫ，ＴｅｍｐｅｒｔｏｎＣ，ＴｈｏｍａｓＳＪ，ｅｔａｌ．２００４．Ｓｐｅｃ

ｔｒａｌｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒｆｏｒｎｏｎｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃｍｏｄｅｌｓ：Ｅｘ

ｔｒｅｍｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ∥Ｐｒｏｃ．ｏｆ２００４ＳｅｍｉｎａｒｏｎＲｅｃｅｎｔＤｅｖｅｌｏｐ

ｍｅｎｔｓｉｎＮｕｍｅｒｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｆｏｒＡｔｍｏｓｐｈｅｒｅａｎｄＯｃｅａｎＭｏｄｅｌ

ｌｉｎｇ，Ｒｅａｄｉｎｇ，ＵＫ，２０３２２０

ＴｈｍｏａｓＳｔｅｐｈｅｎＪ，ＪｏｓｈｕａＰ，ｅｔａｌ．２００３．Ｓｐｅｃｔｒａｌｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ

ｆｏｒｎｏｎｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃｍｏｄｅｌｓ．Ｍｏｎ ＷｅａＲｅｖ，１３１

（１０）：２４６４２４７８

ＹａｎｇＸｕｅｓｈｅｎｇ，ＣｈｅｎＪｉａｂｉｎ，ＨｕＪｉａｎｇｌｉｎ，ｅｔａｌ．２００７．Ａｓｅｍｉｉｍ

ｐｌｉｃｉｔｓｅｍｉｌａｇｒａｎｇｉａｎｇｌｏｂａｌｎｏｎｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃｍｏｄｅｌａｎｄｔｈｅｐｏｌａｒ

ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅ．ＳｃｉＣｈｉｎａＳｅｒｉｅｓＤ：ＥａｒｔｈＳｃｉ，５０（１２）：

１８８５１８９１

９３４张理论等：基于并行可扩展科学计算工具集求解ＧＲＡＰＥＳ全球非静力模式亥姆霍兹问题　　　 　　　 　　　　　　　　　


