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全型涡度方程和经典涡度方程比较
X
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(中国科学院大气物理研究所,

大气科学和地球流体力学数值模拟国家重点实验室( LASG) ,北京, 100029)

摘　　要

在简要回顾经典涡度方程和全型涡度方程推导的基础上,比较了两种涡度方程的异同。

集中讨论全型涡度方程新的物理内涵, 证明了与稳定度和斜压性变化(锋生、锋消过程)相联

系的内部强迫以及与摩擦耗散和非绝热加热相联系的外部强迫所诱发的涡度发展的机制。

最后, 指出了全型涡度方程的天气和气候应用前景。
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1　引　言

涡度是流体动力学的一个基本概念
[ 1]
,它描述一个质块在空间中如何旋转,并与各种

流体现象紧密联系。从行星尺度波动到天气尺度的气旋,其垂直涡度分量 Fz 尤为重要。气
旋、低涡、台风、冷暖锋面具有大的正 Fz ,而阻塞高压和副热带高压则以大范围的负涡度为
特征,它们的生成、发展和减弱均可用其垂直涡度的变化加以表述[ 2]。

垂直涡度方程(下面简称涡度方程,或 VE)是一个基本方程。它描述流体质块在运动

中的涡度变化,因此是大气科学和流体力学中的一个基本方程,被广泛地用于天气和气候

的分析、预报和理论研究。

经典的涡度方程在过去的世纪中得到广泛应用,在推动长波理论、能量频散和数值天

气预报的发展中起着重要作用。由于它是直接从动量方程导出的,具有明显的动力特征。

天气实践表明[ 3] ,激烈的天气过程和气候异常往往与大气的稳定度和斜压性的变异紧密

相关,但这些热力因子均不显式出现在该方程中,因此经典涡度方程的应用存在局限性。

基于Ertel
[ 4]
位涡理论。吴国雄和刘还珠

[ 5, 6 ]
导得全型涡度方程。该方程不仅克服了经

典涡度方程的上述局限性, 还包含了外界动力和热力强迫对涡度变化的影响,因此更具普

遍性。

本文在文献[ 6]的基础上, 对上述两种涡度方程进行比较,证明了全型涡度方程新的

物理内涵及其天气气候意义。为系统起见,在第 2节简单介绍两种涡度方程的推导。在此

基础上,第 3节对两种涡度方程加以比较。第 4节系统介绍了全型涡度方程新的物理含
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义,结论和讨论由第 5节给出。

2　经典涡度方程和全型涡度方程

2. 1经典涡度方程

对三维动量方程求矢量积分可得如下三维涡度方程

F
_
õ

a + F
_

a¨ õV = ¨p ×¨A+ ( F
_

a õ¨) V + ai + bj + ck ( 1)

其中F
_

a= ¨×V+ 28 为三维绝对涡度, V为三维风矢,¨= 5
5x i+

5
5y j +

5
5zk为三维哈密顿

算子, A
·

=
dA
dT

= (
5
5t + V·¨) A 为三维全微分算子,而 i , j , k分别为向东、向北和向上的单

位矢量。方程右端第一项为压-容力管项,而 a, b, c分别代表F沿 i, j , k方向的涡度强迫源

F分量。

用 k点乘式( 1)便得到经典的涡度方程

F
õ
+ ( f + F)¨ õV + Bv = N z + N

_
a õ¨w + c ( 2)

其中N z= k·¨p×¨A代表力管数, f 为科氏参数, B= 5f
5y , w 为V的垂直分量。为方便起

见,这里及下文中一律记 Fz 为 F。如定义

F (F) =
dF
dt

+ Bv + ( f + F)¨ õV ( 3)

则经典涡度方程( 2)可写为

FTVE (F) = ( F
_
a õ¨) w + N z + k õF ( 4)

如把三维绝对涡度 F
_

a 分解为垂直分量和水平分量,并采用通常的气象近似,在不考虑外

源时式( 4)可展开为

FTVE(F) = ( f + F) 5w
5z +

( a)

(
5u
5z õ

5w
5y -

5T
5z õ

5X
5x ) +

( c)

- z

( 5)

其中( a)和( c)各为(垂直)伸展项和扭曲项。式( 5)即为教科书上常用的涡度方程。

2. 2　全型涡度方程

依文献[ 6]步骤,引入 Ertel位涡
[ 4]

P = AF
_

a õ¨H ( 6)

其中 H为位温, A为比容,由此得

A( f + F) =
P
Hz - Ä × V õ¨hH

Hz 　　　　(Hz≠ 0) ( 7)

其中 Hz= 5H
5z为静力稳定度,¨h= 5

5x i+
5
5y j 为水平哈密顿算子。定义热力学参数

CD = Ä × V õ¨hH
Hz 　　　　　　　　(Hz ≠ 0) ( 8)

并利用关系

d[A( f + F) ]
dt = A[ d( f + F)

dt + ( f + F) ¨ õV] ( 9)

对式( 7)两边求全微商便得到全型涡度方程

386 气　　象　　学　　报　　　　　　　　　　　　　　　59 卷



FCVE(F) =
dF
dt

+ Bv + ( f + F) ¨ õV = Q d
dt
[
P
Hz - CD ]　　(Hz ≠ 0) ( 10)

　　注意到式( 8)中的
û̈ hHû
Hz 表示 H面的倾斜,所以参数 CD代表着单位质量气块的水平

涡度向垂直涡度的映射。而 C
·

D代表着这种映射率对垂直涡度变化的影响。把式( 8)代入

式( 10) ,全型涡度方程还可写成

FCVE (F) = -
1
AHz [NzH

õ
z + NsH

õ
s + Hs N

õ
s]　　　　　　(Hz ≠ 0) ( 11)

其中 Hs= û¨hHû为¨H的水平分量的强度, 而 Nz和 Ns 分别为比绝对涡度的垂直和水平分
量,即

N
_
= AF

_
a = Nss + Nzk

Nz = k õAF
_

a = A( f + F)

Ns = s õAF
_

a = Ä × V õ
¨hH
û̈ hHû ( 12)

式中的 s为沿着 H的水平梯度方向的单位矢量,即

s =
¨hH
û¨hHû ( 13)

利用如下关系

d
dt
Hz = 5

5z
dH
dt

-
5V
5z õ¨H ( 14)

d
dt
Hs = 5

5s
dH
dt

-
5V
5s õ¨H ( 15)

式( 11)可写成:

FCVE(F) = ( F
_

a õ¨) w +

　　( a & c)

( F
_

a õ¨) Vh õ¨
hH
Hz -

( b & d)

　　　　　

A- 1N
õ
sû̈ hHû
　Hz

( e)　
　　　　　　　　　　

(Hz ≠ 0) ( 16)

式( 10) , ( 11)和( 16)即为全型涡度方程的不同表达形式。

3　经典涡度方程和全型涡度方程比较

3. 1　两方程的一致性

式( 16)中的( e)项描述了水平涡度变化对垂直涡度发展的贡献;下面将证明( b & d)

项描述了稳定度和斜压性的改变对垂直涡度发展的贡献, 它们均不显示地存在经典涡度

方程中。注意到只有当 H面为倾斜时这些项才存在。当 H面为水平分布时,¨hH≡0, 式

( 16)中的( e)和( b & d)项也为零。另一方面经典涡度方程( 4)中的力管数项 N z也不显式

出现在全型涡度方程( 16)中。但由于力管的方向与 H面平行, 当H面为水平时力管也呈水
平分布,这时力管数N z≡0。于是,在无摩擦场合(有摩擦不影响结论) ,两方程均只保留了
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( a & c)项,即:

FCVE(F) = FTVE (F) = F
_

a õ¨w =

( f + F) 5w5z + ( 5u5z õ
5w
5y - 5v

5z õ
5w
5x )　　　　¨hH≡ 0 ( 17)

这时两个方程趋于一致。这就是说,在 H为水平面的场合, 除了 B-效应外,质块运动中的

垂直伸展和扭曲作用控制着其涡度的变化。

3. 2　两方程的差异

方程( 16)与( 4)的显著区别是增加了与 H面倾斜相联系的“斜压项”( e和 b & d)。暂

不考虑水平涡度变化项( e) ,先集中分析新增项( b & d)与经典项( a & c)的相对重要性。为

此我们引入一个比率R去表征两项的相对大小,即

R= û( b & d)∶( a & c) û=

û( F
_

a õ¨) Vh õ
¨hH
Hz ∶( F

_
a õ¨) wû= û

Vh

w
ûtan D

( 18)

式中 tan D= û
¨hH
Hz û代表了 H面的倾斜程度, 由式( 18)的定义可见,R> 1意味着倾斜项( b

& d)比经典项( a & c)更重要,它意味着当 H面的倾斜程度

tan D= û¨hH
Hz û≥ û w

Vh
û ( 19)

时,倾斜项对涡度发展的贡献要远超过延伸项和扭曲项而不能被忽略。对于大尺度运动来

说,式( 19)的阈值为 10- 3～10- 2,相当于一个典型冷锋的倾斜程度,表明倾斜项对锋面气

旋的发展来说是重要的。当这一倾斜度变得很大时,由于 H面倾斜所诱发的涡度发展可以
远远超过延伸和扭曲效应而变得非常激烈,导致严重天气事件的发生

[ 7]
。

4　全型涡度方程新的物理内涵

把式( 16)中的三维绝对涡度分解为垂直和水平分量, 可得如下的全型涡度方程的展

开式

FCVE (F) = ( f + F) 5w5z +

( a)

( f + F)
5Vh

5Z õ
¨hH
Hz +

　 ( b)
　　　　　　　　　　　　　

　　　
(
5u
5z õ

5w
5y -

5v
5z õ

5w
5x ) +

( c)　

Fs 5Vh

5s õ¨hH
Hz -

( d)

A- 1N
õ
sHs

Hz
( e)

　　　　
(Hz ≠ 0) ( 20)

其中的垂直延伸项( a)和扭曲项( c)与经典涡度方程( 5)一致, 其物理意义已在教科书中讨

论过,这里不再赘述。关于水平涡度变化的贡献项( e)涉及其它的动力过程,将另文予以讨

论。这里集中分析式( 20)中项( b)和( d)的物理意义。为简单起见, 假设大气是无摩擦和绝

热的,满足地转和静力平衡,并采用 P-坐标。这时 Ertel位涡成为
[ 5]

P = - g( f + F)Hp - Kû¨pHû2
= const ( 21)

其中¨pH为P-坐标面上的 H水平梯度, K= Ag
f H0 , 而H0为H在P0= 1000 hPa上的值。易于证

明,这时全型涡度方程( 11)变成为
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　　　　　FCVE( F) =
1
gHp [ NpH

õ
p + NsH

õ
s + Hs N

õ
s]　　　(Hp ≠ 0) ( 22)

其中

P = NpHp + NsHs　　　　　
¨H= ¨pH- QgHpk

N
_

= AF
_

a = - gN
_

×
5Vh

5p + A( f + Fp ) k

Ns = s õAF
_

a = Ä ×V õ ¨hH
û̈ hHû ( 23)

按照推导式( 20)的途径,可得 P-坐标下相对应的涡度方程,这时,与式( 20)中对应的( b)

项和( d)项变为:

( b) = [ ( f + Fp ) 5Vh

5p õ¨pH
Hp ]　　　　

( d) = [ - Ag - 1Fs
5Vh

5s õ
¨pH
Hp ]

( 24)

其中 Fp 为 P-坐标中的垂直涡度分量。为方便讨论, 这里暂时假定水平位温的梯度方向指

向东,即 s= i。

4. 1　静力稳定度的影响

把式( 24)中的项( b)写为标量形式

( b) = ( f + Fp ) upHxH- 1
p

设大气是惯性稳定的( f + Fp> 0)和静力稳定的(Hp< 0) ;其位温随 x 线性增加( Hx> 0) ; 其

风速 u在 p = p 0处为0,在 p= p 1< p 0处增加为 u1> 0(如图 1所示)。这时( b) > 0。注意到

这样的风垂直切变将使 H面的倾斜增加,它虽然不影响斜压性 Hx , 但使静力稳定度( - Hp )
减小了。根据式( 21) ,垂直涡度 Fp 增加了。因此项( b)表达了与风垂直切变相联系的静力

稳定度变化所导致的垂直涡度发展。

图 1　在惯性和静力稳定大气中, 风的垂直切变改变了

静力稳定度, 导致垂直涡度发生变化

(图中 H0i 表示起始时刻 H随 x 的分布, H1i 表示由于风的

垂直切变引起的终止时刻 H随 x 的分布)

4. 2　斜压性的影响

把式( 24)中的项( d)写成标量形式
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( d) = - Ag- 1FxuxHxH- 1
p

同样,设大气是惯性稳定和静力稳定的, 位温 H随 x 增加, 从热成风关系可推知 Fx= Qgvp
= - g( f H0 )Hx< 0。于是( d)的符号取决于 ux。

首先,考虑水平风为辐合的情况,即 ux< 0。这时( d) > 0,气旋性涡度将发展。这是因

为依据图 2a, 风的辐合将导致起始温度梯度
( H03- H01)
$x 0 增大至

(H13- H11 )
$x 1 而出现锋生。根据式

( 21) ,垂直涡度将增加。

反之,考虑水平风为辐散的情况,即 ux> 0。这时( d) < 0,气旋性涡度将减小。这是因

为依据图 2b,风的辐散将导致温度梯度减少而出现锋消。根据式( 21) ,垂直涡度将减小。

图 2　由于沿 H的梯度方向的水平风速出现辐合( a)或辐散( b) ,大气的斜压性

改变, 出现锋生( a)或锋消( b) , 从而导致垂直涡度增长( a)或消弱( b)

简言之, ( d)项代表着与锋生、锋消相伴随的斜压性的改变所诱发的气旋涡度的生消。

由此可与经典的锋面气旋理论联系起来。

4. 3　涡度发展的总体观念

根据上述讨论,全型涡度方程( 20)中右边的各项可分别定义为垂直延伸项, 稳定度

项、扭曲项、斜压项或锋生项,以及垂直风切变项。尽管每项的物理涵义不同,然而其对涡

度发展的效应是不可分的, 这是因为它们与大气的热力结构紧密相联。举例说,当位温面

的倾斜发生变化时,大气的斜压性和稳定度将改变,项( b)和( d)对涡度发展开始起作用,

风的垂直切变也起了变化。于是项( a) , ( c)和( e)也开始发生变化而影响涡度发展。因此,

在诊断涡度变化的过程中, 仅强调单一因素而不考虑其它因素将会片面,甚至不适宜。这

就是说,应该从总体观点去分析涡度变化的原因。注意到由式( 8)所定义的热力参数CD由

斜压性、静力稳定度和风的垂直切变所组成, 而且式( 20)右端( a)至( e) 5项在式( 10)中被

结合成一个单一的涡度强迫项。于是,全型涡度方程( 10)提供了从总体观点诊断涡度发展
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的手段,而对应的分解形式的方程( 20)则提供了从不同角度确定涡度发展机制的工具。

根据涡度发展的全局观念,文献[ 5]和[ 6] ,提出了“倾斜涡度发展”( SVD)的概念, 指

出在 H面倾斜地区, SVD可以诱发涡度发展; 当 H面很陡立时,其引起的涡度发展可以十

分激烈,导致强天气过程发生。他们还用低涡发展实例证明 SVD引起的涡度发展可以比

垂直延伸项大一个量级。

注意到当采用 H-坐标时,¨hH≡0, 这时 CD= 0, 于是全型涡度方程( 10)退化为所谓的

等熵位涡( P I )方程
[ 8]

d[A( f + FH)Hz ]
dt

=
d( P I)
dt

= 0 ( 25)

4. 4　开放系统中的全型涡度方程

引入Ertel位涡方程
[ 4, 8]

P
õ
= AF õ¨H+ AF

_
a õ¨Q ( 26)

并代入式( 10)中, 可得到便于研究开放系统的全型涡度方程如下:

F
õ
+ Bv + ( f + F)¨ õV = 　　　　　　

　　　　　　Q[ PH
õ
- 1
z - C

õ
D ] + H- 1

z ( F õ¨H+ F
_

a õ¨Q)　　　　(Hz ≠ 0) ( 27)

　　上述方程右端第一项与式( 10)的右端项相似, 但位涡 P 现在出现在微商算子外面。

它代表着内部强迫对涡度发展的贡献。式( 27)右端的第二项代表着开放系统中摩擦耗散

F和非绝热加热 Q对涡度发展的贡献,可定义为涡度发展的外强迫。由于式( 27)中显式

地包含了摩擦和外加热源项,因此可用于研究各圈层相互作用对气候变异的影响。

6　结　语

本文对全型涡度方程及经典涡度方程进行了系统的比较,并论述了全型涡度方程新

的物理内涵。证明了在 H面倾斜的场合,静力稳定度和锋生锋消过程均可诱发涡度发生,

而经典涡度方程只适宜于斜压性较弱的大气中。指出在分析大气涡度变化时,不仅要研究

单一因子的贡献, 更应强调各因子的综合效果。这种综合效果可用简明的涡度内强迫项表

述为“倾斜涡度发展 ( SVD)”理论。由于其在动力和热力上的严谨性, SVD能够准确地表

征激烈天气系统的发展过程。一个很好的例子是应用 SVD去研究 1991年梅雨期大暴雨

的形成机制[ 7] :当暖、湿的偏南气流沿着倾钭的湿饱和等熵面在长江中、下流一带下滑时,

有强烈的涡度发展,并伴有大暴雨形成。

本文提出的开放系统中的全型涡度方程( 27)为研究气候的多圈层相互作用问题提供

了有效工具。吴国雄和刘屹岷
[ 9]
以及刘屹岷等

[ 10, 11]
曾用此去揭示不同热源影响副热带高

压变异的机理。可以预料, 方程( 27)还可广泛应用于研究其它气候系统变异的成因。
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COMPARISON BETWEEN THE COMPLETE-FORM

VORTICITY EQUATION AND THE TRADI-

TIONAL VORTICITY EQUATION

Wu Guox iong

( State K ey L ab of A tmospheric Sciences and G eophy sical Fluid Dynamics( LA SG ) , I nstitut e of

A tmospher ic Phy sics, Chinese A cad emy of S ciences, Beij ing 100029)

Abstract

After a brief review on the deduct ions of the complete-form vort icity equat ion and tra-

ditional vort icity equation, comparisons betw een the tw o equat ions are made. Part icular at-

tent ions are paid to the new physical meanings contained in the complete-form vort icity

equat ion. It is revealed the mechanism for vorticity development due to the internal forcing

associated w ith the changes in static stability and baroclinicity ( f rontog enesis or f rontolysis) ,

as w ell as the external forcing associated w ith frict ional dissipation and diabat ic heat ing. F i-

nally, the applicat ion prospects of the complete-form vort icity equation in weather and cli-

mate studies are discussed.

Key words : Baroclinicity, Stability, Slantw ise vort icity development, Internal forcing,

External forcing.
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