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关于边界层阻力定律在非定常均匀条件下的推广

赵　鸣　黄新兵

(南京大学大气科学系,南京, 210093)

摘　　要

用自由大气实际风速取代地转风, 得到了非定常均匀条件下阻力定律和边界层内参数的

一些性质及相似性函数 A、B 的特性。该方法和结果可应用于大气模式中的边界层参数化以

及与相似性函数有关的一些研究。
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1　引　言

边界层阻力定律的研究是在相似理论基础上研究边界层内、外参数间的关系,从而由

外参数(如地转风)求内参数(如湍流切应力或摩擦速度u* 等) ,阻力定律在大气数值模式

的边界层参数化中有重要应用。边界层内外参数的关系不仅可从阻力定律来研究,亦可从

大气边界层运动方程的数值解来研究, 传统的研究方法是把地转风作为大气边界层运动

方程的上界条件, 从而由方程的解得出外参数地转风与内参数的关系。这后一种研究方法

已有大量的工作。不论从阻力定律还是从边界层方程的解来研究内、外参数的关系,绝大

部分工作都是在大气边界层为定常及水平均匀的条件下进行的, 这时大气边界层的上界

风即是地转风。但实际大气边界层常是非定常,非水平均匀的,这时边界层的上界风不再

是地转风, 而是由自由大气运动方程决定的风, 相应的内、外参数关系应当与定常均匀时

有别。Crago
[ 1]
用实测资料证明非定常对阻力定律和相似性函数影响是重要的,但这时的

内外参数关系和阻力定律在理论上还很少有研究, 已有的一些研究主要是从边界层运动

方程的解出发, 考虑上界风的非地转,研究在上界风非定常均匀时边界层内部的风状况,

从而找出相应的内参数特征 [ 2, 3] , 这种方法必须要求解复杂的边界层方程,从边界层参数

化的应用来说,并不适合。另一方面,早年Hasse
[ 4]
曾提出一个设想,即认为非定常均匀时

应由实际的边界层上界风(他称之为‘广义无摩擦风’)来取代定常均匀时阻力定律中的地

转风,而阻力定律的形式不变。这样便得到了非定常均匀时的阻力定律, 在知道地转风,上

界风的时空变化后,即可由阻力定律寻求内参数, 这一设想是合理的,与前述解边界层运

动方程的做法也一致。但 Hasse并未再深入研究以得到进一步的结论,在他以后,也未有

这方面的研究。本文拟对这一问题进行深入研究,以得出非定常均匀条件下内参数的一些
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特征及相似性函数 A, B的若干特性,而无需解边界层方程。结果说明,所得的内外参数的

关系符合由边界层方程解得到的结果 [ 2, 5] ,因而是合理,可靠的。本文还研究了非中性边界

层时的情况。

2　中性非定常均匀时的阻力定律

定常时的阻力定律可写成[ 4] :
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k 为卡门常数, 0 是地转风(定常均匀时即边界层的上界风) 与地面风的夹角, G0为地转

风, z 0为粗糙度, f 是科氏参数, A 0, B 0是相似性函数,在非中性时, 它们是稳定度 =
h
L
的

函数( h为边界层厚度, L 为 M -O长度) ,中性时,它们取常数,一个常用值是 A 0 = 0. 9, B 0

= 4. 8。顺便说一句,有的文献中 A 0 , B0 定义恰恰相反, 为与文献[ 4, 6] 一致,本文用现在

的 A 0, B 0定义。由式( 1) , ( 2) 可由外参数G0 , f , z 0求出内参数u* 及 0 ,这是阻力定律的一

个重要应用。

从式( 1) , ( 2)经过简单的推导还可将式( 2)代之以:

tg 0 =
- v g

ug
=

B0
u*

k

( ln
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f z 0
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u*
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B 0

ln
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f z 0
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( 3)

这是因当 x 轴选在地面风向时,北半球 v g 一般为负。

Hasse
[ 4]认为在非均匀定常情况下,即边界层上界风 u, v 不再是地转风时,式( 1) , ( 3)

仍成立, A 0, B 0亦取原来值, 但式中G0应代以‘广义无摩擦风’G = U
2
g + V

2
g , 其定义是:

U g = ug - v
t

+ u
v
x

+ v
v
y

+ w
v
z

/ f ( 4)

V g = v g +
u
t

+ u
u
x

+ v
u
y

+ w
u
z

/ f ( 5)

将式( 4) , ( 5)乘以 f ,将 Ug , V g 改写成 u, v , 则即是自由大气的运动方程,故 U g , V g 实即自

由大气的实际风分量,亦即实际的边界层顶的风分量,均匀定常时, U g = ug , V g = v g ,就是

均匀定常时的阻力定律,由于均匀定常与非均匀定常主要差别就在于边界层顶实际风与

地转风的差别,因此在非均匀定常时用G 取代G0是完全合理的。如果从边界层方程的解

来寻找内参数,其与均匀定常的区别也在于用边界层顶实际风取代地转风,在用阻力定律

时这样做也完全正确。

可用

ug = U g - ug ,　 v g = V g - v g ( 6)

来表示两种风之差。

在用G 取代 G0后,式( 1) , ( 2)成:
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在 G0换成G 后, u* , 0换成了u′* , ′,式( 8) 说明, ′角是上界风G与地面风的夹角。实际

上,不用上面的这一推演,而根据相似理论推导阻力定律的过程 [ 7] ,在边界层上界风代替

地转风的情况下, 也可推出式( 7)和式( 8)来。

在非定常均匀条件下,求地转风与地面风夹角。用 0′表示地转风与地面风的夹角(以

区别定常均匀时的 0 ) ,则此时由式( 6)应有:
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=
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由式( 7) , ( 8′)有:
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由式( 9) , ( 8
′
) , ( 10)得:
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式 ( 7) , ( 11) 就是非定常均匀时阻力定律的新形式。只要知上界风的时空导数

u
t
,

u
x
⋯⋯等 , G0 , z 0 , f 即可由式( 7) , ( 11) 求出u

′
* ,

′
0。

为简单起见, 假定只知道 G0, z 0 , f ,
u
t
和

v
t
(

u
x

,
u
y
,

v
x
,

v
y
等可归并成

u
t
或

v
t
, 通过改

变
u
t
,

v
t
的大小来计入 u, v 的空间导数的影响)。由迭代法可求解式( 7) , ( 11)。为此,先假

定一个初值 ′
0 ,由

ug = G0co s
′
0,　v g = G0sin

′
0 ( 12)

及 ug = -
1
f

v
t
,　 v g =

1
f

u
t

( 13)

求上界风

G = ( ug + ug) 2 + ( v g + v g ) 2 ( 14)

再设一个初值u
′
* 由式( 7) 求出新u

′
* ,由式( 11) 求出新

′
0 ,再由式( 12) 求新ug , v g ,⋯⋯如

此迭代,在初值恰当时,能迅速得收敛解, 下面看计算例。表 1是 G0 = 10 ms- 1 , z 0 = 0. 1

m, = 40°纬度处,不同 u
t
, v

t
时内参数 u

′
* , ′

0 的大小, u* , 0是定常均匀时值。
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表 1　不同
u
t
,

v
t
时的内参数

u

t

1
3600

ms- 2 v

t

1
3600

ms - 2 G( ms - 1) (°) u′* ( ms - 1)
u′*

G0

u′*
G

′
0(°) u* ( ms - 1)

u *

G0
0(°)

- 1 - 1 14. 9 25 0. 53 0. 052 0. 034 14. 4 0. 36 0. 036 25. 8

0 - 1 13. 3 25. 2 0. 47 0. 047 0. 036 34. 6

1 - 1 10. 4 25. 8 0. 38 0. 038 0. 037 56. 3

- 1 0 11. 0 25. 6 0. 40 0. 040 0. 036 5. 5

1 0 7. 7 26. 4 0. 29 0. 029 0. 038 46. 3

- 1 1 6. 9 26. 6 0. 26 0. 026 0. 038 - 4. 1

0 1 6. 5 26. 8 0. 24 0. 024 0. 037 16. 9

1 1 4. 7 27. 5 0. 18 0. 018 0. 038 36. 8

表 1中 是上界风与地面风的交角。由表 1可见, 凡是
u
t

> 0,
v
t

= 0,则造成 u
′
* 下

降,
′
0上升,反之亦然,而

v
t

> 0,
u
t

= 0则造成 u
′
* 下降,

′
0下降,反之亦然。若同时

u
t
,

v
t

不等于零,则结果由两者共同影响决定。表 1中
u
t

=
- 1
3600ms

- 2
,

v
t

=
1

3600ms
- 2
时造成

′
0

< 0, 似乎违背一般规律,但从 角可见, 此时地面风仍在上界风之左, 如果用上界风取代

地转风,这结果仍是合理的。可见, 非定常时 u
′
* 与 u* 比有很大变化, 从而 u

′
* / G0, ′

0 与

u* / G, 0比有很大变化, 但u
′
* / G, 角与

u*

G0
, 0 比变化不大。由于 PBL 参数化方法中习惯

上仍多用u
′
* / G0及 ′

0 ,因此必须考虑非定常均匀的影响。

造成 u
′
* 在

u
t
≠0,

v
t
≠0时与均匀定常时的差别的主要原因是上界风的变化,从表1

可见凡是造成u
′
* 上升的均是由于 G上升了,反之亦然,边界层上界风增加了,边界层内部

风速,因而 u
′
* 理所当然要增加,这与由边界层方程解得到的结论

[ 2]
是一致的。

′
0的变化也符合边界层方程解的结果, 如在文献[ 5] 中, 在上界风比地转风下降的气

旋涡度区(即涡度为正区) ,得到 ′
0下降的结论,现在看表 1中

v
t

> 0,
u
t

= 0栏,上面已经

提到u, v的空间导数在影响上等同于其时间导数,
v
t

> 0相当于
v
x

> 0(因u > 0) 即相当

于正涡度区, 且
v
t

> 0时,上界风比地转风弱, 从表 1可见,
′
0比均匀定常时小,符合方程

解的结果。

3　中性非定常均匀时的相似性函数

上述做法是假设 A 0 , B0不变, 只把地转风改为上界风, 但从相似性函数 A 0, B 0言, 它

们本身有很多应用, 例如在廓线理论中[ 8] , 在 Ekman 抽吸速度研究中[ 9 ] 等等。现时,在各

种应用中只能用其定常均匀理论中的值,因为在非定常均匀问题中它们还没有研究。另一

方面, 从式( 7) , ( 11) , 当已用新的上界风G把新的u
′
* ,

′
0求出后,如果使这新的u

′
* ,

′
0值不
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变,但使式( 7) , ( 11) 中 G仍回到原来地转风G0 ,那么,此时式中A 0, B 0必然要与原来的值

即定常均匀时 A 0 , B0有差别, 把这样得到的 A 0, B 0,记为 A
′, B

′,就应该是非定常均匀时的

A , B, 它们与地转风G 0一起构成非均匀定常时的阻力定律。如果求出了不同 u
t
, v

t
时相应

于 G0 , f , z 0 的A
′, B

′,那么同样可由 G0 , f , z 0, u
t
, v

t
由外参数求内参数。这样做的好处是:

求出的 A
′, B

′还有其它应用。即将式( 1) , ( 3)改成:
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由式( 15) , ( 16)得:

B
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k
u
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G0sin
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0 ( 17)

A
′
= ln

u
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f z 0
-

B
′
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图 1　 G 0 = 12 ms- 1, = 30°, z 0 = 10- 4 m 时 A ′, B ′随
u
t
,

v
t
的变化

(横坐标为
u

t
,

v

t
从左到右分别是 - 1, - 0. 5, 0, 0. 5, 1(

1
3600

ms - 2) ,实线为A ′,虚线为 B′)

故在用上一节方法求出 u
′
* , ′

0 (由 G0, f , z 0, u
t
, v

t
) 后,即可由式( 17) , ( 18) 求出A

′, B
′。由

于
u
t
,

v
t
的存在, A

′
, B

′
将不同于定常均匀时的A 0, B0 ,且其差还将相关于 f , z 0及G0本身。

计算证明,当 ug = 0或
v
t

= 0, A
′
与 A 0相同, v g = 0或

u
t

= 0, B
′
= B0。图 1是 G0 =

12 ms
- 1

, z 0 = 10
- 4

m,纬度 30°时, A
′
, B

′
随

u
t
,

v
t
的变化。

u
t
,

v
t
的变化范围从

- 1
3600

ms
- 2

到
1

3600
ms

- 2
,从图反映出的规律是随

v
t
增加, A

′
减少,而随

u
t
的增加 A

′
虽有变化,但较
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小;而随着 u
t
增加, B

′增加明显, 且随着 v
t
的增加, B

′随 u
t
增加的斜率增加。

如果看不同纬度及粗糙度的变化, 则不同纬度及粗糙度时, 上述特征仍然存在,只是

随着纬度及粗糙度的增加, A
′随

v
t
的变化及B

′随
u
t
的变化速率均减慢。如图2是G0 = 12

ms- 1, = 60°, z 0 = 10- 4 m,图 3是G 0 = 12 ms- 1 , = 60°, z 0 = 1 m 时的图,可看出上述

结论。

图 2　 G 0 = 12 ms- 1, = 60°, z 0 = 10- 4 m 时 A ′, B ′随
u
t
,

v
t
的变化

(图例同图 1)

图 3　 G 0 = 12 ms- 1, = 60°, z 0 = 1 m 时 A ′, B ′随
u
t
,

v
t
的变化

(图例同图 1)

对不同 G0时的特性亦做了分析, 取 G0 = 8 ms
- 1
计算结果各主要特征与 G 0 = 12

ms
- 1
时相似,只是A

′
随

v
t
, B

′
随

u
t
的变化幅度更大些,即随G0减少, A

′
, B

′
变化幅度增大。

G0 = 4 ms
- 1
时此变化幅度更大。
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根据上述A
′, B

′的变化性质, 当G0 = 12和8 ms- 1时,在 u
t
, v

t
于- 1

3600
ms- 2至 1

3600

ms- 2的变化范围内(这范围应包含了实际可能的u, v变化的常见值) ,当G0 = 4 ms- 1,
u
t
,

v
t
在±

1
7200

ms- 1范围内,用统计方法求出了A
′, B

′随
u
t
,

v
t
, f , z 0的变化的回归方程

A
′
= A 0 + 1 + 1

u
t

+ 1(
u
t
)

2
( 1 + rA ln z 0) a1

v
t
/ f + a2(

v
t
/ f )

2
( 19)

B
′= B 0 + 1 + 2

v
t

+ 2 (
v
t
) 2 ( 1 + r Bln z 0) b

u
t
/ f + c(

u
t
/ f ) 2 ( 20)

不同G 0值时各回归系数值见表 2。

表 2　 A′, B′回归方程中各系数

G0 1 1 2 2 rA r B a1 a2 b c

12 520 872185 867 946771 - 0. 114 - 9. 5E - 2 - 7. 8E- 1 - 5. 3E- 2 7. 7E- 1 3. 3E - 2

8 979 2728307 1555 2929445 - 0. 123 - 9. 7E - 2 - 1. 185 - 0. 123 1. 17 8. 3E - 2

4 2082 1. 09E7 3033 1. 15E7 - 0. 123 - 0. 102 - 2. 219 - 0. 446 2. 19 0. 33

公式( 19) , ( 20)能很好反映前述 A
′, B

′的特征,随纬度的变化用 u
t
/ f 或 v

t
/ f ,随 z 0的

变化用 ln z 0来代表更好。式( 19) , ( 20) 的精确度大部分均在百分之几以下,仅个别在
u
t
或

v
t
绝对值达

1
3600

ms- 2时可达到20%,当然对其它G0亦可类似作出拟合。表2包括了常用

的G0大小,可方便地适用于实际应用。从式( 19) , ( 20) 可见, A
′随 v

t
变化公式与B

′随 u
t
不

完全相同。

4　非中性时的结果

前面讨论的是中性大气边界层, 它代表平均状态下的大气边界层,其结果有一定的代

表意义。定常非中性情况下的阻力定律也有了不少研究,其形式仍为式( 7) , ( 11) ,但其中

A 0, B 0是稳定度参数 = h
L
的函数,不少研究者得出各自的 A 0( ) , B0 ( ) 表达式,例如

Yordanov 等
[ 10]
得到:

A 0 ( ) = ln -
4. 2

+ 0. 4　　

B 0( ) =
10

当 < 0

A 0 ( ) = ln - 2. 6 - 0. 7　　

B 0( ) = 2. 6
当 > 0

( 21)

这 A 0( ) , B0 ( ) 应当用于定常均匀情况,仍如中性时一样,认为非定常均匀时阻力定律
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形式仍可应用, 但将G0代以G,并设式( 21) 也能应用,当然这是假设, 但考虑 u
t
, v

t
变化范

围不是很大, 则由此带来的近似程度应较高。现在用与上节同样的方法, 在式( 7) , ( 11) 求

出新的内参数 u
′
* ,

′
0 后,再用式( 17) , ( 18) 求出 A

′
, B

′
,得到当仍用地转风为外参数时, 新

阻力定律所适用的A
′
, B

′
。与上节的唯一差别是A 0 , B0改为 的函数,即式( 21)。A

′
, B

′
将

不仅与 f , z 0, G0 , u
t
, v

t
有关,还与 有关。选不同 值进行计算,可以看出一般规律, 表 3

是 G0 = 6 ms
- 1

, = ±40, z 0 = 0. 01 m , = 40°时内参数随
u
t
,

v
t
的变化,取G0 = 6 ms

- 1

是考虑到 = ± 40时, G 0不可能很大。从表 3可见
u
t
,

v
t
对不同 时 u

′
*
′
0的影响仍与中

性时相同,只是因 u
t

= v
t

= 0时 u
′
* , ′

0与 = 0时相应的值不同,因此u
′
* , ′

0数值也与

= 0时数值不同。虽然也出现了 ′
0为负的结果, 但如 = 0时一样,上界风仍在地面风之

右,仍是合理的。非中性时的u
′
* ,

′
0是在非中性时

u
t

=
v
t

= 0时的u
′
* ,

′
0再加上

u
t
,

v
t
影

响而成。除了上面讲的
u
t
,

v
t
影响外,仍可看出不稳定时u

′
* 大,而 ′

0小的特征。与 = 0时

一样, u
′
* / G0 和 ′

0 与u* / G0, 0比有很大变化, 但
u
′
*

G
, 角与

u*

G 0
, 0比变化不大。

表 3　不同 时
u
t
,

v
t
对内参数的影响

u

t

1
3600

ms- 2 v

t
( ms- 2) G( ms - 1) (°) u′* ( ms - 1)

u′*
G

u′* / G 0
′
0(°) u* ( ms - 1) 0(°)

u*

G0

- 40 - 0. 5 - 0. 5 7. 6 9. 6 0. 32 0. 042 0. 053 - 2 0. 26 9. 9 0. 043

0 - 0. 5 7. 5 9. 7 0. 316 0. 048 0. 052 12

0. 5 - 0. 5 7. 0 9. 7 0. 297 0. 042 0. 050 26. 3

- 0. 5 0 6. 1 9. 8 0. 262 0. 043 0. 044 - 4. 2

0. 5 0 5. 6 9. 9 0. 243 0. 043 0. 040 24

- 0. 5 0. 5 4. 6 10. 1 0. 202 0. 044 0. 034 - 6. 5

0 0. 5 4. 5 10. 1 0. 202 0. 045 0. 034 7. 6

0. 5 0. 5 4. 2 10. 2 0. 187 0. 046 0. 031 21. 7

40 - 0. 5 - 0. 5 8. 0 33. 2 0. 107 0. 0133 0. 018 29. 1 0. 081 33. 5 0. 013

0 - 0. 5 7. 2 33. 3 0. 096 0. 0134 0. 016 41. 4

0. 5 - 0. 5 6. 1 33. 5 0. 081 0. 0133 0. 014 53. 5

- 0. 5 0 6. 7 33. 4 0. 090 0. 0134 0. 015 21. 5

0. 5 0 5. 1 33. 7 0. 068 0. 0133 0. 011 45. 5

- 0. 5 0. 5 5. 2 33. 7 0. 070 0. 0135 0. 012 13. 7

0 0. 5 4. 7 33. 8 0. 064 0. 0136 0. 010 25. 9

0. 5 0. 5 3. 9 34. 0 0. 050 0. 0128 0. 009 37. 8
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图 4, 5分别是 G 0 = 6 ms- 1 , = 40°, z 0 = 0. 01 m , = ±40时 A
′, B

′随 u
t
, v

t
变化

图,可见 A
′, B

′随
u
t
,

v
t
的变化特征亦与中性时基本相同,只是数值大小及变化幅度有别

于中性,其随纬度,粗糙度, G 0的变化亦如此(图略)。

图 4　 = - 40, G0 = 6 ms- 1, = 40°, z 0 = 0. 01 m 时 A ′, B ′随
u
t
,

v
t
的

变化,从左至右
v
t
分别是 - 0. 5, - 0. 2, 0, 0. 2, 0. 5(

1
3600

ms- 2)

(其余说明同图 1)

图 5　 = 40, G0 = 6 m s- 1, = 40°, z 0 = 0. 01 m 时 A ′, B ′随
u
t
,

v
t
变化

(说明同图 4)

由于
u
t

=
v
t

= 0时,与 = 0比, < 0则 A
′
大, B

′
小,而 > 0则反之,故 A

′
, B

′
曲

线在 < 0或 > 0时也相对于 = 0时有上下的变化。即上面讲的数值大小及变化幅度
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有别于中性。另一特点是:稳定时 B
′随 u

t
, A

′随 v
t
变化的速率比 = 0时要大,而不稳定

时则反之。

如果任选一个
u
t
,

v
t
值, 作出 A

′, B
′随 的变化图(图略) ,则仍保持了 < 0时A

′比

= 0时大, B
′
则小,而 > 0时反之的结论。亦即随 的变化仍具有

u
t

=
v
t

= 0时的性

质,只是由于 u
t
, v

t
的影响, A

′, B
′值不同了,实际的A

′, B
′值应是 影响加上 u

t
, v

t
影响的

结果。

5　结　论

本文把阻力定律由定常均匀时推广为非定常均匀时,得到非定常均匀(以
u
t
,

v
t
为代

表) 对内参数的影响及对相似性函数 A , B 的影响,这种影响随
u
t
,

v
t
, z 0, f , G 0不同而异,

其影响内参数的结果与由边界层运动方程解的结果一致。其对 A , B 的影响可用来研究与

A , B 有关的其他边界层问题。本文的方法可应用于实际的边界层参数化问题, 在知道地

转风,
u
t
,

v
t
, 粗糙度、纬度时可用数值方法求出内参数。而不必求解复杂的边界层方程组。

而本文得到的关于 A
′, B

′的一些回归关系亦可直接应用于实际。本文得到的一些规律性

有助于对边界层参数化的认识。
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ON THE EXTENSION OF THE RESISTANCE LAW

FOR PBL TO NON-STATIONARY AND

INHOMOGENEOUS CONDITIONS

Zhao M ing　Huang Xinbing

( D ep artment of At mosphe ric sciences, N anj i ng U niv ersity , N anj ing , 210093)

Abstract

The w ell-known resistance law is suitable for stat ionary and homogeneous PBL. In

this paper, the resistance law w as ex tended to non-stat ionar y and inhomogeneous condi-

tions by using the real w ind in f ree atnosphere instead of geostrophic wind. T he main

characterist ics of the internal parameter s o f the PBL and sim ilar ity funct ions ar e thus

obtained in non-stationary and inhomogeneous condit ions. The methods and resul ts o f

this paper can be applied in the PBL parameter ization of atmospheric models and some

pr oblems concerning in sim ilar ity funct ions.

Key words : Resistance law , PBL, Non-stat ionary and inhomogeneous condit ions,

Similarity functions, Internal parameters.
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