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摘 要

假定行星反照率为温度的平方关系
,

导出了零维随机动力气候模式
。

对相应的 � � � � ��
�

�� � � �� 方程用矩阵连分法求解
,

得到了 �� 万年
,
� 万年

,
� 万年气候周期的本征值和本征向

量
。

数值计算表明
,

在随机噪声强度 � 一 �
�

�� 时
,

�� 万年气候振动具有最大的振幅
,

即 � �
�

�� � � � � ���� 理论无法解释的 �� 万年周期
。

关键词
�
零维气候模式

,

�� ���
�一�� �� �� 方程

,

矩阵连分法
。

� 引 言

用朗之万方程和 � �� ���
一

�� ��
� � 方程 �� �  �来描述随机涨落现象是 目前十分有效的

方法
,

一般地
,

设 宁为一随机变量
,

则朗之万方程的形式为
�

泞� � �宁
,
� � � � �宁

,
��

·

厂��� ���

如果随机力 � ��  为白噪声
,

则有 � 厂��� � 一 � � � 厂��� � ��’ � � 一 ��叔 � 一 了�
,

式中 �

表示噪声强度
,

与式 �� �对应的 � �  为
�

,
、声�自��了、�胜、

�于� �泞
,
� �

决
� � � �� �宁

, � �

刁 �
, 、 ‘ 、

挤 �
、 ‘

了 � �
� 一 不刀

‘

” ��
,
�� � 二万石刀

气‘ ’

�七
,
�少

口� 邃

犬
“

其 中 �
一� �

为 � �  算子
,

而 刀
‘� �宁

, ��
,

��
� ’
�泞

,

�� 分别为漂移系数和扩散系数
�

� “ �

�宁
�

� � � � �宁
�

� � � �
‘

�宁
,
� �� �宁

,
��

�
‘卫’
�宁

,
�� � � � �宁

,
��

目前
,

� �  的应用 已渗透到物理
、

气象
、

生命科学等各个领域
,

然而求解非线性 � �  却不

是个简单的问题
。

迄今为止
,

仍局限于少数情况下才能求得 � �  的精确解析解
。

大多数情

况下 只能借鉴某些物理方法
,

针对具体问题对相应的 � �  进行求解
。

目前常用的有限差
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分法可以求得数值解
,

但存在固有的求解困难
,

即在小扩散系数时
,

计算常发散且消耗机

时多
。

� �� � � � 提 出的矩阵连分法 �� 可以实现有限差分难以实现的功能
,

但他仅导出了一个

基本原理
。

封国林进 一步完善了这一方法并编制了矩阵连分法程序�
,

且 已在海气藕合机

制模式中试用
。

文中进一步将该法运用到零维随机动力气候模式中
,

得到了较为满意的结

果
。

� 模式的建立

一般零维气候模式为
�

�� �
�

�
‘

亡 一不一 � 找 奋 一 入 个
� �

���

其中 � 告
、 � 个分别表示为入射太阳辐射

,

净向外长波辐射
。

气候系统的状态变量 � 被解

释为球面上的洋面平均温度
, 。
为地球表面的热容量

,

一般形式为
,

� � 汽
� � � � �� �

式中
� � ��

�

� � 为海洋覆盖面积
, � 为海洋固定深度

,

两 为水密度
, � 二
为水比热

。

净入射太

阳辐射为
,

� � �
式 令 � 一了 刀�

。
又� 一 口 � �

�
’ ���

这里引入模式外参数 产� � 是为了考虑太阳常数 �
。

的变化
。

根据文献「� �设行星反照率 外

为
�

� 户 � � 一 �� � �� �

它体现 了反照率 外一温度一极冰的正反馈机制
,

其中
� , � 为大于零的常数

。

由 � �� �� �
一� � ��� � � � 定律得

� 牛一
�
好

‘ �� �

将式 ��� 一 ��� 代入式 ��� 得到以下零维能量平衡方程
,

��

��

二 ,

�
、 � �

, �

� , , 、 、 �

�
一 � 以

, � � 一 万 至一 竹�
�

十 丁产�
。
以 一 � � 十 丁产�

‘ 任 任

�� �

为了近似考虑地球轨道三要素的周期影响
,

引入周期外力 � �� �时
, � 为振幅

,

若考虑主周

期 。 取为 �
�

�� �� ��� �� �
, � 万年

、 � 万年也取相应的值
�
由于太阳并非一个恒定的热源

,

太

阳黑子爆发
,

太 阳表面的其它活动等因素都会随机地对太阳辐射带来影响
�另一方面

,

地

球 内部存在着许多复杂的过程和扰动
,

例如火山爆发出的气溶胶将影响地气系统对太 阳

辐射能吸收和本身热量的散失
,

而海气相互作用都可以改变地球 内部热量输运
�以及温室

气体也会产生影响
,

为了考虑这些随机因子
,

引入噪声 宁���来近似地表示上述这些随机因

子
,

则方程式 ��� 变成

�� � �
, �

� , , � 、

�
, ,

�
。 、

石丁 � 万 左一 ￡‘� �

十 丁产�
� � � 一 � � 十 丁产�

�口� ‘

� 十 八� � �哪 十 以� �
� � � 任 任

����

为简化讨论
,

假定这个噪声是高斯白噪声
,

� 封国林
,

解 � �� �� � 一�� ��  ! 方程的矩阵连分法及其应用
,

北 京师范大学物理 系硕 �丁论文
,

� � � �
。
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� 宁�� � � � �
,

� 宁�� � 宁��
‘
� � � �� 乡�� 一 �‘� �� ��

其中
,

� 为噪声强度
。

方程 ���� 是要研究的零维非线性随机气候模式
。

即是一个朗之万方

程
。

稳态分析

解方程 ���� 是很困难的
,

将方程 ��� �写成对应的 � � �
,

瞥
一 〔�

� � 

晶
� � 。

暴
� � � � �‘〕� 一 � �� �

一聂
� � �

暴
� � � � ��

� !∀

� #∀

其中
,

L
F P

为

F (T ) ~ 工{
一 c‘了

, 1

, , . 、 .

1

十 丁产1 。以 一 a , 十 丁产1
任 任

b T
Z

}

,

w 是 T
,

t
,

x 的概率密度分布
,

F P E 算子
。

温度 T 的期望值
,

即平均值可表达成[3j

< T (, ) > 一

{

T W (T
,
,

,
了 ) d T d X

( 1 4 )

当 T一oo 时
,

由自然边界条件可以确定式(12)的稳态分布
;

w
, ,

一 、exp {熹「了(二
,

) 、二
,

}

,

、 为归一化条件
,

定义 FP E 势函数 v (二)为
,

丈夕 J

v

一 {
尸(T )d T

积分 (15)式
,

得
, , ,

_

、

1

.

~

:
. ‘

~

.

1

,

~

,

V ( T ) 一 宁A
I
T “

+ A
,

T + 令A
:T “

5 一
‘一 ’

一
‘ 一 ’

3 一
“ -

一
, ‘

1

‘

1

, , , 、 .

1

, ,

比
,

, 、
, 、

~

其中
,

A
,

= 一宁
。。 ,

A

Z

= 壳拌I
。
( l 一a )

,

A
。
= 六产I

o
b

,

则稳态分布
,

~ ” “
’

c 一
’ 一‘

4
c 厂 一” 、

-
一 ’

一
“

4
c
「 一 “一

‘
/

’‘ “一”一 ‘ ’一
‘

(
1 5

)

(
1 6

)

W

。
= N

e x
p
{ 一

V (T )

D
(17 )

从势 函 数 v (T )分析知
,

v ( T ) 有 4 个极值点
,

分 别 为 T ,
~ 2 7 8

.

g K

,

T

Z

一 273
.
SK

,

T

3

一 278
.
4K

,

T

;

一 286
.
oK

,

经分别分析知 T
, ,

T

。

是不稳定的
,

T

Z ,

T

;

是稳定的将分别解

释成冰期和间冰期时地球的行星温度
。

仔细地考虑随机力和周期外力的存在
,

则式(12) 就

具备了发生随机共振的必要条件
,

当噪声强度恒大于周期频率
,

又恒小于势垒高度
,

即符

合小信号绝热近似条件[’]
,

随机共振将出现非常明显的增强效应
。

从式(12) 的本征解
,

系

踪的期望值可以看到与噪声强度 D 的依赖关系
。

4 矩阵连分法的本征解

由于式 (12) 的复杂性
,

目前只能从不同的角度作稳态分析
,

或用差分法进行计算
,

但

不能求其本征值
,

并且耗机时多
,

甚至有时会出现发散不收敛情况
,

而用矩阵连分法求解

不仅能从方程本身出发求出本征解
,

而且能克服差分法数值计算的困难
。

根据文献[1」
,

将式(12) 的 FP E 算子 Lr
E
可分成可逆 Lr

e,
和不可逆 L

‘r

两部分
,

可以证

明
,

I

一]r

经过适量变换后为厄米算符
,

这样可以象量子力学中一样引入 L
r
的本征 函数和本

征值
,
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I.,
r
伞

,

(
了 ) 一 一 n少

,

(
x

)

少
,

(
二 ) = H

,

(
二
/ 丫万无)

ex p (一 二,

/
4 走2 )/ (

n !2
·

丫厄牙走)
’/ 2

几率分布函数 W (7
’ ,

x
,

t) 用波函数表示为
:

w (T
,
二

,
, ) 一 少

。
(
x

) 艺C
,

( T

,
, ) 少

,

(
x

)

此时
,

式 (12) 经过适量变换和复杂运算
,

变成三角递推关 系式
,

( 1 8 )

( 1 9 )

( 2 0 )

芜
,

贪

其中
,

力
,

D 为 T
,
二 的算子形式

。

假设系数 C
,

( T

,

t) 可表示为

了万坎〕
, _ ,
一 ,

c
,

一 了于于平万五℃。
1

( 2 1 )

C
。

( T

,
t

) 一 艺C
,

(
‘)少

,

( T )
( 2 2 )

少
,

( T ) 为完备的本征 向量族
,

将式 (22 )代入式(21) 得

誓
一

,

氢
A、一

(23)

这里取 L 一 5 级最相邻近似
。

C

。

写成向量形式
,

C

,

~ ( C

L 。 ,

C 。
+ , ,

⋯C 。
+ L 一 1

)
了

( 2 4)

思 为由式 (22) 代入式 (2 1 )时推导得的系数
,

由于表达式冗长
,

这里不再给出
。

进一步将式

(23)化成
,

夸
一 Q ; c 一 + Q

月

c

·

+ Q 洁C
”

一
(2 5 )

此即向量形式的三角递推关系式
,

藉此可进行矩阵连分运算
。

式中 Q 洁
,

Q

。

为 L x L 矩阵
,

Q 产一 (q产)Pr 一 A 万黯少
,

P

, 二
~ 1

,

2

,

一L

Q
,

= (
g

,

)

户r

一 A 荔羊
户一 1

进一步假设 C ,

(
t

) =

e 一 七

亡
,

( 2 6 )

将式 (2 6 )代入式 (25 )得

Q 矛C
n一 1

+ ( Q

。

+ 灯)C
,

十 Q 才C
, , 1

= o ( 2 7 )

式中 I 为单位矩阵
,

根据矩阵连分法运算
,

求得联系本征值 几和本征向量 亡
,

的本征方程
,

[ Q

, :

+ 汀] + 叉
,

( 一 又)亡
,

= o

C
,

= U

, m

( 一 又)C
,

其中
,

叉
。
( 一幻

,

口。
:
(一幻为复杂的连分式

,

与 Q 才
,

Q

。 ,

Q
矛有关

。

于是几率

布用波函数表示为

(28)

(29)

W (T
,

x
,

t
) 的分

W (7
’ ,

x
,

, ) 一 少
。
(
x

) 习艺
e一 ‘

· ‘

亡
, :

少
, .

(
x

)
( 3 0 )

. = O 川 = O

温度 T 的期望值
,

即平均值可表达成
,

丁 一

{哪
(丁 ,

工
,
‘, d Xd T -

艺B
·
e 一 ’

·‘

( 3 1 )

式中 B
,

为归一化常数
,

即为本征值 又相应的波振幅
。

运用矩阵连分法程序进行计算
,

结果表明 凡 为一复数
,

实部为一很小的负值
,

即随时
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间衰减的指数解
;虚部将随时间振荡

。

计算得到在不同 D 下的本征值 几和振幅 B
, ,

n 一 1
,

2

,

⋯
,

5

,

列在表 1
。

表 1 不同 D 下的本征值的周期和振中歌 儿单位万年
,

A

、

单位度℃ )

D 几1 A I 只Z A : 凡3 A 3 又‘ A
; 又5 A S

1
.
0 1 0

.
3 0 1

.
4 3 3

.
9 3 0

.
0 7 2

.
0 3 0

.
0 3 1

.
0 2 10

一
4

0

.

0 5 3 1 0
6

1

.

5 0 1 0

.

3
0

2

.

9
7

3

.

9 5 0

.

1 2 2

.

0 4 0

.

1 3 1

.

0 3
1
0

4
0

.

0 5 4 1 0
一 6

1
.
6 5 1 0

.
3 1 4

.
8 7 3 9 6 0

.

1 8 2
.
0 4 0

.

1 5 1

.

0 4
釜

0
.
0 5 2

关

1

.

8 0 1 0

.

3 3 8

.

8 7 3
.
9 7 0

.

6 0 2

.

0 6 0
.

2 7 1

.

0 5
关

0
.
0 5 0

登

1
.

9 0 1 0
.

3 1 1 0
.
2 1 3

.

9 8 1
.
0 3 2

.

0 7 0

.

5 0 1

.

0 6
餐

0
.
0 5 0

关

1

.
9 5 1 0

.

3 0 1 1

.

8 3 3
.
9 8 1

.
0 3 2

.

0 7 0

.

5 1 1

.

0 6
朴

0
.
0 5 0

爷

2 0 0 1 0

.

2 0 9

.

8 7 3

.

9 7 0
.
9 0 2

.

0 1 0
.
3 0 1

.
0 7

长
0
.
0 5 1

关

2

.
1 0 1 0

.

2 9 6

.

9 3 3

.

9 2 0
.
7 0 1

.
9 7 0

.
2 0 1

.
0 2

关
0
.
0 5 0

关

2

.

5 0 1 0
.

2 0 2

.

3 7 3

.

9 1 0
.
3 0 1

.
9 6 0

.
1 0 0

.
9 8

关
0
.
0 4 9

关

3

.
0 0 1 0

.
1 9 1

.
0 9 3

.

9 1 0
.

2 1 1

.
9 0 0

.
0 8 0

.

9 1
关

0
.
0 4 7

关

说 明
,

在数值计算过程中
,

着重考虑了地球轨道三要素对行星反照率的影响
,

并且 礼

后的振幅小于 10--
3
都用

,
来表示

,

这说明了仅 3 个分量起主导作用
;入的实部很小

,

一般

为 10~8量级
,

因此在表 1 中略去
,

仅列虚部
。

< T >

。一 1
.
。:

= 1 1

.

8 3
e 一

‘之l‘

+ 1

.

0 3
e 一

’孟2 ‘

+
0

.

s
e 一

’孟3‘

( 3 2 )

图 1是噪声强度 D 一 1
.
95 下的气候曲线

,

这与

文献 [5 ]中对海洋生物化石中氧同位素
’8
0 和

‘”
0 的

成份 比 护
8
0 的测得气候曲线趋向一致

。

从表 1 中还可以看到噪声强度 D 不影响本征

值或很小
,

说明了气候周期变化是由内在因素确定

的
,

D 只影响全球气温的期望值的振幅 A
, 。

在 D ~

1
.
95 时

,

达到最大
,

主周期振幅变化幅度数值结果

为 n
.
83

,

与观测值结果一致
。

图 2 中画出了 D 与

A 的关 系曲线
,

从曲线中发现存在一个极值
,

大致

在 D 一 1
.
95 附近

,

这与曹鸿兴川等计算结果一致
。

;

一

:

口一⋯】川 , 三
.) 加 l【,

t ( 1

,
。气

)

图 I D 一 1
.
95 下平均值< T >

随时间变化曲线

由式(32) 知
,

10 万年
、

4 万年和 2 万年 3 周期外力对

气候都有贡献
,

但是它们贡献的大小是不同的
。

从气温变

化幅度来看
,

依次是 10 万年
,

4 万年和 2 万年
,

从表 1 中

可以清楚地看到这一点
,

其中以 10 万年的贡献最大
。

事实

上
,

就地球轨道变化对地球上接收到的太阳辐照而言
,

以

10 万年为周期的地球轨道偏心率的变化对太 阳辐照能的

影响的最小的
,

只有太阳常数的 1。
一 3

的数量级
。

因此无法

从动力学角度来解释 10 万年周期的米氏效应
。

B
en

zi 等提

出了随机共振理论
,

小的决定性外力可通过随机共振得到

成 10 倍 的放大
,

但 Ben zi 等是 人为设计 了两个稳态后用

数值计算得到的结果 (见文献 [3」)
。

本文中运用矩阵连分

图 2 < T > 的振幅 A
,

随噪声 D

的变化关系曲线
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法得到了零维模式 FPE 的解析解
,

且定量地计算了 10 万年
、

4 万年
、

2 万年同期的振幅
。

这是前人未曾涉猎的
,

所得结果对弄清 10 万年周期的成 因将有所裨益
。
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