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摘 要

从一般的谱展开方程出发
,

详细推导了误差增长方程
。

结果表明误差增长率主要由准确

解的切线性方程所决定
,

扰动非线性平流作用不产生方差意义下的误差增长
,

而只起分配误

差的作用
。

轨线不稳定是产生误差增长的根本原因
.

文中提出了计算轨线不稳定增长率的方

法
。

这一方法也适合于时间演变状态不稳定问题的讨论
,

对 L or en
:
系统的轨线不稳定计算表

明了理论分析的正确及其意义
.

关链词
:

轨线
,

不稳定
,

误差增长率
。

1 引言

大气科学中迄今为止没有给出初值中很小的误差会随着时间积分不断增长的清楚的

物理机制
。

早在 1 , 63 年 Lore nz [l] 揭示了确定系统中存在非周期流即混沌吸引子
,

非周期

流的一个根本特征就是对初值的极其敏感性
,

进而提出了可预报性概念[z1
。

由于初始误差

的不断增长
,

经过一定时间以后
,

初值中相差很小的两个状态会演变成相当于随机选取的

两个大气状态的程度
。

到 了这个时间
,

预报就不再提供任何信息即不可预报
。

已有许多工

作去确定实际大气模式的理论预报上限 [3 一习以及预报下限[’j
。

一般认为理论上限为两周

左右
。

由于误差增长同斜压不稳定增长率相一致
。

因此人们认为误差增长是由于斜压不

稳定的存在图
。

然而
,

究竟不稳定过程以及非线性作用在误差增长中起什么样的作用并不

十分清楚
。

丑纪范阁还提出了另外一类机制
。

由于外参数的改变
,

大气状态的演变会越过

一定的分叉点
,

在这些分叉点
,

演变对初值十分敏感
。

但对这一机制的物理本质也还缺乏

了解
。

随着可预报性问题研究的不断深人
,

得到两个有意义的结论
:

一是随着模式的改进可

预报的理论上限是降低的[,] ;
二是对于某些特殊天气型具有更长 的可预报时间

,

如阻

塞[10 〕
、

正指数的 PN A 型 [ll 〕
。

但如何解释这些结论
,

还仍是有待讨论的问题
。

本文详细分析了误差增长方程
,

讨论了误差增长同轨线不稳定增长率的关系
,

从而从

动力学的角度阐明了误差增长的物理机制
。

2 谱预报方程

. 1 9 9 3 年 5 月 29 日收到原稿
,

19 9 3 年 8 月 10 日收到修改稿
。

本研究得到中国科学院 KY
一

85 项目资助
。
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根据丑纪范[.,
’l]

,

可以将大尺度大气动力学方程写成十分简洁的形式
:

B 粤+ (N + L )* 一 ‘
《邢

(1 )

其中大气状态矢量 甲一 (V
; ,

V , 、
。

、

巾
、

T )T
,

上标
“

T’
,
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,

这里

R0o一户。
2众05 0

掣
v ,

一 2众os6 黔
, \
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a sin 夕孤 赢晶
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暴
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0 0 0

队肠
l四阮
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其中All 一
八 甲 Zv

一暴yz( 爵
,

2

豪Azz 一
八甲

2
一

暴邓爵
,
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豪‘一
凡甲

2
-

熟
(

箫
2

暴

(4 )

000 000000
‘.1

0,
1

0 0 0

这里 中 和 T 是在等 尸 面上的平均
,

中 和 T 则是其偏差值
。

其它符号都是通用的
。

大气下边界取为 尸 一 10 00 hPa ,

不考虑地形的作用
,

当 P ~ 尸 时
,

V
*
= V 。 = 田 = 0 (5 )

(6 )

大气上边界取为 P 一 。
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(7 )

苍表示热源
,

且 犷~

定义内积

(叭
,

乃)

其中 n 表示全球大气范围
,

不难证明

(叭
,

N 几 )

一

几湘胡

~ 一 (几
,

N 叭)

(少
,

N 卯 = 0

(p
,

B叻 ) 0
,

(外L叻 ) 0

(叭
, B 几 ) 一 (B 叭

,

几 )
,

(叭
,

L乃 )

故 N 是反伴算子
,

L 和 B 是正定的自伴算子
。

应该指出
,

算子 N 中包括 沪,

是非线性算子
,

B 和 L

设在内积空间中有一标准正交完备基底
e : , 。 : , e 3 ,

向的齐次边界条件
。

任一状态可以谱展开

甲一 习甲两

一 (L 叭
,

乳 )

(8 )

(9 )

(10 )

(1 1 )

(12 )

是线性算子
,

且 B 是常数算子
。

⋯⋯
,

满足球面边界条件和垂直方

(1 3 )

并设

仆eja 。 一

{; :戴 (1 4 )

* 一

{
D二

·

d “
(1 5 )

中
,

是谱系数矢量
,

代人式 (1) 有

。

录
(艺 , e .

) + (N + L )艺 * e ,

一 艺氛
价

(1 6 )

采用 K al er ki n
截断近似

,

可以得到

。

努
+ 。 一 二 一 。

截 一 < 习N 丹 e , , e ,

)

巩 一 < 习L码e , , e、)

(17 )

其中

(1 8 )

(1 9 )

这里
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< fl
,

fz > 一

丁厂
l

fz d“
(2 0 )

经过推导
,

最后得到谱预报方程

。

豁
+ 习、。 + X L

‘

, 二 “
(2 1 )

其中矩阵

N 。 = (N ~ ) (2 2 )

L 。 一 (L ~ ) (2 3 )

N ~ = ( N , , e , , e ‘) (2 4 )

L ~
,
= ( L o e , , e 。

)

由N 的反伴性质和 L 的自伴性质
,

易证

(2 5 )

N ~
,
一 一 N 。万

,

N 咧 一 N 。, (2 6 )

L~ 一 L , 万 ,

L~
,
一 L、 (2 7 )

需要指出
,

N~ 同甲有关是非线性算子
,

几
,

是线性算子
,

并且式 (2 1 )保持了连续性偏微分

方程的算子特性
。

这正是 G al er ki n
截断近似的优越之处

。

3 轨线不稳定及其局部判据

如果谱方程截断的模态数为 I
,

J 为状态矢量的维数
。

那么所有谱分量就构成了一个 I

x J 维相空间
,

模式大气在一定时刻 t 的状态在相空间中被指定为一个点
。

经过某一初值

B 礼的系统状态的演变在相空中被描述为一条曲线
,

这一曲线就称之为轨线
。

所谓轨线稳定性
,

定义为充分邻近轨线 C 的一个轨线
,

在时间演变过程中仍保持在

某个邻近范围内
。

其实这个概念同 L ya p u n of 意义下的稳定性相联系
。

L ya p u n of 稳定性是

从邻近点出发
,

于是稳定性意味着在时间进程中保持在某个邻域范围内
。

而轨道稳定性
,

并不限于单个点
,

而是考虑整个轨线 C
。

轨道稳定性可 以用数学语言陈述如下
:
C 是轨道

稳定的条件为对于给定的
。> 0

,

总存在 刀> 0
,

使得若 R 是
:
时刻在 刀(。)范围内别的轨道

的一个代表点
,

则在 t> T
时 R 保持在

。
范围内

。

如果不存在这样的 刀
,

则 C 是不稳定的
。

我

们还可以进一步定义轨道渐近稳定性
,

C 是轨道稳定的
,

此外当 t~ co 时 R 和 C 的距离趋

于零
。

现在的问题是如何确定一个轨线的稳定性
。

处理这个问题有两种方法
:

一是局部法
,

二是整体判据
。

整体判据就是 L yaP
u
no f 函数

,

对于复杂的大气模式难以寻找整体判据
,

一

般采用局部判据法
。

考虑轨线 兵(t ) 的稳定性
,

有一邻近轨线

犷天t ) = 沪天t ) + ‘,

(t ) (2 8 )

其中以t) 是扰动量
。

如果 t ~ co 时
。,

(t ) ~ 0
,

则为渐近稳定
,

将式 (2 8) 代人 (2 7 )
,

作线性
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化近似
,

则

。

瓮
+ 艺瓦、 + 艺风“+ 习几气 一 习F。‘ (2 9 )

其中凡是雅可比系数阵
,

且 F。 一 (戈 /氛)
。

式(2 9) 是系数随时间演变的线性常微分方程
,

求解这一方程并不容易
。

过去多需用直

接时间积分来讨论不稳定问题
,

这里我们将引进新的计算稳定性判据的方法
。

式(2 9) 右乘 好
,

然后同式(2 9) 的转置左乘
: ,

的结果相加
,

并考虑 B 对称性以及风 的

反对称性
,

得到

录习
(!
:B 、) + 艺艺 (好N 。

、+ 可N 。。) + 2习习 (; L 。、)

一 艺艺 (好凡
。,
一 好耳

。‘)

(3 0 )

二

~ _ _ 一
、

, , 。

~ _
, ,

_
、 ‘

_
、 、 _ , ,

d 一
,

, _
、 _ _ _

, , _ . , 。 _ ‘
_ d , _

、

汝照局都瓢软稳足的足又
,

显然兰 而乙 叫 廿钊 反 0 盯
,

吼线稳走
,

历 又6扩拢
:

) 一 0
,

甲

, . ,
_ ‘

_ _
_ , .

d 一
,

, _
、 _ _ _

. , _ . ,

卜

_
_ ‘

_

往稳走
,

阳匀而乙 瞬万划 夕 0 盯
,

乳软小穗足
。

设 x 一 (。
, , 。: , : , ,

⋯⋯衍
x 了

)丁
,

由线性代数知识知

一 习习好N 。
免一 厂AX (3 1 )

一 2习习好L.j 气 一 XT D X (3 2 )

习艺好凡
‘,
一 尸F X (3 3 )

则式(3 0) 可以写成

其中 }}X

X }1
2
一 X 伙A + A T + D + F + F勺X (3 4)

,

由 L 。
对称性可知 D 也对称

。

记 H 一 A + A T

+ D + F + 尸
,

则 H 是 1 x J 阶对称阵
。

由线性代数知识可知
,

H 具有 1 x J 个实特征值和相应的 I 只 J 个特征向量
,

这一组

特征向量构成了相空 间中的一组完备的正交基底
,

设特征值为 又, ,

又:
,

⋯⋯凡对
,

相应的特

征向量为 E ; ,

E : ,

⋯⋯ E , 、 , 。

对任何 X 可以有展开式

X 一 习戈瓦 (3 5 )

代人式(3 4)
,

则可 以推得

暴
11二 lIz 一

‘

瞥
、、

(3 6 )

这里我们称入(i 一 1
,

2
,

⋯⋯ 1 x J ) 为准确解 价(t ) 的轨线不稳定特征指数
。

从式(3 6) 可以

得到局部轨线不稳定判据
:

(1) 当特征指数均小于零
,

轨道稳定
。
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(2 )当至少有一个特征指数大于零
,

则轨道不稳定
。

如果不稳定特征指数均大于零
,

则

称之为绝对不稳定
,

否则为条件不稳定
。

另外将由特征指数大于零的特征值所对应的特征矢量构成的子空间称为不稳定特征

子空间
。

由式(3 6) 还可得到

X

dt
镇 入~ }IX (3 7 )

其中偏
二

是 入(~ 1
,

2 ,

⋯⋯ 1 X J) 中的最大特征值
,

故

,, ‘ ,, 镇 ,, X
·

,,二p ‘

{:
. 1

、

百ha
X
a r 少

t 。镇 t (3 8 )

上述推导过程既给出了轨线不稳定判据
,

同时也提供了具体计算不稳定指数的方法
。

下面我们将表明轨线不稳定决定了误差增长率
。

4 误差增长方程

仍从谱方程 (2 1 )出发
。

设准确解 的轨线为兵
,

而具有误差的轨线为 尹t(t ) ~ 叭(t ) +

气(t )
,

其中以t) 表示误差
,

其演变方程可以写成
_ d ‘ 一一 一

_ _ , -

一
_ _ ,

一
_ ‘

一
_

B 于 + ) :从丙 + ) :从从 + ) ;戈声
:

+ ) ;几声
,

一 层 + ) 二凡气 (3 9)
一 dt “

‘J ‘ ”j 一, ’ ‘‘J ‘ ”少刀
’ ‘‘J 一 ” 少一 , ’ ‘‘J 一

r少一,

”
’

‘曰
一 ’j一 J 、““

比较式(3 9) 和 (2 9)
,

误差方程中多了 乙N I, ‘项即误差非线性项
,

另外还有外源非线性项

拭
。

类似于上节中的推导
,

平方误差演变方程可以写成

录
(、B 、) 十 E 艺 (￡:N

, ,
圣、 可N : 。) + 2艺 艺 (、L ‘,、)

一 艺艺 (好凡
: ,

+ 好叮
: ,

) + 2氛好

(4 0 )

其中推导中利用了下式

艺习 (好N 裤
,

+ 可N获) 一 。
(4 1 )

式 (4 1 )表明误差的非线性作用项在误差方差的总体变化中没有任何贡献
,

只起误差分配

的作用
。

比较式(4 0) 和 (3 0 )
,

如果不计外源的非线性作用 即 泞一 0
,

那么式 (4 0) 和 (3 0) 完全一

样
,

因此可以得到结论
:

导致误差增长的根本原因是由于存在轨线不稳定
,

而且这是一种

线性不稳定
。

线性轨线不稳定增长率决定了误差的增长率
。

由此可 以给出误差增长清晰

的物理图象
:

误差的变化由准确解的轨线不稳定和当时的误差矢量特征决定
,

当误差矢量

在不稳定特征子空间存在投影时
,

误差增长
。

反之误差减小
。

当误差矢量同最大特征指数

对应的特征矢量重合时
,

增长率最大
。

由式 (3 8) 也可知道轨线较稳定时
,

误差增长率就较

小
。

上述结论表明
,

误差的增减随着准确解的轨线稳定性的改变而不断变化
。

这就解释了

持续性天气型具有更长的可预报时间的原因
。

因持续性天气型具有更高的稳定性
。

对随
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着模式分辨率的提高理论预报上限降低的事实也给出了很好的说明
。

因为大气不稳定增

长率对模式的分辨率具有很强的依赖性
。

具有更高的分辨率
,

会使得计算得到的不稳定增

长率更大
。

5 L or e n z
系统的分析

L or en
z
系统已得到广泛研究

。

例如文献[ls 〕的评述
。

下面我们将计算在相空间中具有

不同吸引子的情况下轨线不稳定性质
,

进一步阐明误差增长同轨线不稳定的关系
。

5
.

1

令 X

其中

误差方程和轨线不稳定判据

如周知
,

L o r e n z
系统为

d x

丽 一 勺 一 此 (4 2 )

瓮
- -

r二 一 ’ 一 “ (4 3 )

d z

石丁 - 一 b z + x y
U L

(4 4 )

一 (x
,
y

,

z) T ,

则

dX
-

不二 一 石x 十 八 x
a t

(4 5 )

(4 6 )

b

001

一 1

d
一ro

一一LX

n�n�0

一一N

N 是反对称非线性算子
,

L 是线性算子
,

容易得误差方程

d X
T
X

d t
一 义

了
( L + L T + B + B T) X ( 4 7 )

这里

0 0

( 4 8 )

、‘......书,.t.r.J

000

0O
--z一y一一

B

式 ( 4 8 )表明 L or en
z
系统的误差增长率由线性方程所决定

。

按照前述的轨线稳定性讨论
,

当 H 一 L + L T + B + B T
的特征值均小于零时轨线稳

定
,

否则轨线不稳定
。

5
.

2 存在平衡态吸引子时轨线稳定性

通过对存在平衡态吸引子的相空间中轨线的稳定性分析
,

我们将表明平衡态的稳定

性质不同于轨线稳定性质
。

即使在平衡态吸引子的吸引域内
,

也会存在轨线不稳定
,

从而

可以发生误差增长
。

当相空间中存在多个平衡态吸引子时
,

轨线的稳定性质是十分复杂的
。

显然那些同宿
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�
b内6

国的芝闰

贫一订气艾一贡书r 气
。 。片

T

l ( ) 12 14
r

图 l r = 1 8
.

0 时
,

初值为 ( 1
.

0
,

2
.

0
, 3

.

0 )时 图 Z r = 2 4
.

0
,

初值为 ( 1
.

0
, 2

.

0
, 3

.

0 ) 时

轨线最大不稳定指数 (a )和误差演变 ( b) 轨线最大不稳定指数 ( a) 和误差演变 (b)

或异宿轨线是不稳定的
。

这同丑纪范[s1 提出的误差增长机制相联系
。

作为轨线不稳
,

图 1a

给出的是
r 一 1 8

.

0( 其中
。一 10

.

0
,

b一 8/ 3
,

下同)时初值为 ( 1
.

0 ,

2
.

0 , 3
.

0) 的轨线最大不稳

定指数的演变
。

此时相空间中存在两平衡态吸引子
。

可以看到轨线具有相当强的不稳定
。

图 lb 给出的是初值为( 2
.

0
,

3
.

0
,

4
.

0) 的轨线同上述轨线的均方误差
。

可以看到在 t 一 2
.

0

到 5
.

0 时间单位的时间内
,

出现了很大的误差
,

最大误差达到其演变方差
。

这说明了轨线

演变对初值具有时间局域敏感性
,

存在一定时间内的不可预报
。

我们还计算了
r 一 24

.

0 时

的轨线不稳定
,

此时仍存在两个平衡态吸引子
。

从图 2a 可以看到轨线变得更不稳定
。

图

2b 是同上例中取同样初值的误差演变
,

可 以看到误差不断增长
,

当 t 一 1 3
.

0 时间单位后
,

误差突然增加
,

在此以后的很长时期内维持大振幅的误差振荡
,

这表明存在相当长时期的

不可预报
。

5. 3 混沌状态

当
r 一 28

.

0
,

Lor e
nz 系统处于混沌状态

,

并被称之为
“

标准 L or en :
吸引子

” 。

积分中轨

线初值为 ( 1
.

0
,

2
.

0
,

3
.

0 )
,

而误差轨线初值为 ( 1
.

5
,

2
.

5
,

3
.

5 )
。

正如预料的
,

轨线变得更加

不稳定 ( 图 3a)
。

误差在 8
.

0 时间单位以后迅速加大 ( 图 3b )
。

值得注意的是
,

误差最大值对

应着轨线具有持续强不稳定以及轨线演变剧烈的时候
。

上述分析表明
,

轨线不稳定很好地刻划了混沌吸引子的细致结构
,

并充分表明不稳定

强度同误差的增减密切相关
。

6 结论与讨论

本文从原始方程出发
,

推导了误差增长谱方程
,

对误差增长方程的分析表明
,

误差增

长率是由准确解的切线性方程决定
。

扰动非线性项不产生方差意义下的误差增长
,

而只起
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只

误差分配作用
。

我们引进了轨线不稳定概

念
,

将误差增长原因归结为轨线不稳定
。

我

们推导证明了轨线不稳定增长率可以变成

计算一个对称方阵的特征值和特征矢量
,

我们称之为轨线不稳定指数和轨线不稳定

特征矢量
。

分析表明轨线不稳定指数越大

即轨线越不稳定
,

误差矢量在由那些最大

特征指数对应的特征矢量构成的子空间的

指数越大
,

那么误差增长越快
。

作为具体例子
,

计算了 L o r e
nz 系统的

轨线不稳定
。

结果证实了我们的理论分析
。

同时表明即使在平衡态吸引子的吸引域内

也会存在轨线不稳定
,

从而造成一定时间

内的误差增长和不可预报
。

在混沌系统中
,

轨线不稳定指数是不断变化的
,

在相空间

的某些部分可 以具有很大的不稳定指数
,

而另外一些部分的稳定指数较小甚至轨线

稳定
。

因此误差增长在相空间中不是均一

的
。

上述结论对于如何建立长期预报具有

琪

图 3 r ~ 2 8
.

0 时混沌吸引子轨线变化
。

(a
.

最大不稳定指数
,

b
.

误差方差
,

c. x
分量时间演变)

有益启示
。

预报误差的迅速增长是由于轨线不稳定
。

因此要突破瞬时场的可预报上限
,

必

须对这种不稳定引起的误差增长作出有效的处理
。

一个很 自然的想法
,

就是把长期数值预

报模式建立在相对稳定的大气运动模态所组成的子空间上
,

而将具有快速不稳定增长率

的模态通过一定的近似方式表示出来
。

最后需要指出
,

本文中没有考虑模式误差的作用
,

这还有待研究
。
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