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再论水平和垂直分辨率之间的协调
‘

廖洞贤 朱艳秋

�国家气象中心
,

�匕京
, � � � � ���

摘 要

在计算域面积为常数的约束下
,

给出了几种不同精度的平流方程和 。方程的
“

最优垂直

网格距
” ,

以及在极限情况下的
“

协调垂直网格距
”
的表达式

。

还讨论了在水平和垂直分辨率不

协调时数值解对能量传播和计算稳定性的影响
。

关键词
�

平流方程
, 。方程

,

协调的水平和垂直分辨率

� 引言

众所周知
,

提高水平分辨率对改善数值天气预报和数值模拟的质量有重要作用川
,

但

有人 �如 �
� � � � � � 和 �� �� � � ,

��� ��
�〕�在中尺度数值模拟 中把水平网格距从 ��� � 减小为

��
�

�� �
,

而当垂直网格距未变时系统的位置误差却增大了
。

这说明在水平分辨和垂直分

辨率之间有个协调问题
。

早在 �� �� 年廖洞贤和陆维松曾提出过上述问题�� 
,

并在水平截断误差和垂直截断误

差量级相等条件下给出了两种分辨率的关系
。

同年
,

� �� ��� �� 在研究
。一坐标中气压梯度

力的计算时还曾给出过满足静力协调的水平和垂直差分的不等式 �’�
。

以后
,

��
� � ��� 等

��� �� 认为
,

在改变水平分辨率的同时应改变垂直分变率
,

还针对锋生模拟
,

提出两种网

格距之间的协调关系式�� 

改卿 � � � ���

其中公, 是最优垂直网格距
,

� 是水平网格距
,

� 是锋面坡度
。

同年
,

�� � � �� � 等还提出过

两种协调关系式
�

一是针对准地转运动的
�一是针对临近 临界高度含有重力波的运动

的困
。

� ��� 年陆维松详细研究了上述两种分辨率的协调性
,

还给出了由之而 引起的计算

稳定性判据图
。

但是
,

他的结果仍然是在水平截断误差和垂直截断误差量级相等的条件下

得到的
。

���� 年 �� �� �� 等用数值试验证明
�

在提高水平分辨率而不提高垂直分辨率时会

产生虚假的重力波阁
。

上述研究基本上可以分为两类
�

一是从减少截断误差出发
�
一是从物理出发

。

前者以

廖洞贤和陆维松为代表
,

后者以 �� �� ��
�
等为代表

。

这两类研究的结果并不相同
,

即便在

同一类中所得结果也不尽同
。

如何把这两类研究结果统一起来并给出严格的证明
,

是很需

要的
。

这就是本文的目的
。

来 ��� 年 � � 月 � 日收到原稿
,

��� 年 � 月 � 日收到修改稿
。

曾得到 ��
一
�� 

一
��

一
�� 课题资助

。
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在本文中
,

我们将首先针对平流方程和 。 方程
,

在计算域面积不变的约束下给出水

平分辨率和垂直分辨率之间的最佳关系式
,

再在极限情况求得和 ��� 式相似的关系式
,

即

后者是前者的一个特例
。

这样
,

也去掉了廖洞贤和陆维松过去在文献〔�〕和 ��」中所假设的

条件
。

最后
,

还讨论了两种分辨率的不协调对能量传播和计算稳定性的影响
。

� 平流方程

�� � 平流方程

如所知
,

在大气中空气质点所具有的一些重要物理性质
,

如位温
、

位势涡度等
,

在一定

条件下是守恒的
。

研究平流方程的水平和垂直分辨率的协调具有一定的重要性
。

出于研

究的需要和方便
,

我们可以考虑如下形式的方程
。

, , , 、

万 盯 盯
石 �� , 一 戈气 份卜 � 二尸一 � 卜 仪少育一 一 �

口 � 口 � 口 �

���

其中 �代表某一气象要素或物理量
� “ 、

� 各是沿 � 和 �
方向的风速分量

,

都设为常数
。

�
�

� 水平分辨率和垂直分辨率之间的最佳关系式

如果用中央差商代替空间微商而时间微商不变
,

则方程 ��� 成为

��
�

二
, �

二
石朴刀 一 五 十 � � 妥十 � �

二

一 � ���

其中

尹 一 〔� �� � � �� � � � �� 一 � �� �〕��

�� 一 〔� �� � � �� � 一 � �� 一 � �� 〕��

子 和 人 的表达式也类似
。

利用 � �� ��
�
级数

,

我们可以在计算域面积不变的约束下
,

使域内截断误差的平方和

最小
,

以找出最优的 山 和 � 的关系式
。

这就相当于把问题化为使

� 一 又 �
。

黝
�
� �
琪、

�

〕�
�

� 产�� �、 一 ��
丁丁 叮

一

��
�

���

达到最小
。

其中� 一 �
�

�
� ,

�
二
一 �

二

��
,

�
二

一 �� �改
�� 是计算域面积

� �一 �� �
,

� 一 �� �
,

�� 和 瓜 各是计算域在 ‘ 和 ‘
方向的边长 , ”是 �� �� �� �� 乘数

,

气表示全计算域求和
。

要求 � 极小
,

须 � 对 �
,

酝 和 产 的微商为零
。

于是
,

我们可以得到 � �� �� 方程
,

并从而

得到

�井
� �竺 �

�

���

�一勺了一声
�

护一沈一护一良
艺以二、�以

我们先看一个单波的情况
。

设

� 一 �� �� �� � � � ��

代人式 ���
,

并用特征量 �
、

� 之比代替 �� �
,

则有

�� �
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、
�� � 一

福
�
臀
����己 一

福
�

会
����己

���

这里 �
二

和 �
二

各是
� 和 �

方向的波长
。

上式就是廖洞贤
、

陆维松在文献【�〕和陆维松在文献

【�」中曾得到过的 △礼洲 和 � 的关系式
,

但推导的方法不同
。

在上式的推导中
,

已去掉了水

平和垂直截断误差量级相等的假定了
。

为了和下面所推导的关系式相区别
,

我们不妨称式

��� 为二阶差商的
“

最佳关系式
” ,
相应的 � 记为 �� 

��� 。

用和上面同样的方法
,

我们还可以得到在水平和垂直方向均采用 � 阶差商的最佳的

水平分辨率和垂直分辨率的最佳关系式
�

、
�� � 一 �

备
, ��

�

‘

会
,
����

�� �

其中 △礼拼���
表示 � 阶差商的最佳垂直网格距

。

�
�

� 水平分辨率和垂直分辨率的协调关系式

�� �� � 任意阶差商的情形

根据 �� � �
��� �� ����� �图

,

在精度为任意阶的情况
,

差商 �
�

关
�

和 �
�

关
�

各可以表示为

�� !
, 一

全以
� 、 ,

一

纂
� 、

。

纂黔汾
�。

�� �� �
�
�

�� 
�
一

全、�� 
,
一

豁
� 、。

豁
。

、 � � �、龄
�
�

其中久 和 礼都是适当的系数
�� 是有限正整数

。

用 �
二

关
, 和 � 沂

。

分别代替 扩�七 和汀�孔 我们有
,

,
、 , ,

、 �

。 尸

产�� �
, 。 � �

沪�� �
‘ 。 � �

�
, 。 � 二 。 � 。 � 土 。 、

乙, 汀 � 一 以�� 十 � � �“ 丽丽干万�
‘“

十 � 蕊万石玺
‘’

十 � 弋�
‘’一 ‘ ,

绷
‘’一 ‘

�

其中与 �� � 表示 � ��� 的差分形式
。

仿照 � 阶差商的情形
,

我们可以构造如下的泛函数
,

即

一
。 � 产

� ,

�
, 。 � �

产
� ‘�

二 。 �

�
�

儿一 夕
,

�� 二一下�二万� 叫 十 � �丁下二舀
�

� �
‘ ,

� 十 产�八 � � � 一 八少
二� � 口�

一
”

一

成
一
”

一

, , ,

用和上面同样的方法
,

从 � �� �� 方程我们有

于是

耳
一 �

豁
, �“

一 买
� � �

豁
, �公

·

、
��� 一 �

备
““ �

会
����

一
�

���

��� �

��� �

��� �

易见
。

当 q一 1 时
,

即 2 阶差商情形
,

上式化为式(7)
;
当 q一 2 时

,

即 4 阶差商情形
,

上式化

为式(s)
。

2. 3. 2 极限情形

在式(12)中如果 q ~ co
,

则

l_
。

li
n 1

o 戈
内。 一

二共d

尸co ~ 乙x
( 1 3 )
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易见
,

只要令人/l
二
一 , ,

则上式相当于式(1)
。

这说明式 (1) 是式(12) 在极限情况的一个特
_
例

。

不过
,

式(1) 是在设锋区水平和垂直特征尺度与 d
,

& 成比例下得到的
,

没有经过数学

推导
。

下面为了讨论的方便
,

我们记

公而 ~ h m 改
。声

&
阴 不妨称之为

‘

协调垂直网格距
’ 。

这样
,

式(13) 可称为 & 和 d 的
“

协调关系式
” 。

( 1 3 ) 式还可以写为

(14)
lx一d

一一
人
一ha

这表明在一个波长范围内沿
x 和 Z 方向的网格点数是相等的

。

取 U
、

W

、

l

二 、

l

二 、

d 各为 lom /
s、

1 0
一 “

m /
s 、

5 x 1 0
3

k m

、

s k m 和 loZk m
,

我们可以得到附表
。

表中数值表明
:
山

。解 和山阴 的值相 同
。

不过
,

这和 U
,

W 等的取值有关
;
不同的取值

,

结果

会有所不同
,

但一般应是比较接近的
。

附表 △ z ,
t
和 公咖 的值

酝叩它

( k m )

2 0
.

1 ( 1 0 0 )

4 0
.

1 ( 1 0 0 )

山目
,

( k m ) 0

.

1 ( 1 0 0 )

注
:
表中 2

、

4 各表示差商精度阶数
,

括号中

的数表示 10k m 高的模式大气的层数
。

从另一方面
,

如果我们比较式(7)
,

( 8) 和 (1 3)
,

我们可 以看出
:
随着差商阶数的提高

,

U / W 对 & 明 的影响越来越小
,

而 改
。, 主要取决于 z

二

和 l
二

的 比
。

由于 U /W 总大于 1
,

其幂

次的减小速度大于 人/l
二

幂次的减小速度
,

改
‘,
应当是 山

。召
在 q > 2 时的下界

。

3 田 方程
3.1 。 方程

为了了解 酝 和 d 的协调关系式的适用范围
,

我们可以研究另一些类型的方程
,

如 。

方程
。

。 方程是过滤模式中的一个重要方程
,

可以写作

挤。
.

产 护。 _

L 仁田) 一 不二下 十 七 不万乏一 。Lx
,

P ) 一 U
口J U O

P
-

( 1 5 )

其中。 一 d P /dt
,

是气压坐标中的垂直速度
;
了是地转参数

;。 一 一 (a 留/助)/夕
,

是静力稳定

度参数
;G 是已知函数

。

为了简便
,

设了和
。
都是常数

,

且
a > o

。

3

.

2 2 阶差商的情形

如空间微商用 2 阶差商代替
,

则其差分方程相当于

护。
.
户 护。 。

, 、

1

,

护。
,

下二歹一 丁 二孤万 一 。 气x ,
P 少 十 万下 气又二a〔‘迸

r
。 口尸 1 ‘ 认沈

架却
2)+ o (、4 ,

△p
‘
) 一 。 ( 1 6 )

口尸

于是
,

和前面类似
,

可以构造如下的泛函数
:
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; 一

到契
* + 雾架、

2
}
2+ , (

Nd 、 一 ; ) (
17)

万丁 、
既

U OP 一

)

用和前面类似的方法并用 。 代替式(6) 中的 f
,

根据式 (17)我们可得到

、
(2)一
平
(
会
)2、

(1 8 )

其中l
户
是垂直方向以气压的单位度量的波长

。

3. 3 任愈阶的情形

为了研究 。 方程在任意阶情形的 d 和 △P 的协调关系
,

我们先构造 护。/ ax
,

的任意阶

差商
。

令

鲜
二“ = “‘+ ,

,
,

+ 2 叭一 ,
,
,
一 2。

‘*
( j = z

,

2

,

⋯s) (19 )

于是
,

.
。 , , 、 , 。

2

.
, , , 、 , , .

2

雌。 ~ j
Z

可
)dZ+ 丢j

4
心
)d么 + ⋯ + 丁下书下j

Z]
可

, )
d

Z ,
+ ⋯ (20 )

一 , 二 -
了

-
! 一 4 !

,
- ! 一

”
(Zj)!“ 一 二

-

其中心
”
表示 。 对 x 的 2j 阶微商

。

用参数
al,

a : ,

⋯a
;
分别乘摊。

,

鳄产
,

⋯拼
二。

,

相加
,

并令所有带衅
,毋 的项的系数之和

为 1
,

其他带较高阶的项(直至带 叱动d
助
的项) 的系数之和为零

,

则 沪。/七
“
的任意阶的差

商总可以表示为
~ ,

1 石尤夕: 田 -
一1 不 夕 a ‘

O 忿, 亡d

一
d

‘

~

J 了 一

少 ~ 1

一

穿
+ 、。+ 2、!一JZ!+ o (己2!一)

(2 1)

其中

其中

2
q”十 ,

一 又厄云不厄石习
j‘2’+ 2 , ’

aj
( 2 2 )

现在
,

我们就来证明
。

容易看出
,

这时我们只要证明马 不全为零就可 以了
。

按照我们对参数
a,

的选取
,

则有

A a = (1
,

0
,

0
,

⋯0 )T (23)

a = (al , a : ,

⋯a
:
)T ,

T 表示转置
。

、

l

⋯
!lee产

S
月‘

S

护

粼
22

杀
24

箭
26

32
2。 ,

二了 j
l

4 !

2
_ 。

二二 d
’

b !

2

。

气丁, S
-

6 !

2

( 2
5

)
!

21一4!2一6!⋯

2 2
下叹-戈

-丁 下二-戈, 丁乙~

气乙S 少! L乙S 少!

2
:叹-戈, 丁d

“‘

气乙S少!
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可以化作

2s 一 , ·

(2

·

3. 二)
2 .n .

---二 , 尸, 弋尸甲- - - 二 , 甲代一一 l才〕 l

咬4 ! 6 !⋯艺s ! )

l川中区知

1
22

(22)2

(22):一 l

1

s 2

(
5 2
)
2

(
5 2
)
J一1

=曰lIlLl1
we
J’门|11

A一一

B

易见
,

1

B

l 是典型的 v an der m on de 行列式
,

其值恒不为零 ;又因 乙aj尹 一

J~ 1

有惟一解且全不为零
。

这就证明了我们的断言
。

根据类似理由
,

护。/ aP
Z
也可以表示为如式(21)类似的形式

。

于是
,

和 , 方程(15) 相当的差分形式是

1 ,

故方程(24 )

。
, .

产。
,

。
,

乙A 、田少 = 刀;毋 十 万刀产 一 。 、x ,
p
少
=

U ( 2 4 )

其中
~ 。

1 石
刀,‘ 一 动自

a, o , ’‘

( 2 5 )

一

霎
+。2‘一梦

!
一△,

2,

+ O ( △,
2!
一 ,

在现在情况下
,

可以构造泛函数

; 一
岑{

。Z
J
一〔田:

,

一d
Z!+
譬、一

△, ZJ〕

(2 6)

+ 产(N d △P 一 A )

用和前面同样的方法
,

我们可以得到

甘
。, 一 ‘

吴
,
1/2!‘

会
, (
!

一
d (27)

当
s
~ co 时

,

有
‘

_

l

*
.

己J
J
_ -

~
子d
‘二

( 2 8 )

这个结果和前面讨论平流方程时得到的结果(13)是一样的
。

这说明这个结果的适用范围

有一定的普遍性
。

如 l
户、

l
二 、

d 各取作 500hP
a 、

1 0
‘
k m

、

1 0
2

k m

,

按(28)式
,

。尸, 一 sh P a
,

相当于大气取200

层
。
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4 多波的情形

考虑在实际大气中 f一般由多波益加而成
,

即

f 一 习
sin (~ + nz )

如何从它出发来讨论 △礼声 和‘阴仍是需要的
。

把式 (2 9) 代人式(11)
,

我们有

(29)

d

4q们||

l

声

、
一 (

。
)1/一
。
)1
一
{
名〔名(

一
1 )

,
m 护
+ ’

,

2
冗 .

2 兀

C O S 气二一”王IX 州卜 写井- n 1Z , J
-

乙二
一

石
二

又 〔又 (
一
1 )

。n 钾+leos (擎m
lx + 擎

nl二
) 〕2

下 霖
一

“二
一

二
二 -

其中 m
:, n :

各是基本波数 2
二
/ L

二

和 2二/ L
:

的倍数
,

m

l

一 m 几/2
二 , n l

一 n
人/2

二 。

如果 m
:, n l

的求和范围相同
,

则有

公阴
L

。 _

二井 d

石x
(3 0 )

比较式(30 )和式(13)可以看出
:
两式是类似的

,

但式(30 )要求 L
二

和 L
二

是 f 在 x 和
z
方向

的基本波长
。

5 水平分辨率和垂直分辨率不协调对能量传播和计算稳定性的影响
5
.1 能t 传播

众所周知
,

满足平流方程(2) 的波解是非频散的
,

其群速度和相速相同
;
而对相当的

时
、

空差分方程
,

其波解是频散的
,

其群速度不等于相速
。

但是
,

对于微分
一

差分方程(3) 来

说
,

则还未见到类似结论
,

还有再研究的必要
。

令

f = fs i
n (m x + nz 一 云) (31 )

并代人方程(3) 的近似方程
刁
f

J
f

.
刁f

. u 护 f
, 。 .

w 护 f
‘

寸 十 u
分 十 w 亡 十 二二 二- 花 d

‘

十 二二 二 , ; O ￡
‘

一 U
沉 口J 丁 d 之 勺 以Z “ 勺 d 之“

( 3 2 )

我们可以得到

云一 (: 一 军、
2
)m u

t)
+ (1 一 令△之2 ) n w

O

( 3 3 )

于是有

几
二 一 (: 一军、

2
)u

乙
( 3 4 )

心 (1一 令△之2 ) w
乙

( 3 5 )

可以看出
:
上面的结果和在时

、

空差分时得到的结果相似
,

即波成为频散的
,

且群速度的两

个分量都减小了
。

根据计算
,

对于水平和垂直波长各小于或等于 4d 和 4& 的波
,

其C
gx
和

吼
:
的符号和准确解的相反

。

现在
,

我们来讨论能量的传播方向
。

为了讨论的方便
,

我们不妨称波长小于或等于 4d (或 4酝) 的波为
“

不可分辨的波
” ;



气 象 学 报 53 卷

而大于 4d (或 4山) 的波为
‘

可分辨的波
, 。

这样
,

我们就可以用前面得到的关系式来研究

能量的传播方向了
。

考虑 山明 的表达式中含有参数 U /W
,

而其数值又和 & 姗 接近
,

用

公
c
曲 代替 & 明 将比较方便

。

这样
,

从式(13)
,

式(35)成为

e , 一 (1 一

誓
、
2
)W

于是
,

c

‘1

和 c 二 将以同样的比例减小;在可分辨范围内数值解的能量传播方向将和准确

解的一致
。

反之
,

如果不采用 位捆
,

则一般不会得到这个结果
,

即两者能量传播方向不一

致
。

5. 2 计算稼定性

如水平和垂直分辨率同时考虑
,

陆维松曾得出 P-- 坐标系中的计算稳定性判据
,

即

州粤 +具
)蕊 1

a Q P
(36)

易见
,

如 d 取定
,

而时间步长按 △P ~ 来取
,

则取较大的△P
,

计算是稳定的
。

而取较小仰 的

计算是不稳定的
。

6 讨论和推广

上面针对平流方程 。 方程进行了分析
。

现在的间题是
:
所得结果的适用范围怎样

,

是

否可 以推广?

对于第一个问题
,

关系式(7) 和 (18)在2阶差商情况下是适用的
。

但是
,

由于大气垂直

下边界的限制
,

采用比2阶精度为高的差商在边界附近会遇到困难
。

不过
,

在水平有限域中

采用4阶差商也有类似问题
,

但有些作者通过在边界给定一些计算条件或引用单向差后曾

获得较好结果[lo 〕
。

看来
,

在垂直方向作类似处理是允许的
。

这样
,

上面讨论的结果仍然有

参考价值
。

至于推广
,

则可 以从两个方面进行
:
一是从物理方面

,

如把大尺度结果推广到中小尺

度
;
一是从数学方面

,

如把从平流方程和 。 方程得到的关系式推广到其他类型 的偏微分

方程
。

我们知道
,

运动的特征长度和波长成正比
。

显然
,

将上面的方法应用到描写中小尺度

的方程可以推得依赖于相应垂直和水平特征尺度的垂直和水平分辨率之间的
“

最佳
”
或

“

协调
”

关系式
。

而且
,

上面的方法还可以应用到波动方程

挤“ 。 ,

护u
.
护u

、

二, ; 一 a ‘
L
二es 下 十 二下 , 十 J

成
‘ 以Z . d 之‘

这时
,

如用2阶差商代替空间微商后
,

用上面的方法仍然可以得到和式(18)相似的关系式
。
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