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摘 要

用一个两层密度不同的流体所组成的非线性浅水模型讨论了过山气流的变化特征
。

结

果表明
:

在背风坡下游
,

如果弗罗德数 F. 大于 1
,

则在不同的条件下将会出现波状的
、

水跃的

以及
“

破裂
”
的气流

,

如果 Fr 小于 1
,

将只会出现
“
破裂

”

气流
;
在山地上空

,

地形波关于地形分

布是非对称的
。

关键词
:

非线性
,

浅水模式
,

过山气流
。

1 引 言

气流过山问题是一个古老的动力学问题
。

由于问题的复杂性
,

近年来在理论研究的同

时出现了许多数值模拟的工作
。

L on g 川
、

巢纪平[2j 曾先后用浅水模型讨论了过山流体的水

跃现象
,

并提出了背风坡一侧出现荚状云和旋转云的形成机制
。

El ias se n [3j 就线性的非静

力平衡模式讨论了旋转气流中的中尺度地形波
。

伍荣生川通过浅水模型研究 了地面摩擦

对中尺度地形波的影响
。

这些工作表明
:

如果浅水模型中不包含地球的旋转作用
,

那么背

风坡下游气流将是均厚的
,

这显然不符合观察事实
。

因此
,

用地球旋转作用下的非线性浅

水模型进一步讨论过山气流运动将是有意义的
。

2 描述过山气流的浅水模型

为简单起见
,

设上层气流的位温为常数 0
,

下层气流的位温为常数 夕一 △0(△夕> O )
,

如

果气流从正面 向一个具有无限长脊的地形移动
,

那么我们就可近似地忽略变量随地形脊

方向的变化
,

这样描写下层流体的定常的浅水方程就可写为
:

面
,

~
_ .

刁
.

u
乏 一 f v 一 j竹 一 g

‘

之 (h + 帕 (1)
一

七
“ 一 “ 9 0

肚
、

’
-

·

霏
十 f一 瓜

(2 ,

刁
.

子 (h u ) = 0 (3 )
a r

、
-

- - - 一 、 。 产

其中
, u , v

为 x
,
y 方向的风速

,

它们分别垂直于和平行于地形脊方向
。

h (x )为下层流体的

厚度
,

抓x) 为地形高度分布
,

g ‘
一 g △夕超为约化重力

,

户一 (介
; ,

一刀
、
)为上层气流对下层

令
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气流的作用力
,

它不随空间和时间变化
。

设在地形上游无穷远处
,

下层流体的厚度为 H
,

流速为 U
; ,

则由式 (3) 可得到

hu 一 H 认

于是

(4 )

ah
, , , ,

撇
, 。

石 - 一 月叽 石 / 矿 (5 )

将式 (5) 代人方程(1) 中
,

有
:

fv 一会
一
二 +

州霏
一 H 二新州 (6 )

从式 (2 )
、

(6) 中消去
v ,

并作一些整理可得到
:

(U
4

/ g
,
一 H :

· )

穿
+ (“

3

/ g
,
+

+

(
,

Z

H +

多)
U 3
一 ,

Z

H 二
U Z

-

ZH认 ) 鱼
a Z了

(7 )

式中 产一f产斌了万
,

产一 ‘为 R os sb y 变形半径
。

为了便于讨论
,

将方程 (7) 化为无因次形式
,

令

x 一 Lx’
,

专一 vma 刀
’ ,

h 一 H h
’ , u 一 从

“ ‘

(8 )

其中 L 为地形的特征宽度
,

vrna
、

为地形的最大高度
,

如此无因次方程为
:

, 。 ‘ 、

护u . , 。 , . 。 、

{面 }
’ ,

{
_ , .

1 护甲丫
, _ ,

_

, _ 八

(只 u 4
一 u ) 任共 + (Fr u 3

+ 2 )}于 } + }￡
艺
+ 只 云畏 】u

d

一 c z u z

= 0 (9 )
一

七
z

’ 、 一 r 一
’

一
、肚 /

’

{
’

H 七
乙

,

其中只一 U二/ g
‘

H 为重力 Fr ou de 数
, 。一 产L 为地形宽度与 R os sb y 变形半径之 比

,

它反映

了柯氏力的影响大小
,

万一H / vrna
二

为地形上游无穷远处流体厚度与地形最大高度之比
。

方

程式 (9) 就是层结气流过山时气流移速所满足的方程
。

3 计算结果

方程 (9) 虽是偏微分方程
,

但由于只含有一个自变量 x
,

故实际上可作为常微分方程

来处理
。

为计算方便
,

我们通常把方程 (9) 写成如下的形式
:

一 y /( Fr 矿 一 1 )

{
_ , .

l d 2专l
_

, . 。
_

卫 / ,
L.

_
通

一
“

一

“ 一 (
“

一

卞 万厕 )
“ 宁

‘y ‘ 、f 产 一 脚

(1 0 )

du一dx勿一dx
了j|ll叹|||l
、

设地形上游的气流状态为
: u
~ 1

影 响)
,

地形 函数为 , (x )一‘
‘产

嚣一
0

,

当 x ~ 一 co 时 (这里将不考虑地形对上游气流的

,

如果取 L = 10 0 km
,

认 = 1 0 m s 一‘ ,

H = 1
.

skm
,

g ‘
= 0

.

0 2

m s一 2 ,

则 Fr = 3
.

3 3
,

当知
x

分别为 0
.

2 5 k m
,

0
.

sk m
,

0
.

6 6 km 和 0
.

7 6k m 时
,

气流在地形上空

及其下游处的高度变化为图 1 所示
。

可见
,

当标
、

较小时
,

背风坡下游的气流为波状气流
,

但是随着地形高度的增加
,

气流界面变得越来越陡
,

以至在 图 k 中出现了明显的定常气

压跃变 (或水跃 )
。

这种由地形强迫所引起的现象
,

在背风坡下游是经常能观察到的
。

如果

继续增加 vrna
二

的值() 0
.

6 7k m )
,

在背风坡下游
,

将有一部分气流处于
“

破碎
”

状态 (如图 ld
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图 1 气流界面变化图

(此时 凡 一 3
.

3 3 , 。一 1
.

5 2
,

( a )
、

( b )
、

( e )
、

( d ) 所对应的地形高度分别为

0
.

2 5k m
, 0

.

sk m
,

0
,

6 6 k m
, 0

.

7 6 km )

图 2 在一个实验室用的管子

中出现的 K e lv in 一

H e lm h o lt z 波的

演变
,

取自〔6〕



1 期 顾伟等
:

气流过山运动的非线性浅水理论

所示 )
。

这种现象跟 T h o r p e [‘〕在实验室得到的 K e lv in
一

H e lm h o ltz 波的演变非常相似(见图

2 )
。

K elv in
一

H elm ho ltz 波经常发生在流体内具有强切变的面上
,

如果 R ieh a r d s o n
数下降至

大约 0
.

25 时
,

这个面就变成波动
,

如果继续降低 Ri
c
ha

r dso n
数

,

这些波动会自发地增长起

来
,

最后卷成滚轴状并破裂
。 “

破裂
”

现象在地形波中也可能发生
。

由图 1 可看出
,

在地形

上空形成的地形波随着地形高度的增加
,

其波峰变得越来越陡
,

计算表明
:

当刀~ ) 0
.

sk m

时
,

地形波也将发生
“

破裂
” 。

如果取 五 = lo ok m
,

U. = lom s一 ‘ ,

H = 3k m
,

g ‘
= 0

.

Zm s 一’ ,

则 Fr = 0
.

1 6 6
,

当 刀~ 分别为

0
.

sk m 和 0
.

75 k m 时
,

气流在山地上空及其下游处的高度变化分别为图 3a
,

b 所示
。

可见

在背风坡下游某一距离处出现了
“

破碎
”
气流

。

不过
,

地形波仍然存在
,

并且随着地形高度

的增加
,

地形波的振幅越来越大
。

同样
,

如果继续增加地形的高度 () 0
.

7 6k m )
,

地形波也

将发生
“

破裂
” 。

(日怨侧姐
八巴日侧饱

一

500 水平
六

《
km

)
500

一

刚 水 , 谴
. (
。

》
500

图 3 气流界面变化图

(此时 凡一 0
.

16 6
, ￡= 0

.

4 0 8
,

(a )
、

(b )对应的地形高度分别为 0
.

skm 和 0
.

7 5 k n l )

4 结果分析

从以上的计算结果中我们可看出
:

过山气流的状态与 Fr 数及地形扰动强度有密切的

举 , 、 , 二 , 、‘二 , ‘ , ,
。,

二~ 小幻
, , 。 、 ‘、 *

“
伟 , 二 、

, 、

、 二 , d
Z
刁、

关系
,

为了弄清这种关系
,

我们有必要对方程(1 0 )的定性性质作一具体分析
。

由于号任蚤为 x
/ 、~

’
/ 子 J J , 】门

~
, ,

~ 小
’

~
‘, J 口 泪 ~

产
,J 刀

’

汗
、 ‘ 一 ‘ “ J

~ 协汕~
’r

~ 厅刀
’

v ’ “

囚
J

d x Z / 子 一

的函数
,

故方程 (1 0 )是一个非线性非自治系统
,

对于这样的非自治系统
,

其定性性质一般

较难研究
,

故下面仅就背风坡下游气流来讨论
。

程 (1 0 )可简化为
,

二 , 、北 。 , , 、
_ _

。
d Z甲_

八

二 。 、
出 J t t 月 仍叨又 r 认月

.

,I 一 V 巧二厄一 U ,
丁 大已刀

U 蕊

一 y / (Fr u 3
一 l)

= 扩u 一 扩u Z + 2少
2

/ (Fr u 4
一 u )

(1 1 )

du一dx勿一dx
Jr|les、esesee
l、

因此

d y

d u
= ￡Z u (1 一 u ) (Fr u 3

一 l) / 夕 + 2夕 / u
(1 2 )

令 y 一su
“ ,

则上式可化为
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s d s = : 2

[只(1 一 u ) 一 (1 / u 3
一 1 / u Z

)〕d
u

(1 3 )

积分得
:

5 2 = ‘2

[ (
u 一 l)

’
(1 / u Z 一 只) + 界 一 1〕+ ZC (14 )

y = 士 u ,

丫 。2 (u 一 l )
2
(l / u ,

一 只) + (只 一 1 )￡
2
+ ZC (15 )

式中C 为积分常数
。

方程 (1 5) 就是一阶常微分方程组 (1 1) 在相空间(u
,

刃中的轨迹方程
。

它较为复杂
,

因此为了搞清它在平衡点附近的轨迹分布
,

我们有必要对系统 (1 1) 的定性性

质作进一步分析
。

如果 界护 1
,

系统 (1 1) 有高阶奇点 y 一 o
, u 一 1

。

在此奇点附近对式 (1 1) 线性化
,

那么此

线性系统的系数矩阵特征方程为
:

几2
+ ￡2 / (Fr 一 1 ) = 0 (1 6 )

这里 又为特征值
,

因此若 式< 1
,

则 y 一 O
, u 一 1 为此线性系统的鞍点

,

因而也是系统 (1 1) 本

身的鞍点
。

若 Fr > 1
,

则 y 一 O
, u 一 1 为线性系统的中心

,

它是否为系统 (1 1) 的中心
,

还需进

一步判别
。

为此令 反一 “一 1
,

夕一 y
,

则式 (1 1) 可写成
:

f d反
’

一
‘

} 天 一 夕/ L界(1 + 反)
3
一 1〕三 U (反

,

夕)
} Q X

- 一 一 ~

人
,

_ (1 7 )
l d 习

。 ‘
、

n
- -

- 一

一} 光 一 护 (1 + 反) 一 护(1 + 云)
2
+ 2夕

2

/ 「只 (1 + 反)
‘
一 1 一 反」三 Y伍

,

孙
L Q x

- 一 曰
‘

以

由于 U (瓦 一夕)- 一 U 依
,

夕)
,

Y伍
,

一夕)一Y (反
,

夕)
,

故由(1 7) 右侧函数所定义 的线素场关

于 反 轴对称
,

据对称原理可知
,
反一 0, 夕一 0 也即

u ~ 1
,
y 一 0 为系统 (U )的中心

。

当
。一 。。

或 1 /

振
时

,

系统 (1 1 )无定义
,

因此按照通常的办法是很难求出
。一 u 。

附近

的轨迹性质
。

不过此时可把式 (1 1 )当作是某一系统在研究无穷远奇点时通过 Pof nc ar e
变

换转化而来的
,

因此我们可用研究无穷远奇点的办法来讨论
。

由于
u
~ o 时

,

h ~ co 没有意

义
,

故我们只讨论
、。一 1 /

振
附近的轨迹特征

,

作平移变换
。 ,

一 。一 。。 ,

,
,

一 ,
,

这样系统

(1 1 )变为
:

= y ,

/只u ‘ (u
‘’

+ 3 u ‘u 。

+ 3 u
l)

(1 8 )

= 。2 (u
。
+ u ‘

) (1 一 u 。 一 u ‘
) + Zy , ’

/只u ,
(u

。
+ u ‘

) (3 u
若+ 3 u o u ‘

+ u ‘’)

du’一dx些dx
‘21l|||||
、

令 x ,

= x / 只u ‘
(u

。
+ u ‘

)(3u ;+ 3u o u ‘
+ u , ’

)
,

则有

= 少‘
(u

。
+ u ‘

(1 9 )

= : 2

只u ‘ (u
。
+ u ,

)
2
(1 一 u 。

一 u ‘
) (3 u

舌+ 3 u o u ,

+ u , 2
) + Zy , 2

U一Xy一Xd
一dd一
JU

护

|Yl||||||||
、

当 澎尹 。时
,

式 (1 8) 与(1 9) 是等价的
,

而式 (1 9) 在 u’一 O 上已有定义
,

它在 y 轴上 (u
‘
一 0)

的平衡点为 了一。
,

u’ 一 O
,

这是一个高阶奇点
,

为此作变换
:

f 夸= u ‘

沪一 (u 。 + u ‘
)夕

‘
(2 0 )
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这样式 (1 9 )变为
:

(2 1 )

= 。2只g(l 一 u 。 一 芬)(g + u 。)
’
(夸2 + 3扣

。
+ 3u ; ) + 3尹 / (夸+ u 。)

些dx’业dxl
/

l
哎

,

!
、

据文献[ 5〕中的定理 7
.

2
,

此时 k一 z
, a 。= 3只(l一 u 。)扩满

,

占
,

= o
,

故当 l一 。。> o
,

也即 Fr > 1

时
,

兔> O
,

u’一 0
,

了一 0 为鞍点
;
当 1 一 u 。< o

,

也即 凡< 1 时
, a *

< O
,

这样
“ ‘
一 o

,

夕一 o 为中

心或焦点
。

因此 当只> 1 时
,

, 一 。
, “一 1 /

振
为系统 (1 1 )的鞍点

;
当Fr < 1 时

,
, 一 。

, 。一 1 /

振
为系统 (1 1 )的中心或焦点

。

可用同样的方法得到
:

当 F
r

一 1 时
,

, 一 。
, 。 一 1 为退化奇

点
。

从以上的讨论中我们可看出
:

系统 (1 1 )的

减Pn卫工月屯吸

定性性质随着 只 是大于 1 还是小于 1 而不 同
,

因此我们可不妨取 (只
, 。)分别为 (3

.

3 3
,

1
.

8 2 )
、

( 1
,

4 )和 (0
.

5
,

2
.

8 )
,

这时相应的相 图结构为图

4 所示
。

图 4 表明
:

当Fr > 1 时
,

如果地形扰动使

得背风坡下游的气流状态 (“
,

户 正好落在鞍点

的同宿环以内 (比如 A 点 )
,

那么下游的气流运

动将呈周期状态 (波解 )(如图 l a ,

b
, e )

,

如果地

形扰动使得背风坡下游的气流状态 (“
,
y )落在

鞍点的同宿环以外 (比如 B 点)
,

那么随着 x 的

增加
,

气流状态将按同宿环以外的某一轨线发

生变化
,

当变化到
。。一 1 /

振
的右侧 (左侧 )附

近时
,

由于 Fr ‘一 1~ 。+ (0 一 )
,

故奥~ 一 co (+

肚
“ J ,

田
J ‘ r‘o 上 “ 、 ” / ’

队 d x

co )
,

这时解发生了突变
,

波发生了
“

破裂
”
(如图

ld 所示 )
。

当 凡< 1 时
,

虽然 y 一 o
, u 一 u 。一 l/

振
为系统 (1 1 )的中心

,

但由于
。
~

“
才(

“ : )时

_
。 _

二
_

_
、

二 d u
.

、

_
.

_
.

_
只矿一 1~ o 十 (o一 )

,

故于~ 一 co (+ co )
,

所以解滋 r“ 人
一

” 、 “ 产 ’

队d x 一
、 ‘

一
z ’ /月 肪 衅

在
u 一 u 。

附近也发生 了突变
,

周期解也不复存

在了(如图 3 所示 )
。

由图 4 也可看出
:

当 凡> 1

时
,

地形扰动强度对背风坡下游气流的定性状

态有很大的影响
,

故在图 1 中
,

随着地形高度的

增 加
,

背风坡下游将依次出现波状
、

水跃及
“

破

碎
”

气流
。

当 Fr < 1 时
,

不管地形扰动强度多大
,

背风坡下游某一距离处都只会出现
“

破碎
”

气

流
,

故在图 3 中
,

不管地形高度多少
,

在背风坡

下游都不会出现波状气流
。

0
.

5 1 1
.

5

无量纲水平风速 (u )

xPn卫11马‘�

0
.

5 1 1
.

无 t 纲水平风 速 (u )

城卫二卫1
1
飞
‘

巴

1 1
.

无 童纲水平风 速 (u )

图 4 a
.

凡 > l
,

b
.

凡一 1
, c

.

只 < 1

时的相图结构

(虚线为奇异线
。 一 1 /心今万)
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图 1 和图 3 还表明
:

只> 1 和 只< 1 时的地形波扰动方向正好相反
,

这个性质与 f一 O

时的情况相同
,

但是从背风坡下游的气流特性来看
,

柯氏力考虑与否
,

其结果将存在很大

的差别
。

当 f 一 o 时
,

方程 (9) 可化为
:

沪 } l 。
, .

1
.

1
_

)
不二压{ 二子户

r u “

十 二丁 十 于于酬 一 U
〔又」

一

\ ‘ “ 2 1 /

(2 2 )

于是在边界条件
: 。
~ 1

,

之~ 。
,

。
O J

八

匆
_ 八

_ _ _ _ _

丫
, _

小二二 二
u 一
石二一

u 一
工一 ~ l

、 ,
J二工、 目J匀 月沁 :

(少试

1 。
_

2 .

1
1

夕 _ 1 。

: 丁 l
’ r “ 门片 —

州厂 亨竿 — 万万 1
, r 州尸 l

乙 U 1 1 乙
(2 3 )

或者

{ 夕 1 。
,

{
, 。 .

1 。

n “

州卜 l 下书 一 二丁 厂r

一 1 { n
“

州卜 万丁 厂 ,

一 U

\2 1 乙 ) 乙
(24 )

.

一
,

1
,

_
.

瓜万下二下
、 、 、 、 、, _ 。 、

_

~ ~ 一_
、

~ ~ _ ~
, , _

~ ~
、 、

_

~
,

故当 夕一 o 时
,

h 一 1 或 h 一十 (界 + V Fr
z

+ SFr )
,

这说明在背风坡下游气流是均厚的
。

这与 f
~ 一

‘ 一 ’ J ”
- 一

~
’
一

4
、一 r

”
一 r ’

一
r ’

~
少“ 八 阵 门 产

’、

一
’ 脚 J 、 v . 。

~
一 ,

~ ~
’

~
J J

半 0 时的情况是截然不同的
。

此外
,

如果考虑了柯氏力的影响
,

地形波关于地形分布是非

对称的
。

具体说
,

当凡> 1 时
,

在迎风坡上气流移速 (厚度 )将达到最小 (最厚 )
,

在背风坡上

气流移速 (厚度 )将达到最大 (最薄 )
,

当凡< 1 时
,

情况则正好相反
。

这种非对称性将随着
。

的增大而变得越来越明显
。

关于旋转气流的过山运动
,

E llas se n
曾用非静力平模式讨论过

,

但模型是线性的
,

因此

在背风坡下游总可得到一个定常的波状气流
。

这一点在线性的浅水模型 中也是这样
,

故线

性模型结果与非线性模型结果是有较大不同的
。

5 结 论

本文用非线性浅水模型讨论了旋转气流过山运动的变化特征
,

结果表明
,

在背风坡下

游
,

如果 凡> 1
,

则在不同的条件下将会出现波状气流
、

水跃气流以及
“

破碎
”
气流

;
如果 凡

< 1
,

则在背风坡下游某一距离处出现
“

破碎
”

气流
。

在地形上空
,

地形波关于地形分布是非

对称的
,

并且随着
￡
的增加

,

这种非对称性越加明显
。

波状气流
、

水跃气流以及波的
“

破裂
”

现象在大气中能经常观察到
。

这正如 v er gl ne
r

和 Li ny川所说的
,

在地形上空及其下游
,

对于不同的时间可能有不同的近于定常状态的气

流存在
,

这种不同的定常态将取决于气流特性和地形特征
。
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