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提 要

在半地转近似下
,

用相角函数方法得到了包含纬向基流及其切变的非线性常微分方程
.

利用常微分方程解的拓扑性质的定性理论
,

直接得到该方程存在有限振幅的周期波解与孤立

波解即非线性正压 R oss b y 波解存在的条件
,

由此分析了纬向切变基流对波解存在的影响
。

最

后利用函数逼近法求得了非线性正压 R oss by 波解的显式表达式
。

结果表明
,

纬向切变基流对

波的影响不仅表现在波的存在方面
,

而且还表现在波的形态方面
,

反映了波的非线性特点和

基流对波动的作用
.

关键词
:

正压 R oss by 波
,

非线性
,

纬向荃流
。

1 引 言

近年来
,

关于非线性波动的研究有了很大进展
。

L on g [11 和 Be
n n ey [2j 用 夕平面近似研

究了具有水平速度切变的正压 R oss by 波
。

R ed d k叩户〕用准地转模式对斜压层结大气的孤

立 R os sb y 波作了研究
。

以上工作均采用多尺度和约化摄动法
。

刘式适等[’] 利用半地转模

式
,

采用相角函数方法
,

将偏微分方程组化为非线性常微分方程
,

利用 T ay lor 级数近似将

非线性常微分方程近似化为 K dy 方程
,

表明半地转近似下的 R os s by 波具有充分的非线

性特性
,

为讨论非线性波动问题提供了一个途径
。

本文将利用常微分方程定义的非线性动力系统所对应的相空间特征
,

作非线性运动

的定性分析
,

研究其解的拓扑结构
。

将波的存在性化为非线性常微分方程是否存在周期解

问题
,

由动力系统对应的相平面上存在闭合的相轨线与同宿轨线的条件得到了非线性正

压 R oss by 周期波与孤立波的存在条件
。

讨论了纬向切变基流中正压 R o ss b y 周期波与孤

立波存在的基流切变条件与初始相角扰动的条件
。

利用函数逼近法求得了显式波动解
,

反

映了波的非线性的特点和基流对波动的作用
,

得到了一些有意义的结果
。

2 基本方程

不计地形作用
,

非线性浅水模式为

夸 1 9 9 1 年 1 2 月 17 日收到原稿
,

1 9 9 2 年 1 1 月 1 8 日收到最后修改稿
。
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其中
, u , v

为风速 x
,

y 方向上分量
,

尹为重力位势
,

f 为科氏参数
。

模式
,

m 一 o 时
,

则表示水平无辐散模式
。

0

m 一 1 时
,

表示水平辐散

设

式中
,
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,
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,
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号
,
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.
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口少 口泣 , O少 、
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用 月平面近似
,

从式 (3) 中水平运动方程可求得以下涡度方程
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利用半地转近似
,

上式与式 ( 3) 中的连续方程可写成
、

曰训川+撇一肚齐机一即约帐
·

、

�面一即冷{ J
.
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.

J
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岁
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( 5 )

而一即+
{ 刁

.

口
.

刁

m }二丁 十 u 二一 十 v 二一

、虎 d 工 口〕
,

少+ (甲+ ‘
若)

其中
, u g

一 大霏
, V

一大霏
, ‘; 一 乳 另’卜月一

即
2

v
中

v 用 v g

代替
,

对于大尺度运

动这种近似是合理的[sj
。

利用相角函数方法
,

设式 ( 5) 的形式解为

沪= 中叨 )
, u = U ( 8 )

, v = V 叨 )
,

8 = kx + l少 一 砚 ( 6 )

式中
,

0 为相角
,

k
、

l 分别为 x
、 y 方向上的波数

,
。 为圆频率

。

将式 ( 6) 代人式 ( 5 )
,

类似文献 [ 6〕
、

[ 7〕
,

考虑 y 变化区间不太大
,

以保证基本状态参量

在该区间内是缓变的
,

这样可以得到关于 巾 的常微分方程

[
m ·二f

。

(
,
。
一

霏)
+ ·;

(
, 一

多{」
, + m

(
“一

穿!
, 2

( 7 )

式中
,

矛一矿+ 护 ; ‘二一 。/k 为 x

c
吞又

2
( c 二 一 云) 一 m 几

, 反必

方向上的相速
。 “ , ”

号代表对相角 0 的微分
。

式 ( 7 )即为本文
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讨论纬向切变基流下的非线性正压 R os sb y 波解存在条件与解的基本方程
。

当 m 半 o 时
,

该方程为非线性常微分方程
。

下面仅讨论 m 护 0
,

m 一 1 时的非线性方程
。

文献 [ 6〕也得到

类似方程
,

然后用 T ay fo r
级数近似展开方法讨论平衡点附近的小扰动稳定 问题

。

为了讨

论有限振幅的周期波解
,

本文将对方程式 (7) 不作任何近似
,

利用非线性定性理论
,

讨论方

程式 (7) 解的拓扑结构
。

在较严格的基础上讨论波动解的存在条件及求解问题
。

显然
,

如不计纬向基流
,

式 (7) 简化为

(
‘二

几 + ‘
若川中 + 月梦

c
若又

Zc 二 (8 )

文献「5〕曾得到上述方程
。

上式不难化为 K dy 方程
。

存在有界 R os sb y 波解时
,

相速
‘二 < 。

。

有关解的性质文献 [ 5」已作过详细分析
,

在此不再重复
。

下面着重讨论存在纬向基流的普

遍情形
。

首先讨论 , 一

多
护O 情形

。

此时
,

式 (7 , 可改写为

, 一
: . 5

、焉杏譬
其中

,

c x

f
。

氛
+ 疏

,

B -

)
/ ‘““

2
,

,

氛

c
若(

c 二
一 反) /云

,

(9 )

(1 0 )

工

弋一即

}一 脸
戈 ay

面
J O

一 二尸

卿

弋
即

sg n (r )为符号函数
, s g n (r )=

作变换

记
a

则式 (9) 可变成如下形式

:

月一

寒

{
一

:
r > 0

r < 0

Q 一 (巾 + A + B ) / (A 十 ZB )

一 (A + B )B
,

b 一 A + ZB

(1 1 )

(1 2 )

~
,

⋯
, 、

{ ~ a l )
丫

,

一 }rl s g n 甘 )I 昭 十 西 万- 一一育 ,
\ 口 、记

—
l 了

(1 3 )

上式可视为无限长载流导体附近单位质量载流导体的运动方程[sj
,

等效于下面的微分系

统

(14 )

= 1r ls g n (r )

在 (Q
,

P) 所定义的相平面上
,

它有两个平衡点

Q +
景示瑞{

“士

(
工
弩鱼

,

。

)
。

式 (1 4 )存在首次积分为

dQ丽dP一d0Kl||!|||t

,
2
一 l;

一
s g n (r ) (Q

,
+ 架l。 一Q 一 1 1}一

: 一 ,
2

+ v (Q )

\ 口 /

(1 5 )

式 中
,

E 为积分常数
,

可 由初始扰动值确定
,

定义为拟能
。

V (Q ) 为拟势 函数相当于位势

能
。

于是式(1 5 ) 即是运动方程 (1 3) 表征的运动的能量方程
,

因而原问题简化为单位质量

点在由 V (Q ) 所定义的势场中的问题
。

由式 (1 5 )可计算出两个平衡点处的拟能
,

即有
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式戈7) 叫改与成
。少

酬 一 }
r l

卜g n(
r , )必 / (必 + a)

其中
, r l

- 一 cx fo 氛/ 以2
动

, a 一 嵘(云 一 cx ) / 反

式 (1 7 )等效于下面的微分系统 (为一致记 Q 一 巾)

(1 7 )

(1 8 )

(1 9 )

= l
r l

l
s g n (r l

)Q八Q + a )

dQ丽dP一胡
z

l
v

ee
月、

在 (Q
,

P) 定义的相平面上
,

有一个平衡点 (o
,

o )
,

其首次积分即能量方程为

P
Z
一 2 }

r ,

卜g n (r l
) (Q 一 a In

】Q + a
! = E = P

Z

+ v (Q )

E
、

v (Q )的意义与前相同
。

由上式可计算出平衡点处的拟能
,

即有

E 。
= 2 }r l

卜g n (r ,
)a In

}
a

}

(2 0 )

(2 1 )

3 相平面上运动的特征

根据首次积分即拟能式 (1 5 )或式 (2 0 )
,

可 以研究整个相平面上运动的特征
,

这给分

析问题带来较大方便
。

图 1 与图 2 给出了由式 (1 5 )与式 (2 0 )所定义的拟势函数曲线与相

平面上的相轨线
。

图上绕中心点的封闭轨线对应原问题的有限振幅周期波动解
,

过鞍点的

同宿轨线对应有限振幅孤立波解
。

对
s g n (r ) = 1 及

a < o (图 lb )与
r = o 及

r la > 0 (图 Za ; Zd )
,

一切 E
,

不存在闭相轨线
,

故原问题不存在有限振幅周期波动

妞召

解与孤波解
。

图 la (图 I c )的结果表 明
,

对
s g n (r ) = 1 及

a ) 0 (s g n (r ) = 一 l 及
a > 0) 时

,

只要条件 E 一 (一 E +) < E

簇E +( 一 E 一 )成立
,

相轨线为绕中

心点 A + (A 一 )的封闭曲线或过鞍点

A _ (A + )的同宿轨线
。

分别对应有

限振幅周期波与孤立波
。

在 E > E 十

(一 E 一 )时
,

相轨线非封闭
,

因而 不

存在有界波动解
。

图 ld (图 Zb ; Ze )的结果表明
,

对sg n (r ) - 一 1 及
a
< 0 (r

l a < 0 及
r

= 0 )时
,

对一切 E (对 E ) E 。
)

,

相轨

线是两族分别绕 A +
与 A 一

中心 点

(绕中心点原点)的封闭轨线
,

因而

原问题存在有限振幅周期波解
,

但

爪爪
「

///
/////
、、、、

签签签

图 l r
护。时 V (Q )曲线与相轨线

((a )r > 0
, a > 0 ; (b )r > 0

, a< 0 ; (e ) r < 0 , a > 0 ; (d ) r < 0 , a < 0 )
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不会有孤立波解
。

对 E < E
。

时 (r
l口< O 及

r 一 o )
,

相轨线非封闭
,

不存在有界波动解
。

4 纬向切变基流中的非线性正压 R os sb y 波的存在条件

考虑西风基流 五> O
,

由式 (1 0)
、

(18 )可得

,
。,

{f
。

氛
. e

l)
冬 半 。时

,

sg n( r) 一 sg n( 一 争 )
, 。 一 :

舒
二

(c
二
一 ;
川

一

万 十 万 {/
、

O二y o 少 l 二- }
七 d y J

弋
。

~
锣 一 O 时

,

sg n(
r 1 ) ~ sg n( 一 ‘二

氛)
, a 一 c

若(
‘二 一 动 / 反

ay
一

叫
’ 一0 一 、 ’ ‘ ’ 一0 一 、 一 二列

‘ ’ - - 一 “ 、一 , 一 ’ ‘ 一

(2 2 )

(2 3 )

据上节分析
,

结合(22 )
、

(2 3 )两式
,

可得存在非线性正压 R oss by 波的纬向切变基流条件如

下
。

(1 )

会
< 。时

,

且 E 一
< E簇E + 。

否则

cx (c 二 一 诬)

·

t]>0
·

普」
< 。

(2 4 )

‘只cz 一 云) (2 5 )

f0ta不一妙f0ra百一ay

对一切 E 值
,

不存在非线性正压 R 以弥妙 波解
。

(2 )
拳> 。时

。

若式(2 4 )成立
,

则舀
一 E +

<E 《一E _
时

,

存在非线性正压 R oss b , 波 (周
口少

期的或孤立的)
。

若式(2 5 )成立
,

则对一切 E
,

均存在有限振幅周期波解
,

但不会出现孤立

波解
。

弋
八

‘ , ~ 。

、0 夕 丁万一 U 则
,

石
.

俩正。少

‘氛(c 二 一 云) > 0 (2 6 )

对一切 E
,

均不存在非线性正压 R oss
-

by 波
。

当
e 二

氛(e 二 一 反) < o (2 7 )

时
,

对 E ) E
。 ,

存在有限振幅周期波

解
,

但不会有孤立波解
。

上述判别条件可由表 1 更直观地

表示
。

另外
,

由前面的判别条件可知
,

无
、二

弋
、 _

~ _ _
, 一一 、 _

~
口 。

论诏 > o 或< 0 ,

只有在
a > O 时

,

即, 。
即

- 一

~ 一
’

/ 、 门 阵 一 -

一
‘ ’

一 r

式 (24 )成立时
,

才有可能出现孤立波
。

孰孰冷冷
艺艺夕 ⋯了

hhh

...

气 } ///

///
‘一 “ 又又

/// )厉厉

a < 。时或李
一 。时

,

不会出现有限振
。少

幅孤立波 (相轨线无同宿轨线 )
。

因此
,

一弋
八

~ ~ ,
. .

一 一 、 ~ ~
:

~
在资 一 。的模型 中

,

如使用 T ay lor 级
协 即

一

~ ~ ~
‘ ’

~ 以
, ’‘

一
‘

一 ~

图 2 ; ~ o 时 v (Q )曲线与相轨线

((a ) r l> 0 , a > 0 ; (b )
r l > 0 , a < 0 ; (e )r l < 0 , a > 0 ;

(d )
r l< 0 , a < 0 ) )
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表 1 非线性正压 R oss by 存在条件

‘二 < O或几 > 云 石 > ‘二 > O

氛< 一 决尸2
氛 > 一 孟尸 氛< 一 如

2
氛> 一 J产2

孟< 0
E _ < E 《 E +

周期或孤立波
一切 E

不存在有界波
一切 E

不存在有界波

E _ < E ( E +

周期或孤立波

一切 E

不存在有界波

E ) E o

周期波

E ) E o

周期波
一切 E

不存在有界波

几 ) 0 一切 E

周期波

一 E + < E 《 一 E 一 一 E + < E ( 一 E 一

周期或孤立波 周期或孤立波

一切 E

周期波

数近似展开所得到的孤立波特解是
“

虚假
”

的孤立波
。

孤立波解处是级数展开的临界发散

点 (Q - 一 a
处 )

。

同样
,

对于有限振幅周期波解的存在条件
,

本文结果与以往级数近似展开
。

‘。, ‘、 二 * 、上书 。 止
, , ,

、一二 、、 ‘ ~ 一“
、
‘

,
, ~ 弋

。、 。

~ ~
, _ 、

~ ~
后所得的结果有较大差异

。

为比较方便
,

仅考虑基流的一次切变
,

锣 一月> 0
。

则式 (7) 用级
~

‘

”
’
“ ” ‘ 一” 一 ’一 ’‘ 一

~ ~ 一
, ’ “

~ ~ ~ 月 ~
’

~
J 声
‘~ 功

“

~ ~ 人 ~
’

妙
‘- - 一 “

~ ~
、 ’ 声 ’J

~
数展开后所得波解条件为困

(c
二

f0 氛 + 端户 /( ‘二 一 反) < o (> 0 ) 存在 (不存在 ) 有界波解

如氛> 0
,

则
‘二> 反 时

,

不存在有界波解
。

而本文结果是
‘二 (‘

二
一 瓦)(反f态 + ‘

君夕) < o 一切 E 存在有界周期波
c 二 (c 二 一 反)(反f

。

氛+ ‘
若月) > o 一 E 十 < E 镇一 E 一

存在有界周期或孤立波

显然
,

同样对 氛> o
,

存在
。二 > 云 的有界波解

。

(28 )

(2 9 )

因此
,

由于对方程式(7) 采用级数近似
,

原模式存在波解的条件(包括解的稳定性条

件)会发生较大的改变
。

由此可见
,

非线性正压 R os sb y 波解存在与否
,

不仅取决于初始扰动位相决定的拟能

值
,

而且在同样的拟能值条件下
,

波的存在与基流及其切变有密切关系
,

与无基流时仅存

在 ‘< o 的非线性正压 R os s by 波解的情形有很大差别
,

不仅依赖于一次切变
,

而且还依

赖于二次切变
。

切变的存在使可能存在 cx > o 甚至 ‘> 反 的非线性正压 R os sb y 波解
。

当考虑水平无辐散条件时 (m 一 o )
,

非线性常微分方程式 (7) 退化为线性常微分方程
,

即有

寒)
, / 「“

2
(

一
“’〕

(3 0 )

则当

(
“一

穿

(
“一

筹

动 > 0 不存在有界波动

(3 1 )

动 < O 存在有界波动

类似文献〔9〕
,

若相速有 反~ 镇cx 镇反二
二 ,

考虑试刃在 y 方向的连续性
,

则存在 关
,

使得

护云
, _

_ ~
.

_ _
.

_ 、 _
,

,
护瓦

、

}
_

二
_ _

.

_ _
_

. _

二 _
r , * 。

_
.

_
.

_
夕一瑞 在 y 一y

:

两侧变号
,

也就是 (夕一装 ) } 一 。
。

从而导出郭氏判据[l0 」
。

因此
,

用水平
对 体

了 J ’ 产 ,

川叉 7
’

匕的儿
‘尸

妙
‘

}
, 一、一

“ 。

扒
’lU 万 山侧 八列稍

’

曰灼
’

用小
’

无辐散的半地转模式得到的非线性波解与准地转模式得到的结果一致
,

为线性正压
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:

纬向切变基流中的非线性正压 R os sb y 波

R o s s b y 波
。

非线性正压 R os sb y 波的近似显式解

当满足非线性正压 R os sb y 波存在条件时
,

可由首次积分求得波解的隐式表达式

“一士

丁
〔E 一 V (Q )〕

一“ Z
d Q

(3 2 )

为求得显式近似波解
,

以往曾用 T ay lor 级数近似直接将非线性常微分方程化为 K dy

方程求解
。

但必须注意的是
,

必须在原问题存在波动的前提下才能进行
,

否则会产生虚假

的椭圆余弦波或孤立波
,

且该近似方法得到的波解存在条件与原模式存在条件有较大差

别
。

例如原模式在一次切变基流条件下
,

可能存在
‘二> 云 的有界波解

,

而级数展开法则得

不到这类波解
。

另外
,

级数展开条件将限制拟能值 E 的取值范围
。

以 又一 。
, a

< o 时为例
,

当氛
‘二 (c

二
一动 < 0

,

E > 2a }
r ,

}hi }al 时
,

存在波动解
。

而级数展开近似
,

只需 }剑 <
a
才行

。

因

此
,

对应 E 必须满足 2a }
r l

}in }al 一 2 }
r l

}a( 1一InZ )> E > 2a }
r l

!hi }aI 才行
。

注意到对 E 的

上界限制仅为了保证级数展开能够进行
。

事实上
,

对 E > 2a }
: ;

}hi }aI 一 2a {
: ;

}(l 一 In2 )时

的初相扰动
,

波动解仍存在
。

另一方面
,

级数展开将改变 v (Q )一 o 的零点个数及取值与间

断点
。

对于其它参数情形
,

也有类似问题
。

为了求得式 (3 2 )的近似显式波动解
,

本文采用

函数逼近法 [1 ‘〕
。

以方程 (1 3 )
,

对应
s
gn (: )一 一 1

, a > 0 为例
。

显有一 E + < E 簇一E 一
时

,

对应

相轨线绕 A 一
点的封闭曲线

,

这时 Q 关于 夕存在有界周期波解
。

用三次多项式逼近 v (Q )

一E 一 o
。

并使多项式与 V (Q )一 E 一 0 具有相 同的零点个数与零点值
。

于是由式 (3 2) 可以

积分求出 中 的稳定有界波动解为

中 = (A + ZB )〔Q
:

+ (Q
:
一 Q

Z
) In

Z g 」

二卫
旦

匡
三

兰亘2
6 } 反

夕
,

.

一
、

二 」一 (八 十 万 )
入 一

(3 3 )

式中
,

A
、

B 定义同式(1 0 )
,

Q
,

(i= l
,

2
,

3 )是超越方程

}
犷

}{Q
Z

+ 鬓 In lQ 一 1 }{一
E

、 O “

/
(3 4 )

的三个小于 1 的单根
,

且有 Q
,

> Q
Z

> Q
。。

式 (33 )为椭圆余弦波
,

其模为

m
Z

= (Q
l

.

一 Q
Z
) / (Q

,
一 Q

3
) (3 5 )

波长为
旦
k

叉(m , 一

丁

}鑫
}即

r / 2

互巫兰一一 叉(m )

(Q
l
一 Q

3
)

(3 6 )

其中
,

为第一类完全椭圆积分
。

(1 一 m
Zs in Zt )一

’/ Z
d t

(3 7 )

波动振幅为 (A + ZB ) (Q
l
一Q

Z
)

。

当 E一 一E +
时

,

即 Q
:

~ Q
: ,

m ~

O ,

“m ,一晋时
。

此时
,

有界波动退化为线性正压 R o s s by 波
。

当 “

一
“一
时

,

相轨线是过

鞍点 A 十
点的同宿轨线

,

在初相 6一 。所对应的 Q 满足 Q
Z

< Q镇Q
;

时
,

近似地 必有孤立波

解

。 一 (, + :。) [ Q
Z

+ (Q
l
一 Q

,
) se c h

Z ‘

尽畏卫
旦

}拳
V O u 卜勺

夕
斗〕一 (A + B ) (3 8 )
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其中
,

Q
l

为方程 (34 )在上述条件下的单根
,

Q Z一Q
3

是其重根
。

当 Q < Q :
及 E > 一E 一

时
,

相轨线为开曲线
,

因而没有稳定有界波动解
。

图 3a
,

b 分别为给定切变基流
,

根据式 (3 3 )与式 (38 )求出的波动图象
。

(y ), 取试刃一反
。

+ 创y 一y 。
)

,

参数取值同文献[ 1幻
。

因此
,

在一次弱切变基流中
,

存

在
‘二 > 反 的非线性正压椭圆余弦波与

孤立波解
。

这类波解在以往工作中是

得不到反映的
。

而原模式确实存在这

类波解
,

大气中是否存在这种波解有

待于进一步观察与验证
。

由近似显式解可推知
,

纬 向基流

及其切变对非线性波的影响
,

不仅表

现在前节所讨论的波动的存在条件方

面
,

而且还表现在波的形态方面
,

即波

速
、

波长
、

振幅与纬向基流及其切变有

关
,

反映了非线性波动的非线性特点

和基流对波动的作用
。

石 巾 2
.

洲 , 曰旧
11

.

” E ()
.

侧

图 3 椭圆余弦波与孤立波图象

6 结 语
在半地转近似下

,

用相角函数方法得到含纬向切变基流的非线性常微分方程
。

利用常

微分方程解的定性理论
,

直接求得了存在有限振幅周期波解与孤立波解 的条件
。

利用函数

逼近法求得了非线性正压 R os sb y 波解的显式近似解为椭圆余弦波或孤立波
。

得到以下几

点结果
:

(1) 纬向切变基流中的非线性正压 R os sb y 波除通常的
‘二< o 的波解外

,

还存在
‘二 > o

甚至
‘二> 云波解

。

对于不同的纬向切变和初相扰动
,

这种波解可能是周期的或孤立的
。

(2 )‘> o 与
‘二

< o 的波解存在与否不仅取决于初相扰动
,

还取决于切变基流条件
,

且

对同一拟能可以同时存在 cx > 0 与 cx < 0 的两类波解
。

而无纬向基流时仅存在 cx < O 的一

种波解
。

(3) 纬向切变基流对波的影响不仅表现在波的存在条件方面
,

而且还表现在波的形态

方面
。

即波长
、

波速
、

振幅等波参数与纬 向切变基流有关
。

这反映了非线性特点和纬 向切

变基流对波动的作用
。
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