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大气层结的非均匀性对重力内波波射线的影响
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提 要

文中利用 W K B 近似
,

讨论了非均匀层结对惯性重力内波和纯重力内波能量传播路径的

影响
,

得到了波的能量密度
,

广义波作用密度
,

和广义拟能密度守恒的条件
,

导得了重力内波

不稳定的必要条件
,

给出了在波的传播过程中控制波射线折射的方程
,

得到 了两类不同的临

界层
,

最后还利用四阶 R un ge 一ut ta 方法计算了不同层结分布下的波射线
。

关键词
:

非均匀层结
,

重力内波
,

波射线
。

1 引 言

H in es [l] 指出
,

整个大气
,

从最低层一直到最高层都充满着重力波
。

重力内波对中尺度

系统的形成
、

发展起着重要的作用
。

早在 1 9 5 0 年代
,

T eP pe rlz 〕就指出
,

锋前的咫线是重力

波的一种表现形式
;
台风中的螺旋云系也是重力内波造成的

。

观测和理论研究都显示
,

重

力 内波是锋区雨带的驱动机制之一川
。

稳定层结是大气重力内波产生和维持的重要因子
,

与中尺度系统的发展和能量的传播有着重大关系
。

重力内波与中尺度扰动密切关联
,

因而

可以设想
,

重力内波的能量输送对中尺度扰动的发展会有重大影响
。

巢纪平[4] 曾研究过大

气层结的水平非均匀性对重力内波的作用
,

但是没有给出能量传播路径的具体形式
。

本文

将着重讨论层结对重力内波能量输送的作用
,

重力 内波不稳定的条件
,

以及能量传播的路

径
。

2 层结的水平非均匀性对惯性重力内波能量传播的影响

对静止大气中百公里的中尺度扰动
,

可用如下准静力
、

Bo us si ne sq 近似下的线性方程

组来描述
:

助一肚即一即一 fv ~ 一

+ 务 一 一

而一决而一浇

些
淞

(1 )

十 N
Z
w =

一一
一彻流十

面一即+

韶一浇撇一肚

. 1 9 9 2 年 9 月 2 日收到原稿
, 1 9 9 2 年 12 月 5 日收到修改稿

。



3 期 吕克利等
:

大气层结的非均匀性对重力内波波射线的影响

式中
u , v ,

P
,

6
,
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,
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的量是扰动量
,

氏
,

00 是背景场变量
,

N
,

由式 (l) 消去 0
, u , v ,

P
,

得到

一 。

缨
,

是 B
一

t
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效二 次万 d y J y ,

为简单起见
,

上下边界条件取为

w = 0
, z = 0

,

H (3 )

方程 (2) 满足边条件 (3) 的解
,

显然可取为

w 一 ‘ (x
,

,
,

, , s‘n

臀
Z (m 一 ‘

,

2
,

⋯ , (4 )

代入式 (2 )
,

得到

式中 矛-

{ 护
.

。 {_ N
Z
_

,

_ 甲
2

N
2 _ 2 {刁N

Z 厌石
.

JN
Z i天刃{

八

l二 ; 州卜 j
一

It口 一 甲丁 V
~
仪 ,
一 一- 花- - 认 J

一 一于 ! 代丁- 二- , 卜 一万一 二一 l一 U 气a 少

、虎
一

Z n 一 n 一 n 一

、
《或z 《丈2 ) 哎

理
‘

理 ,

m
Z
护

H
Z 。

进一步考虑 N
,

为时间和空间的缓变函数
,

即设背景场与扰动之间的尺度是可分的
,

这时
,

可引入缓变变量

(X
,

Y
,

T ) = c (x
,
少

,
t ) (6 )

其中

扰动的时空尺度

背景场的时空尺度
《 1

对缓变介质中的缓变波列
,

显然可设 (5) 有如下的形式解
:

面 一 A (X
,

Y
,

T ) 砂叮
,
‘

·

T)

此时有局地波数和频率
,

分别为
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,
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,
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式 (7 )代入式 (5 )
,

得到
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A 一 艺
‘Ai (1 0 )

代入式 (9 )
,

可得
C
的各阶方程

。

对于本文研究的问题
,

只需给出 砂和 砂 阶方程就足够了
。

砂 阶方程为

「 ,
.

N
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, , . , ,
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这里已设 A
。
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。
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,
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由式 (1 1 )
,

易得群速为

己
‘

(1 4 )
叉一田丫一矛

式中又一石+ 厅
,

为波数矢量
。

2
.

1 波的守恒律

利用 (1 4 )
,

式 (1 3 )可改写为
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, .

:
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。 ,

并令 E - 岑
,
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,
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,
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,
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利用频散关系 (11 )
,

易得
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利用 (1 7) 的第一式
,

式 (1 6 )可写为
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这是波动能量密度方程
。

显见
,

当 N
Z

为常值时
,

波动能量是守恒的
。

这时
,

表征能量传播

路径的波射线应是直线
;
当 N

Z

是时空函数时
,

波射线将发生折射
,

后面我们的计算将证

实这一点
。

式 (1 6 )乘以 。 ,

得到

擎 + 二
1 ·

己。 -

J l 一

·

甲
I

N (1 9 )叉
E一矛

可见
,

当 N
,

不随 x
,

y 改变时
,

量 。E (我们暂且称为广义波作用密度 )守恒
,

N
Z

的空间变

化是造成广义波作用 创E 改变的原因
。

如果用 N
Z

乘(1 9 )
,

并利用群速表达式 (1 4 )
,

即有

擎
互+ 二

1 ·

氏、站 一 站豁 (2 0 )

可见
,

量 N
Z田 E (我们暂称为广义拟能密度 )的变化是由 N

Z

随 T 变化造成的
,

当 N
Z

不是

时间 T 的函数时
,

广义拟能密度守恒
:

刁N
Z 田E

刃
,

+ 7
, ·

氏N
Z

毗一 (2 1 )

2. 2 波的稳定性

考虑常定背景场 (即设 N
,

不是 T 的函数 )中的扰动稳定度问题
,

为此
,

对式 (2 1) 在所

考虑的区域内积分
,

积分时设边界上没有扰动的拟能通量
,

则式 (2 1) 变为

且异
(N

’

‘ , “’ 一 0

式中 D 是积分域
。

利用 E 的定义和频散关系 (1 1 )
,

得到
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对于 不 稳 定扰动
,

振 幅 A 。 ,

波 数 *
,

, 随时 间变化
,

因此
,

积分 号 内的 时 间变化 项寡
口 1
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如此
,

式 (““’显不
,

扰动右妥小穗足友展
,

其必妥杀件厘是 刀
‘

在区域 D 内取不同符号
,

就是说
,

如果 N
“

在域中一部分区域内为正
,

一部分为负
,

是有利

于中尺度扰动发展 的
,

N
Z

在全域 内为同一符号 (不管是正是负)
,

则不利于中尺度扰动的

发展
。
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2. 3 波射线方程

波射线即波能量的传播路径
。

如果我们设 夕是波射线与 x 轴的夹角
,

则有
‘一D _ 几

,
_ l

Lg 以
一 于二 -

一 了
, 召二 尤
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,
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式甲 戈 一 万予 十 ‘。 下不 十 七 g , 万奋
,
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。

尤名 L 口 1 0 了1 (声1

式 (1 7 )代入式 (2 3 )
,

得到

留
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盎
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·

。二
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式中 花为垂直于 x , y 平面的单位矢量
,

又是水平波数矢量
。

利用 己
,

的表达式 (1 4 )
,

上式可改写为

d
,
8

dt

1 , ,

产
.

_
、 , , 、

= 一 乏面厄
n ’

L七 9 1\ V ‘, v 一
) (2 4 )

这是波在传播过程中
,

控制其能量传播路径即波射线折射的方程
。

显见
,

射线的弯曲是由

N
,

的空间变化引起的
,

对水平均匀的 N
, ,

射线为直线
,

当 N
,

为 x , y 函数时
,

波射线发生

折射
,

呈弯曲形状
。

由式 (2 4) 还可发现
,

当 N
Z

> 0 时
,

射线总是向着 N
Z

的梯度方向折射
,

即向着 N
Z

小值区域折射
。

2. 4 波射线的计算

可以利用式 (2 4) 计算波射线
,

也可以利用波射线的定义
,

对给定的 N
,
一N

,

(x
,

刃分
布

,

算出波射线分布
。

按定义
,

波射线的计算公式可写为

赞
一

毙
*

芸
一

蓑
,

d
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n 2
(2 5 )型状型aY
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刀
,

一==一dt夕dt全dt

作为例子
,

我们计算 N
,

只是空间函数时的波射线
。

计算是用四阶 R un ge
一

K ut ta 方法进行

的
。

计算时先给定初始的 k
,

l
,

由于 N
Z

不随 T 变
,

因此
,

(25 )的最后一式右边为零
,

这时沿

着波射线 。 为常值
,

如此
,

初始 。 可由频散关系来确定
。

除了有特定说明外
,

计算区域为

3 0 Ok m X 3 O0 km
,

H 一 1 0 k m
,

m = 2
。

图 1 给出了 N
Z
一 1。一 /sz 时的群速分布

。

曲线
·
是初始波数 * 一

蒜
,

‘- 2 汀

7 X 1 0 5时计算

得到的群速分布
,

曲线 b 是初始 k
,

l的波长 L
二 ,

L
,

都是 1 0 0 km 的群速分布
,

曲线
。
是初始

波长 Lx 一 70 km
,

L ,

二 1 ook m 的群速分布
。

由图显见
,

这时群速是直线传播的
,

即波射线为
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图 1 群速分布图
(万2 = 1 0 一毛/ 5 2 ,

初始波长
: a

.

几 = l o o km
,

与 = 7 0 km ;

b
.

几 = 与 = 1 o o
km

; e
.

几 = 7 0 km
,

L
,
= l o o km ;

右下方格为群速单位尺度
,

即 c
‘z

~ c’
,
一 10 m / s)

图 2 群速分布图

(N z = 1 0 一 咯一 5 x 1 0 一 ’o X
,

余同图 l)

直线
,

这与式 (2 4) 给出的结果完全一致
。

图 2 给了 N
,

随 X 线性变化
,

即 N
,
~ 10

一‘

(l 一 5 x 10
一 6

X )时的群速分布图
。

显见
,

由
于 N

Z

的非均匀性
,

波射线(群速的传播路径 )发生折射
,

向小的 N
,

区域折射
,

即波能量向

N
Z

小的区域传播
。

我们还计算了 N
Z
一 1 0 一 弓

(1 一 s x lo 一 ‘Y )时的群速分布 (图略 )
,

计算结果同样显示
,

能

量向 N
Z

小值区折射现象非常清楚
,

而且
,

与图 2 所示一样
,

波能量在传播过程 中有 能量

的辐合
。

图 3 给出了 N
Z

等值线分布呈同心圆状
,

N
,

由里向外增大时的群速分布
,

同样清楚

地显示 出能量向 N
“

小值中心集中的现象
,

从而可能造成垂直运动发展
。

可以说
,

惯性重

力内波的能量输送是产生中尺度系统的一种触发机制
。

由上面计算易知
,

由于不同波数的波能量向小的 N
Z

区传播并集中
,

因此
,

在 N
Z

小值

区有可能产生新的系统
,

造成天气变化
。

此外
,

由式 (2 4) 显见
,

对于给定的初始波数 k 和 z

(也就给定了 动
,

波射线的形状决定于 N
“

的梯度
,

梯度越大
,

波射线的弯曲也越大
。

图 4

给定了不同 N
Z

梯度的波射线
。

由图显见
,

随 N
Z

梯度的增大
,

波射线 向小值 N
,

区域的折

射也越大
。

我们还计算了非静力近似下的波射线
,

结果显示
,

与静力近似下的波射线相 比
,

两者

没有什么差别
,

这说 明静力近似对百公里大小的中尺度系统的研究是足够精确的
。

3 N
Z

的垂直变化对重力内波波射线的作用

下面考虑常值西风气流 反下
,

N
,

随 Z 变化时的情形
。

为简单起见
,

我们讨论尺度为

10k m 左右的系统
,

这时
,

可以略去 f 的作用
,

但必须是非静力的
,

并且进一步考虑二维情

况
,

设扰动与 y 无关
,

这时
,

线性方程组可写为
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七思
招

~ 一 ~ 一 一一 一 一 一 一 一 一 ~ ~ 一 ~ ~ 一 ~ 、

6 0 12 0 1 8 0 2 4 0 3 0 0 k n l 10 0 1 5 0 2()ok m

图 3 群速分布图

(N Z = 10 一’ [ (X 一 X 。) 2 + (Y 一Y 。) 2

」
, / 2 ,

X 。= Y 。

= 1 5 0k m
,

余同图 l )

图 4 不同 N
Z

梯度的波射线
:

初始波长

及 = 几 = lo ok m

(a
.

N Z = 2 X 10一
,

b
.

N Z = 2 X 10 一 4 + 2
.

5 X 10 一 10 y
, e

.

N Z = Z X 10 一 4 + S X 1 0 一 l o
y

,

d
.

N Z= Z X 10 一4 + 1 0 一 , Y
,

e
.

N Z = 2 X 1 0 一 4 + 2 X 10 一 g Y
,
f

.

N Z = 2 X 10一 4 + 2
.

S X

10 一 , Y
,

虚线为夕
2
等值线

,

实线为波射线)

瓮
+ ‘

窦一霎

瓮
+ ;

豁
一 “

一瓮

霎
+ 、

鬓
+ N

Z
二 一 。

窦
+

瓮
一 。

(2 6 )

式中变量与式 (2 )相同
。

由式 (2 6 )消去 8
, u ,

p
,

得到

/ J
.

_ J )
2
1护w 护w 、

. 、 , 。

护w
} 二二 十 u 二es } l二es二 十 二- ; }十 八

‘

二二 一 U
、虎 〔式T / 、‘式x 一 d 之‘

产
t丈r -

(2 7 )

同前
,

设 N
Z

是时空的缓变函数
,

引入缓变变量 X
,

Z
,

T
,

即有

(X
,

Z
,

T ) = ￡(x
, z ,

t )

。
《 1

。

设式 (2 7) 有形式解
:

w = 刀 (X
, z ,

T )。专“X
·
Z

,
T ,

(2 8 )

则有
~ _ 妙

二
_ 妙

_ _

_ 妙
田 一一 弃

, ‘ 一 丽
’

II’ 一 爵

把 B 展成
￡
的幂级数

:

B 一 艺
‘尽 (2 9 )

代入 (27 )
,

得零级近似方程
:
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(。 一 版)
2
=

k Z

N
Z

k Z

+ m
Z

(3 0 )

以及群速表达式
:

_
.

m
Z

N
一 u 十 下; 万一下-

-
下二T 兀

L龙
“

十
洲刀 “

少“
“

(3 1 )
秃从N

(k
Z

+ m
Z
)
“/ 2

味心
了

|
之1
.|

.

|
、

同理
,

由一级近似方程可得到关于 N
,
一N

Z
(Z )情况下的波的守恒律

,

以及波的稳定性判

据
。

为省篇幅
,

这里只给出这种情况下的波射线计算
。

对 N
,
一 N

,

(Z )的背景场
,

由波射线的定义
,

计算波射线的方程组可写为

d X

d t

_
.

m
Z

N
一 u 十 丁石石一下

—
万万布不

气祀
一 州卜 刀定一夕

一 ‘ -

掩执N
(k

Z

+ m
Z
)

3 / 2

(3 2 )

k Z aN
Z

2 (k
Z

+ m
Z
)(。 一 舫) 瑟

叮�
"

争争争

作为例子
,

我们取下述三种 N
Z

廓线进行计算
:

( 1 ) N = 1 X 1 0 一 2
= Na

( 2 ) 、 一 ( 1
.

5 一 1
.

4
具) x l。一 2

一 N
。

、 “ 产 一 ’ 、

“ “ ‘
’
‘

H
产 ‘ 、 ‘ “

( 3 ) 、
2
一 :

.

5 3 9 : x f( 1 1
.

: 9
典+ 1 ) e 一 ( 1 1

一弄
+ 1 ) 一 。一 1一 从

L 1 1 )

图 5 给出 了 N 一N. 的廓线
,

它取自文献 [ 5〕
,

与实测 比较接近
。

计算区域取 x 方向为

1 0 o km , z
方向为 l o km (即 H = l o km )

。

计算时
,

初始波长取 L
二

= l o km
,

L
:

= 一o k m
,

反=

1 0 m / s 。

图 6一8 分别给出了 N =
Na

,

N
。 ,

Nc 时的波射线
。

由图显见
,

对 N 一N
。

(即均匀层结 )

波射线为直线
,

没有折射产生
,

当 N 不均匀时
,

波射线发生折射
,

对 N ~ N
, ,

即 N 随高度

线性减小时
,

波能量的传播在临界高度上发生反射 (图 7 )
,

波射线切于临界层
,

这是由于

在 临界层上
,

群速趋于零
,

而 云对波的传播起主要作用所致
。

当 N 一N
。

时
,

图 8 显示
,

波射

线对临界层是渐近的
,

就是说
,

波射线要无限长的时间才能达到临界层
,

在此期间
,

波能量

变为零
,

这意味着波能量全部被平均气流吸收
。

这是两类不同类型的临界层
,

前者起反射

作用
,

后者起吸收作用
。

我们的计算结果与 Li g h th ill[
6〕从理论上得到的图形和结论完全相

似
。

4 结 语

文中利用 W K B 近似分别讨论了层结的水平非均匀性对惯性重力内波和垂直非均匀
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( 火 10 k m

图 S N ~ N
。

的廓线 (引自文献【5」) 图 6 N 一从 的波射线

.b4�三一省N�

�日召一多�

( x 10 k m )

6

( x 1 0 k m )

图 7 N 一N
。
的波射线 图 S N 一 N

。

的波射线

性对重力 内波能量传播路径的影响
,

得到如下结果
:

( l) 层结 N 为常值时
,

波能量守恒
,

波射线为直线
。

当 N 是时空函数时
,

波射线发生

折射
,

波能量不再守恒
。

( 2) 当 N 只是时间函数时
,

广义波作用量 。E 守恒
,

N 的空间变化是造成 田E 变化的

原因
。

( 3) N 的时间变化造成广义波拟能 N
“。E 的变化

,

当 N 不随时间变化时
,

广义波拟能

守恒
。

( 4) N
,

在 区域中具有不同符号有利于中尺度扰动不稳定发展
,

全域中 N
,

符号相 同

不利于扰动发展
。

( 5) 对于 N
Z

> o 的稳定层结
,

惯性重力内波波射线总是 向 N
Z

小值区折射
,

波射线的

弯曲是 由N
Z

的空间变化引起的
; N

Z

的小值区
,

是波能量的集中区
,

这里有可能产生新的
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中尺度系统
。

(6) 对 N 一 N (Z )的稳定层结
,

重力内波存在两类临界层
,

一类波射线切于临界层
,

波

发生反射
,

是波能量的反射区
; 另一类波射线渐近地趋近临界层

,

是波能量的吸收区
。
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