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数值天气预报中的两类反问题

及一种数值解法— 理想试验
’

部吉东 丑 纪范

兰州大学大气科学系
,

兰州
,    !

提 要

针 对数值预报 中产生误差 的两个来源提 出了数值预报 中存在 着两类反 问题
。

并在一维

的非线性平流扩散方程上
,

用共扼 方程 的解法 对提出的两类反 问题作出了理 想场的数值试

验
。

试验结果表明
,

这 种解反 问题 的方法 非常有效
。

它利用
“

观测资料
”
所包含的 时间演变的

信息确定出 了方程的初值或方程 中误差订 正项的空 间分 布状况
。

而且 无论对
“

观测资料
”
的

超定还是欠定都能得出较有意义的结果
。

因而有很大的利用前景
。

关键词 共扼方 程
,

反问题
,

最优控制技术
。

引言

数值预报中
,

造成预报结果的误差主要有两个原因
, ’

一个是初值条件 的不准确
,

一个

是数值模式方程的不准确
。

数值预报水平的不断提高正是围绕改进上述两个方面进行的
。

对初始场质量的改进方面
,

先后提 出逐步订正法
、

最优内插法
、

变分法等客观分析和

初始化技术
〔, 〕。

可是这些工作都不是很完善的工作
,

主要缺点是把资料约束和模式的动力

约束分成两部分考虑
。

没有能够 比较恰当地利用不同时刻的
“

观测资料
” 。

对数值模式的改进方面
,

由准地转模式发展到原始方程模式再发展到更精确的原始

方程的谱模式
,

由此使数值预报水平不断地大幅度提高
。

但这个过程也不可能无限地一直

进行下去
。

有时我们会发现
,

把一个数值模式改复杂了一些
,

似乎考虑的物理过程更全面

了
,

但实际呢
,

并没有真正提高预报水平
。

原因可能是种种对模式的进一步不合理 的参数

化和某些不确定因素的引入
,

反而模糊了人们对原问题本质的理解
。

我们看到
,

以上两个方面存在的问题
,

其本质是没有充分利用数值预报中已有信息的

问题
。

原 因是时间演变的观测资料中既包含有初始场的信息
,

也包含有模式方程解函数的

信息
。

仅仅提为给定时刻初值问题的数值预报却很少恰当地考虑时间演变的历史资料 顾

震潮先生早在  年就提出的
,

希望数值预报能象预报员那样考虑历史资料演变的思想

一直没有得到很好的实现 〔,
’

“〕。

为能既要 充分利用 已有 的物理规律
,

又 能合理使用时间演

变的历史资料所包含的信息
,

就需要把数值天气预报首先提为微分方程的反问题
。

在实际

年 月 日收到原稿
,

年 月 日收到修改稿
。

该文为国家教委高等学校博士点专项科研基金资助

课题
。
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预报中
,

首先要解反问题
,

然后再解正问题做预报
。

数值天气预报中的反 问题

在数值预报中
,

问题被表示为一个数学模型
— 非线性的偏微分方程组加上一定的

初
、

边值条件
。

迄今为止
,

求解这样一个复杂的偏微分方程
,

考虑的都是它的正问题
。

正间

题是研究如何描述与刻画物理过程
、

系统状态
— 建立微分方程 以及根据过程与状态

的特定条件 初始或边界条件 去求解这一特定问题 — 解方程
。

如果在某一函数空间

中
,

这一定解问题的解存在
、

唯一且连续依赖于给定的数据 如方程的右端项
、

初边值条

件
,

则称这一问题是适定的
。

然而在各种学科中经常遇到的转化与对称
,

在气象学中也是

一样
。

如果在描述某一大气现象的偏微分方程组中原来 已知的系数现在变为未知的了
,

或

者更一般地讲
,

微分算子是未知的
,

那么能否 由某些其它的条件或信息 如气象中大量的

观测资料 确定这一未知系数或未知算子呢 如果所描述的大气过程的初始条件或边界

条件成为我们感兴趣的待定量
,

从数学上应 当怎样提出问题 怎样解决问题呢 这就需要

提出微分方程的反问题
〔‘〕 。

实际上
,

气象 中的很多问题
,

特别是数值预报或数值模拟 中的

问题
,

首先提为微分方程的反间题往往更合理
。

之所以没有引起足够的重视
,

一方面是 由

于解反问题的数学理论不够成熟
,

另一方面可能是 由于传统的思维模式的约束而导致
。

在对数值预报方程组用差分方法做空间离散化时
,

是用特定的网格上的诸要素的值

表示系统的状态 在用谱方法时
,

是用某种正交函数族 中的系数表示
。

这样就把表示系统

物理规律的偏微分方程组及定解条件化为 个未知函数的常微分方程组
。

在不失一般性

的情况下
,

这个方程组是如下的形式

口

二
, 、 , 、 , 、

又 丁 十 八 又厂
, “ 十 万又 十 吸厂 一

口

。 。

假定上述模式是足够精确的数值模型
。

虽然实际上不一定能实现
,

不过可以想象它存

在
,

也就是想象存在一个这样的海 地 气藕合模式是如此逼真于实际大气
,

两者的差异

可以忽略不计
。

这个系统的状态 维数为 不仅包含大气状态的变量
,

还包含海洋
、

大

陆冰雪圈的变量
。

任
,

为所有可能的 组成的相空间 系统中的 尸 表示外参数
,

也就

是不受 影响的物理量
,

如太阳放出的辐射等
。

而实际上采用的数值模式不可能是 和
,

状态变量也不可能是
。

现将 分为 和
,

为考虑的模式变量
,

为未包含在 中

的 的分量
。

于是
、

可视为

刁
‘ , , , , , 、 ‘ , , , 、 , 、 , , 、

下一了 十 八 ’
,

入
,

十 万 仁入 十
一

又厂
,

口

。 。

豁
, ,

, ,
,

,

了飞

。 。

而作为真正的模式方程有
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旧 今
,

众
, , 、

众
, 、 , 、

含
,

众
、

二二二 十 八 厂 , 入 十 万 气人 十 七 厂 少

把
‘

。
 

。

可见模式大气与真正大气的差异之一在于用式
、

去代替式
、 。

将本来与

有相互作用的状态变量 视为外参数
。

方程
、

可想象它存在
,

但省略不考虑 了
。

而

所有可能状态组成的相空间
,

只是 的一个子空间
,

即 任
,

这意味着 与 之间

并非完全独立的
,

而存在着某种联系 例如实际大气的初始场与外界强迫是适应的
。

初值
。

中实际包含有
。

的信息
。

此外 的不同演变将影响
,

反过来影响
。

由方程
、

组成的系统
,

就代表了我们目前 的数值模式
。

一般认为
,

它和实际大

气的误差主要来 自两个方面 初值条件的误差
,

对应于省略了式 或 由已观测的不

准确所致
。

模式 的物理上或动力上的缺陷
,

正如上面所述
,

是由于省略了方程 的原

因
,

丢掉了一部分无法用数学语言精确描写的物理过程
。

、

第一类反问题 前提条件是假定模式方程是准确已知的
,

即认为它们比较恰当地

表述了问题的物理规律
,

并且差分方法也具有足够的精度
,

系统的外参数 尸 给定
。

这样一

来
,

正问题
、

的解是存在的
。

即对于每一个
。
任 都有对应于问题

、

的解
。 ,

存在
, 。 ,

任 其 中
,

和 可认为是系统的两个状态空间
。

反问题在于根据方程解
。 ,

的信息来求初值函数
。
一  

。 。

在实际问题中
,

函

数
。 ,

通常可由近期的观测资料取得
,

记为 戈
,

戈 也可能不与任何一个
“

初始

函数”
。

相对应
。

这样一来在函数空间 中就不存在反问题的解
。

所以我们必须寻求

反问题的某种广义解
。

〔定义〕设预报和分析区域为
,

叉 为存在于时间间隔为 一 一
。

的式
、

的解
, 。 ,

任
,

则对
,

类函数
。

定义泛函

。
, 一

丁
。

乙
二 。 ,

,

卜 , 一
· ,

我们把达到
。

的函数
。

称为反问题的广义解
。

若
〔

,

则
。

就是反

问题的精确解
。

实际求解时
, 。 , ,

又 都是离散值
,

因而式 中的积分号转化为求

和号
。

、

第二类反问题 假定模式的初始条件 是准确 已知的
,

而方程 中的外参数 却

不知道
。

这样正问题是 对于给定的函 数 笋 任
,

都对应于问题
、

的解 戈 笋
,
, 存

在
。

可认为是系统的外参数空间
。

实际上数值模拟和预报 中
,

模式方程中误差的很大一

部分正是由于 笋 所包含的内容不准确而造成的
。

外参数 笋无非包含以下一些内容 一是

对 次网格尺度的参数化引入的待定参数 一是 由于忽略了方程
、 ,

把 视为外参数

而引入的
。

我们在此考虑的是上述两个因素的不准确造成的综合作 用
,

笋是空间坐标

和时间 的函数
。

和第一类反问题一样
,

在实际问题 中
,

函数 笋
,
, 也可 由近 期的观测资料取得

,

记

为 又 ,
,

叉 可能不会与任何一个 笋相对应
,

于是在参数空间 中就可能不存在反
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问题的解
,

问题仍归结为寻求反问题 的某种广义解
。

〔定义〕泛函 , 笋卜
。

丁
。二

笋
,
, , 一 “ , , 一 ‘ ‘ ,

则 , 一 笋 即为反 问题的广义解
。

当 节 为 。时
,

笋 即为所求反问题的精确
‘ 之

解
。

上面两类反问题
,

形式上看起来类似
,

实际上有着本质的不同
。

第一类是针对模式初

值存在的误差
,

为改进它而提出的
,

这时认为模式方程是准确 已知 的 而第二类反问题包

括的意义较广
,

它是针对模式方程不精确而提出的
,

这时认为初值是 已知的
。

我们把数值

天气预报从数学上提 为微分方程的正反问题
,

其意义在于 当我们以后考虑改进数值预报

时
,

要时刻想着反问题
。

希望通过解反问题
,

把数值预报已存在的所有信息
,

包括已有的物

理规律和时间演变资料
,

都能合理地利用上
。

而不是总考虑 向模式中引入种种不可靠的参

数化方法和初始化方法
,

从而使模式更加复杂化来改进预报
。

模拟试验

我们将用基于最优控制技术的共扼方程理论来解上述两类反问题
〔“

,
〕 。

出于篇幅的考

虑
,

首先选用的数值模型较简单
。

其 目的不仅仅是验证方法对解反问题的可行性
,

更重要

的是为其进一步应用于复杂模式提供一些数值方法上的启示
。

选用的模式是如下的非线性一维平流扩散方程

刁 “
, , , 、 、

,
, 、

一 ,

下 丁 十 二 一 , 一
左又 二一一 占 戈

,
芝泛 冬 艺

口 口 了 口 了

, 兀

口
二二一一 “ 【

, 二 一一 况 艺
,

容易导出其线性化的共扼方程为

旦红
刁

刁
份

刁

刁
, , , 、

刁
任 、

十 万一 一 二: 一
L 左 又x ) , 万一一 ) 一 O

口 X J X d X

( 1 4 )

给定模式中k (x ) 三 2 又 1 0 一 2 ,

设 S 为任一函 数形式
。

定义对于式 (11)
、

( 1 2 )

、

( 2 3 ) 其

正问题是给定初值
、

边值 由方程求解出变量
u 在各个时刻的解

。

相应的反问题则是已知
u

在各个时刻的一系列
“

观测值
”

来反求初值(12)
、

边值 (13) 或方程 (11) 中的其它未知量
。

“

观测资料
”

的选取
:
给定方程 (11)

、

(1 2)

、

(1 3) 的离散 化形式
,

求 出离散解 讨 -

u (i公
,

k 山)
,

( i = o

,

l

,

2 ⋯40 )
,

走= l
,

2

,

⋯M (M 为某一整常数)
,

作为反求初值时用的
“

观

测资料
” 。

其中取 公 一 。
.
05

,

& 一 0
.
01

。

这样对应于第二节定义的两类反问题是
:

(l) 给定模式外参数 K
,

外界强迫 S
,

根据
“

观测资料
”

斌 反演出模式初值 (12);

(2) 已知(12) 式
,

( I ) 给定模式中的K
,

根据
“

观测资料
”

来反演外界强迫S 的空间分

布
。

( I ) 给定外界强迫 S 的形式
,

由 瓦
‘

反演模式方程 (11) 中的待定参数 k (x )
,

已有不少

工作
〔7

·

‘〕 。

( I ) (
l

) 本质上是一样的
。

最优求解过程中目标泛函简单构造为
:

40 M
J 一 习习毋(u 宁一 讨)’

( 1 5 )

盆一 1 户~ 1

上式中
,

公
,

讨 上标不一样
,

因为实际情形中
“

观测资料
”

的时间间隔要远大于模式积
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分时间步长的间隔
。

因此有 毋 ~

资料
”

与之对应
。

} : : 郭
” 况 一 1

则认为积分的每个时刻都有
“

观测

式(15) 对 公 求导
,

并强加于共扼方程 (14) 的差分方程上 〔5 , ,

得到
:

u , . 泛一 l
~

“
从 +

u厂左
+ ( B B

+
A A

。仁
1)u从 + (B B 一 A A u 乡

+1)

(A A u
九
l
一 u乳

,
) 一 2

.
oB B )u

,‘ 走

+
2

.

o a 夕(u介一 耐) (16)

式 中 A A -
P T
ZD X

B B =
kD T

D X Z
,

u

九
,

为求解模式方程 (1 1) 所得的解
,

u 厂
‘

为共辄变

量
。

给定 (16) 的初条件 可
‘闭 一 。和其相应的计算边界条件

,

反演迭代步骤如下
:

(1) 给定控制变量 Z 的起始迭代值 Z(
“ , ,

然后在某一时间积分区 间〔o
,

M 山〕内积分方

程 (11)
,

求得各时刻的 讨;

(2) 把上面求得的 耐 代入共扼方程在〔o
,

材山〕内反向积分
,

以求得 目标泛函关于控

制变量 Z 的梯度
。

据此求出目标泛函的下降方向
;

(3) 用单维搜索确定出使 目标泛函沿共扼方 向充分下降时的最优步长
。

并据此得出

控制变量的新值 Z(
‘’ ;

(4 ) 重复上述步骤
,

得出控制变量Z 的一系列新值 Z(
“, ,

Z(

‘’ ,

Z(

2 ’

⋯ ⋯ 直到按某一精度

逼近于最优的 Z ’ ,

z

’

即为所求反问题的结果
。

3

.

1 求解第一类反问题

即由讨 来反演初值 u( x ,
0 )

,

其中取 S ~ 0
.
025 co s (爪酝),

做第一个试验
。

设迭代起始

时初值为 。
。

模式方程的积分时间区 间为 〔o
,

60 山〕
,

并假定所有空间格点
、

所有积分时刻

都有
“

观测资料
”

与之对应
,

即 耐
,

i = o

,

1

,

2 ⋯40 ,

P = 1

,

2 ⋯60 。

图 la 是迭代 12次标准化

的梯度范数随迭代次数的变化
。

可以看出
,

只需迭代到第 4 步
,

梯度即可下降到很小
,

因而

方法收敛快
。

恢复的初值情况和
“

实况
”

吻合得相当好
,

说明效果相当理想 (图 1b )
。

9
.

9
。 )

( K △X )

。
~ 寸一寸一借~ 弓一一布一一

迭代次数n

图 la 标准化 的梯 度 范数 随迭代

次数的变化

bbbbb

八八
二 ‘ 二

八
...

””
1

丫
0” ” ‘

诊诊
图 lb 对初值反演的结果

(图中横 轴上
“ · ”

表示观测 点
, “ 又 x x x x ”

线表示

真实的值
,

细实线表 示反演 出的值 )

做第二个试验时
,

假定空间只设九个
“

观测点
” ,

即只有 i一 。
,

5

,

1 0.
二

40 时才有
“

观测

点
” 。

分别选取模式方程的积分区 间为 A 〔o
,

2 山〕
,

召〔o
,

1 0 山〕
,

e 〔o
,

6 0 山〕
,

D 〔o
,

1 5 0 山〕
,

其

它条件同第一个试验
,

重来反演初值(12)
。

这相当于试验对
“

观测点
”

少于计算 网格数情
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况而言
,

引入多少时刻 的
“

资料
”

为宜
。

反演

的结果分别如 图 2 所示
。

以 图 Za一

d 及表 1 看

出
,

随着积分区 间的延长
,

加入分析的
“

观测

资料
”

自然越来越多
,

则对初值恢复的精度

也越来越好
。

原因是什么呢?不妨做如下分

表 1

编 号

儿山

初值精度(。
)

与 图 2 相应 的初值精度

2山

2
.378

10山

1.0 26

60山

0.518

d

180△t

0
.
3 2 9

析
。

每个时刻的
“

观测值
”

都携带有初始场的信息
。

共扼方程反向积分时
,

把这些信息传给

了前面时刻的场直至初始场
。

因此引入的资料越多
,

则共扼方程从这些
“

观测资料
”

中提

炼的关于初始场的信息也越多
。

因此随着引入资料的增加
,

初值恢复的精度也越来越好
。

但是
,

由于初始场的衰减特性
,

自然越往后面的时刻
“

观测资料
”

携带的关于初始场的信

息越来越少
,

况且积分 区间的延长
,

使计算时间也大幅度地增加
,

所 以在实际应用中
,

只要

达到问题所要求的精度即可
,

不必要使模式方程积分区间太长
,

但也不能太短
,

这就要针

对具体问题作讨论
。

在实际的数值预报中
,

若 已经获得 了最近一段时期 一 T 毛 t镇 。的观测资料
,

则可利

用具体数值模式求解反问题得出 一 T 时刻的最优的初始值 (针对模式而言) ,

然后再对模

式向前积分
,

当积到 。时刻(即当前时刻) 时
,

所得到的整个时段 一 T 镇 t成 。 内的模式状

态值
,

在 目标泛函 的意义上向观测资料逼近
。

当数值模式的积分限越过 t一 。时刻以后
,

就

得到了各时刻的预报值
。

在 日常业务 中
,

随着资料的更新
,

对初值不断地进行调整
,

即每做

一次预报之前都先求一次反问题
,

本质上是一种对观测资料四维同化的过程
。

需要指出的是
,

通过求解过程中 目标泛函 的定义
,

这种方法不仅适用于常规的
、

定时

的观测资料
,

而且特别适用于引入高度的非定时的观测资料
。

这是非常有意义的
。

近年来

随着高技术的发展
,

大量卫星
、

雷达观测资料不断涌现
,

这些资料大都是非定时的
。

因此
,

这种方法将非常有助于对广大海洋
,

热带地区及对中尺度系统的预报水平的提高
。
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3. 2 第二类反问题求解

认定模式初值 (12) 已知
,

而模式方程不精确
,

其不精确性是 由忽略外强迫项 S 来体

现
。

这类反问题 由
“

观测
”

讨 来反演 S 的空间分布
。

具体算法和解第一类反问题相差不大
,

略去不述
,

只做两个试验
。

3

.

2

.

1 试验 I

取迭代起始时
:
(x )在所有格点的值都为 。

。

在空间只设九个均匀分布的
“

测站
” ,

在模

式每一积分时刻都有
“

观测值
” 。

但是在求取和模式解相对应的
“

观测资料
”

时
,

我们对外

界强迫
‘

( X , 的形式做如下改变
:(‘, 仍取

·
( X , 一

08!“公 ,
,

( 2 , ‘
( X , 一

告
〔3 (‘公)2一 1〕

,

( 3 )
‘

( X ) 一

青
〔63 (‘公 ,

5
一 70 (‘公 ,

4
+ 1 0 5 ( ‘公)2一 5〕

,

( 4 ) 如图 3d “
x 火 x 丫 x

’,

所示的

任取函数形式
。

将以 上这些函 数形式的外界强迫信息
,

分别 隐藏在与之对应的
“

观测资

料
”讲 中

。

然后再进行反演试验
。

可以看到
,

尽管以上四 种函数形式一个 比一个复杂
,

但每

一种函数形式都得到了较好的反演
。

虽然每个结果都存在着不同的误差
,

但毕竟空间只有

九个
“

测站
”

( 见图 3a 一d)
,

要恢复的却是 41 个格点上的
、

( x ) 值
。

这说明方法对复杂问题

的适应性是较强的
。

CCCCC
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图 3 对强迫项反演的结果(说明同图 lb )

3
.
2
.
2 试验 l

这个试验用来模拟这种共扼方程技术对资料中所包含信息的提取能力
。

模式的积分区

间仍选为〔o
,

60 山〕
,

在未取
“

观测
”

斌 时
,

仍选取 S (x) 一 。
os 武i纽),

而在做反演试验时
,

模

式方程只在三个积分时刻存在有对应的
“

观测资料
” 。

即对于 计 有 尸 一 o
,

30

,

60

。

我们逐渐

减少空间
“

测站数
” ,

情况表示在图 4 中
。

随着空间
“

测站数
”

的减少
,

初值恢复的境况也越来

越差了
。

图 4d 尽管总共只有3 x 3 一 9 个
“

资料数
”

但也反演出了强迫项的大致形式
。

图 4e 和

图 4f 空间只设两个和一个
“

测站
” ,

虽然没有恢复出强迫项的轮廓
,

但其结果并非是毫无意

义的
。

图4e 的两个测站设在模式方程的积分区域的两侧
,

恢复出两侧的大致形势
;
图4f 只设
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一个
“

测站
”

了
,

我们把它放在中间
,

中间一片的强迫项的数值也得到了一定程度的恢复
。

有

趣的是
,

把图 4e 和图 4f 反演的结果迭加在一起
,

其结果正是图 4d 的情形
。

而图 4e 和图 4f 的
“

测点
”

设置状况合起来和图 4d 设置的相同
。

这足以说明这种反演方法从每个时变的可用的
“

观测资料
”

中提取信息的能力是很强的
。

它对应于实际预报的意义是什么呢?如果我们认

为 S 正是数值模式中由于忽略了一些本应有的物理过程或其它什么原因引起的误差
,

希望

通过用实测资料把这个误差修正项反演出来
,

然后用来对预报模式作修正的话
,

那么无论对

整个预报区域所用的资料是多么的欠缺
,

使用这样的反演方法
,

其结果是对资料 比较充足的

部分地区
,

反演的误差修正项精度较好
,

因而可能会提高这些地区 的预报结果
;
而对于资料

非常缺乏的地区
,

反演的误差修正项为零
,

这等于在这部分地区对原模式所做的预报结果未

做任何修正
。

这就要求整个预报区域内观测资料的分布要合理
。

使观测资料的代表性越好
,

对整个预报区域的误差修正项的反演也越好
。
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图 4 对强迫项反演的结果 (说明同图 lb)

显然在这个试验 中
,

我们考虑的主要是对所求反问题而言
, “

资料
”

是欠缺的
,

即问题

是欠定的情况
。

而事实上在此试验之前的所有试验
,

都用了很多时刻上的
“

资料
” ,

即所求

反问题是超定的情况
,

除个别
“

试验资料
”

的分布极不合理以外
,

所得结果较令人满意
。

从

我们所做的整个试验的情况来观察
,

无论反问题是超定的还是欠定的
,

我们都找到了或是

部分找到了反问题的
“

广义解
” 。

方法有较好的适应性
。
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4 结语

本文首先针对数值预报结果误差的两个来源
,

提出了两类反问题
。

针对模式的初始条

件的误差
,

我们提出了第一类反问题
:
认定模式方程准确

,

和 已掌握了多时刻的观测资料
,

利用共扼方程求解反间题得出初始值
,

然后求解正问题做预报
。

这个问题对模式方程的精

度要求较高
。

第二类反问题是针对模式方程中存在有误差而提出的
,

因而解这类反问题对

模式方程精度的要求不是太高
,

但要求模式方程要能反映主要的
、

起决定性作用的物理规

律
,

能抓住问题本质的方面
,

而对一些次要 的
、

不起主要作用的东西统统放在模式方程的

误差修正项或参数中
,

由实况观测资料用解反问题的方法给予反演
。

这不仅使考虑 问题得

到了一定程度的简化
,

而且也应该不会降低模式原有的预报能力
。

本文中我们仅仅是对求解反问题作了简单的数值试验
,

由于数值模型较为简单
,

因而

所得的一些数值结论只是初步的
,

有些工作在这样简单的数值模式上还不能作出
。

为此
,

将用一个复杂的边界层三维模式作进一步的工作
,

最终把这种解反问题 的方法用于对实

际资料的分析和预报
。
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