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提 要

平行切变流的临界层一般分为三类
:

粘性临界层
、

非线性临界层和非定常临界层
。

本文

对这三种临界层理论及其最新发展作了较为详细的介绍
。

‘ 、

切变流的波动临界层

研究流体运动最常用方法是将流体运动分为平均运动和扰动
,

即

梦(二
, y , t)= 葵(少) + 。价(

二 , y , t)

式中 梦 为流延

硒(y ) 仅为 y

将式 (1 )

纽数
,

葵平均流函数
,

叻扰动流函数
, 。
小参数

,

它表征扰动的强度

的函数
,

它所表征的流动为平行流
,

它满足 N a vi e卜S to ke
s
方程

。

代人二维不可压流体的涡度方程
,

可得扰动流函数 功满足的方程
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式中 R 。

将式 (3 )

为雷诺数
,

其余符号为惯常所用
。

略去非线性项
,

设 势有形式解

叻(x
, y , t)“ 砂(梦)

e x P[艺a (x 一
e t)〕

代入式 (2)
,

得到
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式 (4) 就是著名的 o r r 一So m m er fe ld 方程
,

其边条件 为 无 滑 动 条件 功(y
,

)一 必(y
Z

) =

功
/

(y
l

)二 尹(y
Z

) = 0
。

前两个条件表明
,

在刚壁处法向速度为零
,

后两个条件表明
,

在刚

壁处切向速度为零
。

一般来说
,

在许多实际问题中
,
占二

边的粘性力项
,

式(4) 化为

1

a R 巴远远小于 1
。

略去式( 4 )右

, 一(
。 “

一

卜 云n

舫— C
(5 )nU

一一
苗
苦

、、.,/
口

上式就是著名的 R ay le ig h 方程
,

其相应的边条件为滑动条件 协(y
;

)= 功(y
Z

)= O
。

方 程

(5) 有着广泛的应用
,

但它同时存在两个固有的困难
。

第一是
,

由于略去了粘性力项
,

方程阶数降低
,

式 (5) 的解不满足粘性边条件
。

克服此困难
,

使用的是传统的边界层方

法
,

即在边界附近的一薄层流体内考虑粘性力
,

在远离边界的区域仍 采 用 R ay le ig h 方
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! , , 临界层

上愉获下巧攫二
‘

U

图 1 边界层和临界层

程
。

第二个困难是
,

对于中性扰动
,

相速
C
为实数

,

若在某点 y 一 y
。

处
,

满足

云(y
。

)= e (6 )

同时 反”

(y
。

)笋 0 ,

此时方程 (5) 出现奇异性
。

即

使 云“ (y
。

)一 O ,

方程 (5) 不出现奇异性
,

但在更

高阶问题中
,

仍将会 出现奇异性
。

一般称 y
。

点为

l庙界点
,

以 y 。

为中心的一薄层流体为临 界层
。

式

(6) 表明
,

在临界层
,

波的相速等于基流的流速
。

图

1 是边界层和临界层的示意图
。

为了克服第二个困难
,

受传统的边界层思想的影响
,

人们首先想到的是
,

在临界层

外部
,

仍采用 R ay le ig h 方程
,

在临界层内恢复粘性力
。

这是很自然的
,

因 为 R ay lei g h

方程就是 O r卜So m m e rfe ld 方程略去粘性力得到的
。

这就产生了经典的粘性 临界 层理

论
。

事实上
,

在得到式 (5) 时
,

还略去了非线性项
,

在临界层内恢复非线性项
,

是 克

服第二个困难的又一可能途径
。

这就是非线性临界层
,

它适用于大振幅波动
。

另外
,

从

平面波解式 (3) 看出
,

此平面波的振幅与时间无关
。

若认为平面波振幅依赖于 时 间
,

研究初值问题
,

这是克服第二个困难的第三个可能途径
,

它研究的是非定常临界层
。

人们最早研究临界层
,

是为了寻找流体运动不稳定机制 (Li n , 1 9 5 5 ; M il es
, 1 9 57 )

。

而近年来临界层研究 日益受到重视
,

主要原因是
:

1) 近些年的研究表明
,

非线性 对 临

界层的性质有重大修正
,

而实际问题大多是非线性的
; 2) 在研究波向临界层传 播 时得

到
,

波动能量大部分被临界层吸收
; 3) 越来越多的领域发现

,

临界层现象在各自的领域

里起有重要作用
。

在大气中
,

低纬东西风的交界处就是 R os sb y 驻波的临界层
。

当 R os sb y驻波从高纬

传向低纬时
,

波在临界层是被吸收
,

反射
,

还是超反射 ? 这是大气动力学理论的基本问

题
,

曾一度引起争论
,

仍在深人研究之中
。

本文拟对上述的平行流临界层的三种基本理论加以介绍
,

至于其它理论
,

例如
,

非

平行流的局地临界层
,

在此不再作介绍
,

有兴趣的读者可参看 M er k ine (1 9 83 )
。

二
、

经典理论
:

粘性临界层

在临界层外部
,

流体运动可用 R ay le ig h 方程 (5) 来描述
。

在 y
。

附近
,

用Fr
o b e ni u s

方法可求得式 (5) 的两个线性独立解
:

{
必

。

二 (y 一 y
。

)
一

卜
鸯(, 一 ,

。

)
2

/ 2 +
⋯

肠
c

肠 , ,

+ 拼价al
o g Ly 一y

。

肠 e

(7 )

功
。一 1

一
仁

⋯

因此
,

外解可用此两个解表示
,

即

功一 A 必
。 一

B 功
。

(8)

式(7) 中带脚标
C 的量

,

表示该量在临界点处取值
。

从式 (7) 看出
,

功
。

的表达式 中 出
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现 了对数奇异性项
。

此项的出现
,

一是使水平扰动速度出现强梯度
; 二是 10 9 (y 一 y

。

)是

多枝函数
,

当 少< y
。

时
,

应确定选取哪一枝
,

即

10 9 (y 一y
。

)二 10 9 }夕一 y
。

卜 诏
* , y < y

。

(9 )

式中 0
二

的值未定
。

只有定出 火 的值
,

与 R a yle ig h 方程相联系的本征值问题才能得到

解决
。

经典理论 (例如
,

Li n ,

19 4 5 )
,

是在临界层内恢复粘性力项
,

求出临界层的 解 后

与外解匹配
,

定出 e
* 。

在临界层
,

引进新变量

一 (y一 y
。

)/乙百
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.2、./、

刀
月叮
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IJlse

必(夕) “ X (叮)

用新变量表示的 O r卜 So m m e r fe ld 方程为

x ‘r
一 ￡丽;勺x

” = 乙

将 x 按小参数 夕 13 展开
:

1 2

百￡云答(刀
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/ 2一 x )
一

十。 (d百)

、.产、.少
0自Od1占,土

产

‘
、‘沪、

、一

云
(。告)

·

义 ( ·》

将式 (12 ) 代入式 (11 )
,

得到 x(
“)
满足

x ‘。’了F
一沉 ;刀x

‘“, = o

式 ( 13) 有 4 个线性独立解
:

x f
。’二 叮 , x 若

。’二 z

x 羞
。) 一

f
”
汉,

f
”
‘, 。专二公

,

r粤( ; a
o。) ]

以 . 口 一 . J L O J

r
, ,

r
, ,

各
_ _ ( 2 ) 「2

, .

门X 二
U , 二 l d刀 l d 冲刀

Z
H 李

‘

}专 (葱a 。叮) !
n ’

J 一
, J 一 . 一

’ J
一

‘

一 万 L 3
、

一
” 百 产

」

( 1 4 )

式中
a 。一 (侧)百 H害

,

为汉克尔函数
。

这样
, x ‘”,可用以上 4 个解表示出

:

4

x ‘” = 艺 C二
。’x 二

。’
( 1 5 )

令 }刀}, co
,

将内解式 ( 1 5 ) 与外解式 (s ) 匹配
‘

定出 C f
, ’二 A 闰

,

C舀
, , = B = 1 ,

C百
。’= o

。

2

C寿
“’还未确定

,

最后由无滑动条件定出
。

为了确定 口
, ,

必须 考虑口 (d习 问题
,

即

x “ ’‘犷 一￡丽艺刀x ‘, , n = ￡云笔(刀
, x ‘。, 11

/ 2 一 X ‘。, ) ( 1 6 )

式( 16 ) 的解可用参数变易法求得
。

事实上
,

与 x 丢
。’
对应的特解就是我们需要的 部分

。

对 。的大负值
,

将 H誓
, 作展开

,

发现
,

只有当式 ( 9 ) 中的 。
,

取一 二时
,

夕卜解才 。。与

内解匹配
。

这样
,

0
*

的值就确定了
。

通常称 0
:

为相角变化
,

它在临界层理论中是一个

重要的量
。

下面
,

对它的意义作一考察
。

首先看它与雷诺应力的关系
。

雷诺应力定义为
_ 产 2汀 I口

“ l
叮 z 、 ,

T 二 二甲甲 , 气一 舫秒 ) a 劣
乙 兀 J O

( 1 7 )
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设 C 一 C
,
+ iC ‘,

将扰动解

, 一粤仁必(
, )e x p (; 。 (二一 。‘)) + 必* (y )e x p (一 ; 。 (二一 。‘))〕

‘

(18 )

代入式 (17 )
,

并对 y 微分
,

得

d 丁 1
.

若今一舟艺
a (必必* “ 一必

“

价* )
d y 4 一

‘ \ 丫 丫

利用 R a yle ig h 方程及其共扼方程
,

可将式 (1 9) 括号里的量算出
。

乘以 功
* ,

其共扼方程乘以 功
,

然后相减
,

再代人式 (1 9)
,

得

(1 9 )

将 R a yleig h 方程 (5 )

d 了 1 ~ 云即

一 ;

- 一
一 二- a 仃 ; 二二 - 一 - 一气下犷 }公 }

-

d y 艺
’

}肠一 c }
‘ ’

“
(2 0 )

从式 (2 0) 可得出一些有关中性波的重要结论
。

若 反一 。处处不为零
,

当 C ‘

趋于零时
,

奥
一 。

。

这表明
,

对于中性波
,

雷诺应力为常数
。

但若有临界层存在 时
,

即 、(,
。

) 一 。

~ d y
一 “

一~ 八

”
J ’

~ 一
’

国
卜曰

一 ~ 一
’IJ

~
“

一曰
’刁

~ 护 , ‘

科
‘名

协
, J ’

时
,

在临界层两侧
,

雷诺应力就会出现不连续
。

这可证明如下
。

在 y 二 y
。

附近
,

若用解

式 (8)
,

雷诺应力可表为

r = 艺a (A * B 一 A B * ) (2 1 )

若用
“ 十 ”

表 y > y
。

的区域
, “

一
”

表 y < 少
。

的区域
,

同时取 B 十 一 B 一 ,

则可得到
_

刀一云了 ~
. 。 。

户 . 一「

_
户

, 曰
一—

. , 子,

一
l 止褚 1 . 口刁

“
— 山 “ 一 Z一一 J 」J I u R

林 c
(2 2 )

式 (22 ) 表明
,

0
*

的存在
,

使得雷诺应力在临界层两侧出现不连续
。

0
*

还与临界层对波的吸收
、

反射等性质有关
,

下面以大气 R os sb y 波 临 界 层 为 例

(T un g , 19 7 9) 对此加以介绍
。

对于位于庄平面的正压大气
,

考虑如下基流分布

一 「一毗
y一失

),
_

反 (’)一 “

1
一 “(夕

‘
’一 c三U ‘ ,

‘ ~ 丽(y
Z
)一 e三U : ,

y :

蕊y镇y l

少) y ,

y镇夕
2

(2 3 )

这 里已假定临界层位于 y l

和 y :

之间
,

即 y Z

< y
。

< y , 。

在 y》 y ,

区域
,

解为

必“功
,

(y ) = A
le “ , ‘y 一 y ‘’+ B le 一 ““ y 一 y , ’ (2 4 )

一 山
,

/ 刀
,

\合
月 ‘, ‘ , _ , 、 、 ,

、
」 ,

体 ~
‘。 一 。 _ 、,

,

, , _ , 、 、 ,

、 ~ 炜~
‘。、

,

~
,
,

式 中 l, = (脊
-

一 a “

)
‘ ,

A
l e ‘七’‘y 一 , ‘’为向北传播的波

,

B l 。一 “ , ‘y一 y , ’为向南传播的波
。

若将少、 ’ 一 ‘

\U
, 一 /

’

一
‘ 一 / , ’

,
’

旧
‘、 ‘, ” ‘

~
’
一

‘ 一 / “ ‘’”
~

, ‘
~

” ‘

一
“

叼
” ”

向南传播的波看成入射波
,

临界层的反射系数定义为

反射波振幅

人射波振幅
j生 l
! 方

1

}
(2 5 )

为了计算 R ,

还需知道临界层附近解的性质和南部边界条件
。

条件为解有界
。

因此
,

在 夕镇y Z

区域
,

解为

必一功
2

(, )一 且
2 。一 , ( , 2 一 , , )

对无穷刀
一

平面
,

南部边界

(2 6 )
1

~ 二
刀

/
_

,

刀 、百 ~
/ 。 。 、

~ 。‘
。 ~ , * * 峥

‘。一一 、
,
, * ~

‘

一
‘

/
.

。 。
不、甲 /1 一 气“

-

一 下井一 声
。
不、气乙O ) j田戈七目幼力已袱比云币 2泛 :状 峨峨甘幼引L习J

o
4上 习厂义

J

币 y Z之尧 y
二

溉 y 1 1乙 J联 ,

\ Lj Z /

解为
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= 必
+ = A 必

。

(夕一 y
。

) + B功
。

(夕一y
。

)
, y > y

。

二必一川必
。

(y 一 y
。

)十 B 功
。

(y一 y
。

)
,

y < y
。

(2 7 )

r,‘卫刀.、

止明

这里 必
。

和 叻
。

是用 F ro u b e ni u s
方法求得的两个解

,

其表达式与式 (7) 的表达式基本相

同
,

只要将式 (7) 中的 武 用 灵一刀取代即可
。

式(2 7) 中
: 。

刀一 云竺。
拄 一 n 一

奋口’

气盯一。

将几个区域的解匹配起来
,

并利用连续性条件
,

最后得到

Rz _
}李 }

’ _ 1 朴卫望几旦二且
l万 1 1 了“ . 。

(2 8 )

(2 9 )

式中 尸 为常数
。

假定
刀一云答

> O (这对应于稳定基流)
,

式 (29 ) 表 明
,

O
* 二 一 二 时

,

!R I
“< 1 ,

反射波能量小于入射波能量
,

波能被临界层部分吸收
;
若 口

,
= 0 ,

}R I
“= 1 ,

反射波能量等于入射波能量
,

波在临界层被完全反射
;
若 火 > O 时

,

}州
“> 1 ,

反 射波

能量大于人射波能量
,

波在临界层发生超反射现象
。

经典临界层理论得到 0
二 = 一二 ,

这表明波在临界层被部分吸收
,

这是经典临界层理

论的著名结果
。

在很长一段时间内
,

人们一直将此结论看成是普遍成立的
,

而忘记了0a

的值与具体的物理过程有关
。

事实上
,

O
, 二 一 , 的结论是在线性粘性临界层理论中成立

,

当在临界层考虑非线性项时
,

0
,
= 一二 的结论就不再成立 了

。

以下几节将对此加以 深入

讨论
。

三
、

BB D 理论
:

非线性临界层

在临界层内恢复被略去的非线性项
,

这一思想由 Li
n
和 Ben ne y (1 9 6 4) 首先提出

。

:

随后
, B e n n ey 和 B e r g e r o n (1 9 6 9 ) 和 D a v is (1 9 6 9 ) 采用匹配渐近展开法

,

同时 独 立

地探讨了这一途径并获得成功
。

这就是现被称为的 B B D 理论
,

它是临界层的非线性理

论
。

Be
n
ne y 和 B er ge ro n

的工作与稳定性有关
,

而 D av is 研究的是风产生水波的问题
。

下面介绍 B e n n e y和 B e r g e r o n
的工作

。

采用以
。
作平移的坐标系

,

设

、,、了,
户

n甘, .上,Uod
.

f
、‘、了

岁(二
, y ) =

梦 和势分别满足以下两个方程
:

丁:
(“一 , d , 斗 ·‘(‘

, , ’

O梦
‘

口梦 d梦
‘

d梦
一月,一 凸 - 二

- 一气
目

一凸 下一- 二 V 凸
一
岁

o x O y 0 y 0 劣

‘、一 。)△去一 ;
。

泌
,
+ 。

了擎
△奥一

擎
△
擎、

一 , △
2
, (32 )

\0 劣 O y o y 口劣 /

式中 △ 为拉普拉斯算符
。

当
￡和 v

都是小参数时
,

在临界层以外的区 域 可 用 R a ylei g h

方程
,

用 F r o u b e n iu s
方法可求得 T o llm ie n

解 (7 )
。

为了确定 8
: ,

经典理论在 临界 层

考虑的是 o r卜s o m m er fe ld 方程
,

而这里
,

将采用非线性方程 (3 1 )
。

设小参数
君 和 ,

有

关系
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1
e《 1 , v《 1 , 。1 12》 v百

如此有

只= , ￡一 a 12《 1

在临界层
,

引进新变量
1

少一y
。

一 ￡ Z Y

(3 3 )

(3 4 )

(3 5 )

则式 (3 1 )和 (3 2 )化为

梦
二

梦
: : 了

一 少
r
梦

: ; 二 + e (梦
,

梦
: 二 二

一 少
:
梦

二 x 二

)

二 又。(梦
: ; : 二 + 2 。梦

; ; 二 二 + 。 2少
二 二 二 :

)

(反一 。)△叻
二

一 云
, ,

叻
二
+ 。(功

二A叻
,

一叻
, △叻

二

)一只。。l
“
△

2

劝

设外部解可展开为

(3 6 )

(3 7 )

梦
。 :

一

丁:
(“一 , “, + ·

“护十
·’‘“

’+
⋯ (3 8 )

叫二
’满足 R a y le ig h 方程

,

其 T o llm ie n
解为

劝舌二
’= (A

。

功
。
+ B

。

功
。

)e o sa 二 + (C
,

必
。
+ D

。

诱
。

)sin a 二

其中

(3 9 )

{
功
。一 (少一 y 。

) +
.

畏冬(y 一 y
。

)么/ 2 +

肠 碑

_

/ a
Z

兹竺 云竺
’

、

必
。 = 1 + t二 ; 十 下二万万一全汀 IL夕一 y

。

)
“
+
⋯\ 乙 ‘ 肠 ‘ 。

肠
‘ /

(4 0 )

鲁功
a

lo g l, 一 , 。

I
肠 七

这里的脚标
“ o ”表外部解

,

后面出现的脚标、
”

表内部解
。 ; = 士 , “ 十 ”

表 y> y
。

区域
,

“
一

”

表 y < y
。

区域
。

不失一般性
,

取

B
十 一 1 , C 十一 D 十一 0

用变量 刀表示的 梦
。。

的前两项和为

2
二

。、一 。

(尽
Y

Z 、 。。、 。 二

、
、 。。, 2 10 9 。

(共
: 。。, 。二

、
\ ‘ / \ 乙 肠 c

/

+ 一‘2

(臀
Y “ + A · r

一
+

贵
Y ‘0 9 Iy }

c o , a ‘ 十 o (
‘’‘0 9 ‘)

(4 1 )

(4 2 )

2
二

。_ 一 。

俘
: : 、 。 _ 。。 s。 二 、 。

_ , in 。二

、
、 。 : , : l。 g 。(箕

: e o s。 二

、
\ 乙 / \ 乙 娜 ‘ /

+ 一‘
2

:臀
:

3 + : (,
-

一
+ e一i

一卜
。

-

+ D
一

臀
‘。 g :r :〕

+ o (一10 9 ·)

贵
Y ‘0 9 1Y lC O S a 劣

为了能与外解相匹配
,

将式 (4 4 )代人式 (3 1 )
,

内解的展开式必须为

梦
‘= e梦‘

2
’ 书 e Z I“10 9 。梦‘

:
’+ 。舀j“梦‘矛’+ ⋯

有

(4 3 )

(4 4 )
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d梦 (夕) d
3
梦 (夕) d笋 (夕) d

a
梦 (夕)

。 , , ’

。 , , ,

称 一
。

’

一二二二犷- 二 U
0 1 0 1

“0 劣 a 劣 U l ,
(4 5 )

式 (4 5) 可化为
_

/.
, , , 、

护梦 (夕) 、
J 气岁

‘

:” - JF了/ 一
” (4 6 )

将式(46 )积分一次
,

然后将所得结果乘以
d梦(尸)

口Y
再积分一次

,

有

(擎)
’ 一 Z G ‘梦

‘
”’+ 尸“’

(4 7 )
.

式中 G 为 梦 (
穿
’的任意函数

,

F 为
x
的任意函数

,

待定
。

将式 (4 5) 对 Y积 分 两次
,

然后

与式(42 )匹配
,

定出

为了确定 G (梦留
’)的函数形式

,

出
:

G (梦‘夕’)兰 反;梦
‘分’

将 (4 8 )和 (4 9 )两式代人式(4 7 )
,

尸 (x ) = 一 2 云;
e o s a 二 (4 5 )

B e n n e y 和 B e r g e r o n
使用了粘 性 久 期性 条 件

,

最后得

(4 9 )

积分后得到

、

,
矛
、,产�

U
J.一 工匕氏口

矛

‘
、

Z饭
、

梦 (
份

)

再与 梦
。一

匹配
,

~ ,

今
Y
’ + c o s a ‘

定出

B 一
“ 1 ,

D
一
= 0 图 2 非线性临界层中的 K曰vi n 猫眼流型

内解的首要部分式 (50 )所代表的流场就是著名的长 e lvi n 猫眼流型
,

如 图 2 所示
。

此流

型由K el vi n( 1 8 8 0) 在用运动学方法研究临界层时首先得到
。

猫眼流型是 线 性临界层理

论中所没有的
。

用同样的方式可确定 梦‘
矛
’, 。

它与外解相等
。

为求出 A 十
与 A

一

间的 关 系
,

从 ( 42 ) 和

(43 )两式看出
,

必须求解 口(砂J“)问题
。

结果给出
:

A
十 = A

一

( 5 2 )

式( 52 )表明
,

O
, = 0

。

这是一意想不到的结果
。

这意味着
,

穿过非线性临界层
,

雷 诺应

力不出现不连续现象
,

波在临界层是完全反射的
。

这些结论与线性粘性临界层理论的结

论截然不同
。

B e n n e y 和 B e r g e r o n 利用 0
二 = o 的结果

,

对 R a y le ig h 方程的本征值问题作了数值计

算
,

他们得到了一类新的波模态
,

其相速与 自由流的值接近
,

这是 T ol lm i e n ~ s ch lich ti ng

模态所不能得到的
,

因为雷诺应力的不连续限制临界层只能在边界层附近出现
。

这一结

果有可能与边界层从层流向湍流的转换有联系
。

H a b e r m a n ( 1 9 7 2 )进一步考虑了粘性项的作用
,

扩展了 B e n n e y 和 B e r g e r o n
的工作

。

他得到 0
*

是参数 久的连续函数
,

当 只从二 (粘性项占主导地位)变化到零 (非线性项占主

导地位 )
,

相应 0
*

从一 二变化为零
。
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四
、

R os sb y波临界层的演变
:

初值问题

l合界点奇异性是与中性模态相联系的
,

若扰动迅速演变
,

则临界点奇异性就不 出现
。

因此
,

若将波振幅考虑成时间的函数
,

研究初值问题
,

这是解 决与 R ay le ig h 方程相联

系的奇异性的第三个可能途径
。

B oo ker 和 Br et he to n( 1 9 6 7) 在研究地形强迫的重力波上

传现象时
,

开创了此方法
。

随后
,

D ick ins o
n( 19 7 0) 应用此方法研究了强迫 R os sb y 驻波

从高纬传向赤道时其临界层的演变
、
W ar n 等 (1 9 7 6) 对 D ic ki ns o n 的 结 果 作了一些 修

正
。

D ic ki ns o n 采用了一非常简单的模型
:

基流切变为线性切变
,

在北部边界有一波状

强迫源
。

对于 R os sb y 驻波
,

东西风交界面就是临界层
,

如图 3 所示
。

其定解向题为

/ d
.

, 了 ,

口 、
_ 二 ,

。 口劝 _ 。

t万丁 十 口 y 万二
.
J梦 , y 牛 尸 节二丁一 U

\U ‘ L, 汤 / 口 汤

, (劣
, , 。, ‘)

{
e ‘介二 t> 0

t< 0

这里 U
尹

为常数
。

设解的形式为

功二梦 (y
, 云) e‘介二

将式(5 4 )代入式 (5 3 )得

; (* 。勺一昙、嘿
、 ; , * 二 一。

\ 口‘ / 口y

无量纲化后的定解问题为

/
.

d 、

火y 一
乞

丽/
梦

, , + 梦 二 0

t> 0

t< 0

当 t 充分大时
,

(5 3 )

.

(5 4 )

(5 5 )

(5 6 )

梦 (y
。,

用拉普拉斯变换法求解式 (56 )
,

得到

~ 二
,

图 3 研究 R os sb y 临界层所
”I c n ln s o n 采用的大气模型

,上�”�

一一一一
矛

、
才.万气

‘

、2

、�、,于
甲‘八两暇口一b

产t
、

/‘
毛梦‘, , ‘卜豁;令

二p〔一 ‘( , · + 一 )〕+ o 〔, 一 )

式中
。

为常值
。

当 t 充分大时
,

按如下定义将流体分为三个区域
:

1州t》 1 ,

外部区域
;

Iy lt~ 1 , l在界层
;

!川‘《1 ,

临界层中心
。

在这三个区域
,

解的渐近形式分别为
:

1
.

外部区域

梦 ( y
,
‘
卜 梦 ( ,

,

co , 一

豁
+ O (‘一 ) + o ( , 一 , 一 )

+ O (y
一
“一)

2
.

临界层



气 象 学 报 5 0 卷

二(, ,
, )一二(, ,

co ) 一竺L止
, 、(1, ! , ) 、 。(I, 1

2

) 、 。(‘一)

乙

(5 9 )

3
.

临界层中心

梦(y
,

‘)七甘(
一 ; 。

一 ‘, :一 ; ,
}
In ‘一 (

: +

冬
二

卜
。 (, 一 1 ){

又 L \ ‘ / J

一

誓
〔,一

‘: + o (In ‘)〕+

等琴
。一 ‘, ·+ o (,

一 “
)

Z
(6 0 )

式中 丫是欧勒常数
,

梦 (y
,

co )是定常解(参看 D io k ins o n ,

‘丰 ‘方 z 。 ; 。 , 七
, 1 、

_ ~
, 、

e
’

一 1 2 乞 Z 叹Z 十 1 ,
I于r劣 、二 不二

叮一 ! 1
一
卜止几二一一 竺立二‘一二乙

‘劣 一
\ 劣 x -

从上述渐近解
,

得到如下几点重要结论
:

1 97 0 )
,

片(劝的表达式为

(6 1 )
、、.万了
产

...十

1 ) 临界层厚度}, }一令
,

随时间增大l、界层变薄
;

2) 当 t、co 时
,

外部解趋于定常
。

但穿过临界层
,

解仍有一 , 相角变化
,

这表明
,

R os sb y 驻波能量在临界层仍被部分吸收
,

这与粘性线性临层理论结论是一致的
;

3 ) 在临界层中心
,

纬向速度分量

舫 ,

~ In t
,

它随时间以 In t 形式增大
;

4) 当 者二 O (。
一 ‘I“)时

,

在临界层
,

非线性项与线性项量级相当
,

这反映了线性无粘

初值问题的奇异性
。

事实上
,

当 !州 t《 1 , t》 1 时
,

涡度方程各项量级为

劝
, , . + 少劝

, , 二 + 劝
二
+ 。(劝

二

劝
, , ,
一劝

,

势
, , 二

)二 0 (6 2 )

O (1 ) O (少t) O (1 ) O (e t
Z

) O (。tln t)

因此
,

当 r~ o (e
一 ‘l’)时

, 。’t~ O (1 )
,

非线性项必须要加以考虑
。

图 4 是 R os sb y 波临界层随时间演变的示意图
。

为了研究在更长时间尺度上 R os sb y 波临界 层 的 演 变
,

W ar n
等 (19 78 ) 利 用 匹

配渐近展开法和多重尺度法
,

取线性理论在 ￡‘co 时的值作为初值
,

用数值方法研究了

R os sb y 波非线性临界层的演变
。

在临界层
,

出现了与猫眼流 型类 似 的流型
,

但它不是

定常的
,

它还在随时间演变
。

相角变化 氏是时间 甲 = 。 , I“t 的函数
,

如 图 5 所示
。

0
*

的

值从线性理论的一 二 开始增大
,

穿过零值后变为正
。

以后因计算不稳定
,

计算终止
。

与

此同时
,

st e w a rt s o
n( 1 9 7 8) 研究了同一问题

,

当临界层与边界之间 的距离适当时
,

临

界层方程可以解析求解
,

他得到 大随少振荡
,

最后趋于零
。

SW W 理论表明
,

线性理论

所预言的 R os sb y 波在临界层被吸收的结论并不是普遍成立的
,

它是在部分吸收
、

反射

和超反射间振荡
,

最后趋于完全反射
。

图 6 是由 Sw W 理论给出的 R os sb y 波的非线性

I右界层的解随时间的演变
。

由于 Sw w 理论模型非常粗糙
,

它与实际大气状况相差甚远
,

它能用来解释什么大

气现象还不太清楚
。

尽管这样
,

M c ln ty r e
和 p a lm e r(1 9 8 3

, 1 9 8 4 )发现
, sW W 理论给

出的临界层图象与平流层等嫡位涡图上观侧到的行星波破碎现象有某些类似
,

因此
,

他

们认为非线性临界层理论可模拟行星波破碎的某些方面
。

继后
, R o s sb y 波非线性临界层理论研究又 有 许 多 扩 展

。

K illw o r th 和 M c ln tyr e
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,, ~ 、 、、 、 ~ , ...

厂厂一
、

卜’ º 、、

)))
一 ,

二

一
尸尸

y ~ ‘ 1 / 2

图 4 R os sb y 波临界层 的演变
(¹ 线性临界层

, º 非线性临界层
, a) 外部区域

, b) 临界层
,

c) 临界层中心 )

( 19 8 5 ) , H a y n e s ( x g ss ) 证明
, sW W 理论研究的非线性临界层内的流动是正压不稳定

的
,

初看起来
,

这种不稳定引起的临界层内流体的混和会增强耗散
,

进而增强临界层对

波的吸收
。

但 Ki n w or th 和 M cl nt yr e
证明

,

吸收并不一定会 发生
,

在相当一般的条

件下
,

时 间平均的临界层仍是完全 的 反 射 器
。

3 4 T

图 5 相角 0 :

随时间 T 的变化

R it chi e ( 19 8 5) 用解析和 数 值方法研 究 了 强 迫

与自由模态的共振现象
,

共振使临界层随时间扩

大
。

当参数 久比较小和高次谐波非共 振 的 情 况

下
,

他得到了稳定的类似猫眼的流型
。

H ay ne s
和

c o w le y ( 19 8 6) 考虑了带状基流随时间变化的情

况
,

他们得到
,

当临界层迅速移动时
,

在临界层

存在猫眼流型
,

流点被限制在猫眼内
,

流点的经

向输送形成强的涡度
, 0 *

随时间变得越来越负
。

目前
, R os sb y 波非线性临界层理论仍处于发

展之中
。

R os sb y波在临界层到底是被吸收
、

反射

还是超反射 ? 非定常的临界层是否存在稳定的猫

眼环流? 它的存在是否需要粘性? 这些都是需要

理论和数值研究者进一步弄清楚的问题
。
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五
、

结 语

本文对切变流的波动临界层研究状况进行了综述
,

重点放在对基本概念
,

基本理论

和基本方法的介绍
。

近20 多年来
,

临界层研究经历了从线性理论到非线性理论的飞跃
。

非线性理论取得

图 6 R Os sb y 波非线性临界层的解随时间的演变

(a T = 。 , / 气= 2
,
b T 二 4

, c T 一 6 , 细实线为流线
,

由闭合流线构成的晶体区域为
K el vi n

猫眼
,

粗实线为绝对涡度 乙= 乙
。

的物质线
,

初始位 于 , = y
。 ,

阴 影 区

乙( 乙
。 ,

非阴影区 乙) 乙
。: (根据 A n d r ew s

等
,

1 0 5 7 ))

了许多成果
,

对线性理论有重大修正
。

如
,

非线性临界层的相 角变 化 0
*

并不等于线性

临界层的一 二 值
,
非线性临界层内存在猫眼流型

,

这是线性临界层所不具有的
。

这导致

非线性临界层与线性临界层具有显著不同的性质
,

它为流动不稳定性提供了新的机制
。

就非线性临界层理论本身而言
,

由于各个研究者采用了不同的研究途径
,

在时间依

赖性
、

粘性和非线性三者间取不同的平衡
,

最后得到了不同的振幅演化方程
,

这样
,

各

个研究者所得结论也有不一致的地方
。

不同振幅演化方程间有何关系以及它们与具体物

理过程有何联系
,

还需要人们进一步去弄清楚
。

实际问题大都是非线性的
。

可以期望
,

非线性临界层理论研究将会进一步得到发展
。
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