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弱受迫作用下大气对流运动进人混沌

的条件及分岔途径
’

吴 勇
带

欧阳首承

四川涪陵地区气象局
,   成都气象学院

,
  

和 〔’ 针对弱受迫系统或如下的小参数受迫方程组

牙‘ ‘ 二 , , 二 , ’ 二 ‘, 二 , ,

久
,
‘

系统地介绍了研究混沌性的解析方法
。

式中
“ ·

”

表示对时间求导数
,

上标 云
,

参数 几任 叹 表示

实数域
,

维数 , ‘ 二‘ , 二 , ,

只
,

二 ‘ 二‘ , 劣 , ,

久
,
忿

,

为周期函数 , 。

《
。

式 突出了非线性

作用
,

故为弱受迫的非线性系统
。

此系统如设
。二

,

有双曲鞍点
,

且形成分界线环的同宿

轨道或异宿 轨道
,

其内部充满
。 。的周期解 记同宿或异宿轨道中某分支的

方程为 姚 一武
,

葱
, 。

在一定条件下分析 函数

、
。 ,

“卜丁二
、 工“‘,

, 劣 , “,
,

“
,
, ‘。,

·

二 ““,
, 二“‘, ,

, , , , 八 , , 八 , 」 , 、 。, , , , , 、 , , 、 、 ,

尸「
, , , , 户

一
一 又石少 , ‘ 石火‘少 , 几 , ‘宁 ‘ 夕 又‘八万 ‘尹 七人 一 石二了 汤 、‘八

心 二 口 曰

二 ‘

其
二 ,

, 二 ‘
刁

‘

飞
劣

若 叮
、 。 ,

幻不依赖于
。 ,

且在参数 只所在空间的某区域内
, 。 ,

幻在零点附近振动
,

当 万
,
‘
。 ,

幻 “

时
,

, , ,

二
、

石万丁巡
‘ ‘。 , 人少

二 。
不”

故若 。 。
《 时

,

式 存在横截同宿或异宿点
,

即式 的解包含无穷多的不稳定周期轨道集
,

和不

可数无穷多的有界非周期轨道集及稠轨线
。

这些轨线对初值极其敏感
。

本文利用此方 法 讨 论了对 流

型川方程在弱受迫作用的情况
,

获得了有益的结果
。

弱受迫的对流运动进人混沌的基本条件

大气温度 于 环境 的非线性递减形式

页 劳
。

一 尸 一 万
,

一嘿为垂直减温率
,

万为非线性层结强度
。

其对流模型为 约

力

一
“

二

本文于  年 月 日收到初稿
,

年 月 日收到最后修 改稿
。

现在工作单位 四川涪陵地区国土局
。
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式中

数

艺二 塑
忿
乙

二
。

一 于
。

更
。 ,

于
。

分别为气块
、

环境的起始温度
,

故 为加热强 度 参

吞 万 烈 为非线性层结的强度参数
一 勘 翻注颇率

。

如将
,

的参数表达式作级数展开
,

并分别保留至 的零次项
,

则
,

分别为

少
。

一少
。

一一 歹丁一
’

二

万
一 云二 一

笙
’ 。

。设 为常参数 为弱周期形式

。
《

,

为振幅或强度
,

且量级取为
,
。 为其频率

。

显然
,

式  为弱受迫的非线性系

统
。

其次
,

考虑耗散性的弱阻尼作用

一 ￡

式中 表示线性阻尼强度
,

量级 卜
一 ,

于是式 变为

歹
忿
一

“
一 一 已  

式 是弱受迫的对流形式的非自治系统
,

亦即非线性的确定性系统
。

下面讨论其进人混沌的条件
。

令
。
二 。

,

即不考虑弱受迫作用
,

据 攻
一

方法
,

可求其异宿轨道
,

即

二 一
名

乙

取 二

则有

才芍
一砰

砰二 一
茜 乙

式 功 的初积分为

 ,

若 万
, ,

斋 ,
” 一

六办
“

一

则式  

,

一李。
任

具有一个稳定的中心型奇点
, ,

及不稳定的双曲鞍点

。 ,

器
式 表征的轨道是围绕中心的一族闭轨道的分支

,

且当

时
,

式〔 是通过
,

两点的异宿轨道
,

其上
、

‘

下支为

。
二 士 了

,

工二
,
、

了,

飞

。
亡 二 士

杯了

丫丽

, 工二 洛
犷

取上半平面的异宿轨道
,

即式〔 的正号部分
。

现考虑受迫作用
,

则对应式 构造式 幻的

函数 〕, 有

、 ‘
。 ,

, 卜 一
‘

二
二

。
‘,卜 环

。

“,

一
“ ‘

。

,〕“

一 厂飞整
、

了肠
‘
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sechZ(了乒

‘

)
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”
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这里
,

参数 只具体为 a
,

b

,

N

,

A

,
0

。

利用式(13) 可讨论其进入混沌的条件
。

令 M
:
(t

。 ,

劝 一 0
,

或

2 杯丁 。
N

S
杯了二A 。

杯万

COS功 t
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杯万N

即当参数 a
,

b

,

N

,
A

,
口 满足不等式

3 杯下A o l
二万 汀

丫万石一 - 二一菇石
一一

Sn 甲不二二二二

一,

V Z
N

>
1

(
1 4

)

时
,

系统方进入混沌
。

式(14 )表明除系统非线性外的外源影响是
:
当热源越大则利于系统进入混沌

;

耗散性阻尼作用则相反
,

当其作用加强时
,

系统可退出混沌
。

如给定 b
,

A
,

N

,
。

,

则当

a> a
。
二
3

万兀
杯万A 。

_
N
3 sh

( 1 5 )

杯万N

时
,

则系统退出混沌
。

a
。

即为所求得的临界线性阻尼系数
。

若设 。 = 0
.
0 8

,

万 = 0
.
06 ,

a = 5
,

b 二 0
.
0 1 , A 二 1

.
5 ,

代人式(14)
,

计算得

刀= 5
.
38> 1

式(14)得到满足
。

表明在周期热源频率
_
和 Br un t

一
V 翻s注1注颇率较小的条件下

,

较弱的非线性层结便可

产生混沌
。

若气块作简谐振动
,

便会激发四周空气以谐波形式传播; 若气块进入混沌
,

作非周期形式

的无规则运动
,

就会激发周围空气以非周期的无规则运动方式向四周传播
,

边界层中热力乱流的产生

可能与此有关
。

2

.

奇阶次谐分叉及进人混沌的途径

D uffing 方程(s)
,

当 b 较小时
,

且 。 = N
Z
+

。。
: ,
存在两个尖点突变[

4〕

( 一 b
, ￡。

一 土攫丫了卫孕里
,

杯子
。

川
\乙[ z生 /

若引人变 换
,

‘一
条

,

z

止V

N

杯万

则可变为标准 D uf fi
ng 方程

玄十艺一艺
“
= 一 。

a 艺十
。

万c
os。了 (16)

式中 子一

益
,

万
杯万
= -一二二二 , Z王,

刀
。

设进入混沌的门槛值为

。一

斋
。

同理
,

可求得式(‘6’进入混沌的条件为

斋
Sh(杯晋
/苗

)
<
Z
‘/‘
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箭
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2
)
2
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,

围绕中心点 。(。
,
。)的轨道是

任
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式中
,

k 为周期轨道参数
,
。
< k <

1
,

sn

,

cn

,
d

n

为 J ac ob 艺椭圆函 数
。

S n
, C fl

4 杯r干下厂尤沃)
,

d
n

周期为 少 二少快)= 2杯i不亮可‘ (秃)
。

式(19)的 M elnik
ov

周期 为少一 少

函数为

、
:(‘
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这里 万具体指万
,

舀
,

彭
。

取式(19) 的周期为受迫周期的整数倍

少(k ) = 2 二饥/ 乙

饥 为正整数
,

则式(20 )经演算得到

万
,

(
t
。,

刃)= 一 a 夕
,

( , ) + 万夕
2
( , ) 。0 5‘t

。

式中

夕、
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8
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Z
)
”
/
2 [ ( k

Z

一 1)K (k ) + (k
Z+ 1) E (k )〕

= o ,

, 为偶数

之 2 杯万二。/s h
。仇尤 (杯i一无

“

)

Z
K ( k )

, 为奇数

了J.了、气
、尸
‘

m

/、

几

其中 , 与 k 通过式(21) 联系起来
。

刀 (k) 为第二类完全椭圆积分
,

当

尹
,

( 饥 )/ 夕
:
(饥 )< 万/厅

时
,

系统即出现 饥 阶次谐轨道
。

定义 饥 阶次谐轨道的门槛值为

R 。
( 苗)一

2 杯万[(秃一 i )尤(无)
,

+ ( 无
“

+ i
) 刃 (秃)〕

, 哪K (丫1一 k
‘

)

3 二石( 1 + k
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)
“
/
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E ( k ) 的展开式为

兀 ( k
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.
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一
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根据文献〔5〕
,

当 k< 1 时
,

K ( k )

,

...}

刃“ , 一

戮1一丁一
3 , 月

、
丁份月 一…

2b4 )

可以证明
,

当 k 接近于 1时
,

下式

R 。
( 苗)< R

。
( 彭)

成立
。

若注意 4杯丁石江尤(k) 一2 。, / ‘
,

可证明
丑。

( 乙)

匕
刀. (: ) (25 )

式(24)
、

(
2

5) 表明
,

当k) 1
,

饥, oo
,

, 阶次谐轨道门槛值趋于混沌门槛值
。

故当 石 固定
,

了/左逐

渐变大时
,

m , co 系统能经过无限次奇阶次谐分又而达到混沌门槛值
。

显然
,

苗 取不同值时
,

当参数 了/舀逐渐增大时
,

系统进入混沌的途径是不同的
。

若取 苗~ 2
.
66 67 ,

所求得的各次谐及混沌门槛值如表 1所示
。

不难看出有

刀
。
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表 1 不 同 次 谐 的 混 沌 门 槛 值

无

五
.

O
。

3 9 8 7

1 4

.

7
0 5 2

0

。

8 8 1 3

1 4

。

8
0

9 8

0

。

9 7
6 7

1
4

。

9 1 4 7

0

。

9 9 5 5

1
4

。

9 1
5

9

0

.

9 9
9 1

1
4

。

9 2 7 1 1 5

。

1 0 0 2

因此
,

当 石二 2
.
6 6 6 7 时

,

系统进入混沌的路径为

3, 5, 7 , 9, n , …、co (混沌)

3
.
结 论

本文就非线性对流模型在弱受迫作用下讨论了其可进入混沌的基本条件和途径
。

文中主要是将受

迫作用具体为加热和阻尼作用
。

其结果是

1) 在弱周期热力强迫和阻尼作用下的对流系统出现混沌解是有条件的 ; 加热可导致系统进 人 混

沌
,

而阻尼耗散则可以退出混沌
。

2
) 弱受迫作用下的对流系统会随加热增大和阻尼耗散的减弱按不同的 乙值取不同的途径进 入 混

沌
,

若给出具体的参数值
,

其轨道是可确定的
。
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