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(北京应用气象研究所
,

1 00 05 1 )

正压大气中的非线性波动的研究业已在 60 年代开始 〔’] ,

70 年代到 80 年代取得了丰硕的成果
。

在

我国奥纪平等(1 980 )[ 幻首先讨论了旋转大气中的正压 R os sb y椭圆余弦波
。

之后刘式适
、

黄思训 [a, 叼等

也做了大量的工作
。

特别是刘式适等
,

鉴于以前的工作多采用多尺度方法
,

比如约化摄动法
,

而这种

方法中的 G 一

卫变换本身就意味着将要导出的结果
。

考虑到长波的弱非线性近似
,

将非线性项在平衡点

附近展开为 T ay lor 级数
,

求得了方程的非线性近似解
。

黄思训等认为应用展开法只能求得原方程 的

近似解
,

问题的解析解尚未找到
。

于是利用类似的模式导出了方程的解析解
,

且给出了存 在 非 线 性

R os sb y 周期解和孤立波解的条件
。

在文献ts, 们的工作中所用的模式都采用了一些假设
,

略去了部分非

线性项
。

采用这样的模式得到的波动很难说是原模式的波动
。

文献〔5」认为这是一种不得已的办法
。

为

克服上述不足
,

刘式适等间试图引用半地转 (地转动量) 近似解决这个问题
。

但由于种种原因
,

所得到

的仍是近似解
。

本文应用类似的方法
,

讨论由地转偏差引起的非线性 R os sb y 波
,

得到了它的解析解
。

1
.

控制方程

采用文献〔5 〕中的正压模式且引入半地转 (地转动量) 近似
。

且将模式中的地转风分量和地转偏

差分开
,

将地转风分量用位势高度场代替
。

并将这样处理后的模式化成涡度
、

散度方程形式
。

假设解

为行波形式代入该模式可得到讨论地转偏差引起的非线性 R os sb y 波的控制方 程 (方程中所用符号均

类似文献〔6 〕
,

下同)

{
〔(一 a + k U + IV )K

名必 “〕
‘

+ f舌(k U + 乙V )
‘

+ 刀几中
’
“ 0

f孟(IU
,

一无V
’

)一夕l必
‘

= 0

〔一 a 中 + (k U + IV )中〕
’

+ C舌(k U + IV )
‘

= 0

(1 )

2
.

周期解
、

孤立波解及其存在条件

1) 周期解和孤立波解

首先对方程 (1) 积分一次
,

且取积分常数为零(不为零的情况在下一节讨论 )
,

可得到

剥 二
.

鱼毕琪巾 +

口八
“

端

刀k

a K
Z c孟

(2)

{“
+ lV -

、
ZU 一 左V =

a 中

时+ 中

口l 二
.

一下下一 任尹

J石

(3)

显然
,

由式(2) 的解可得到 U
,

犷的解
。

由常微分方程知识知
,

在三次多项式

本文于 1 9 90 年 8 月 2 8 日收到
,

1 9 9 1 年 1 月 1 8 日收到修改稿
。
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G (中 )二中
“十a 中

2

+ 万 (4 )

其中 a
二立立继土三丛

2 刀 k
’

_ 3 a K 与告
“ “了 -

万厂
‘ 为求解过程中得到的一个积分常数

。

存在三个实根时
,

式 (2 ) 的解为周期解

, ‘”’一 , 2 + ‘,
1一 , 2

,一(杯嘿思场霭立
。

) (5 )

其中 必
, ,

中
2 ,

必
:

为 G (中 )的三个实根
。

当这三个实根中的两个相等时式(2) 的解为孤立波解

, (“, 一 ,
2

一 (。
2

一。
,

)S。·h !

丫
2刀k (必

2

一少
,

)

1 2 口k
z e

0

) (6 )

将式(5) 或 (6) 代入式(3) 可得到U
,

V 的解
。

2) 周期解和孤立波解出现的条件

方程(2) 存在周期解和孤立波解的条件是 G (中 )存在三个实根和其中有两个相等
。

根据三次方程

存在实根的判别式
,

可得 G (巾)存在三个实根的条件为

{
a > O时

,

(7 )
a < O时

,

。、 : 、 一

鑫
“ ’

。、 : 、 一

晶
“ 3

利用三次方程根与系数的关系可将上述条件化成三次方程的系数和方程解的振幅 矛(毋二 必
2

一中
、

)

之间的关系〔。〕,

即

侧了 滚 一 _ 一 滚办
_ / 滚

.

飞一 岁诀
“
、岁驭 “ 浪 一 * (8 )

如果令M 二 a /必
,

那么上述条件化为

侧了 /
, ,

/
,

决
二 ,

一
~

厄下诀报飞
‘
双 , 溉一

,
. (9 )

在文献〔6 〕的讨论中只讨论了相当于万落一 1 的情况
。

上述条件中等号成立时是孤立波出现的条件
。

3) 波长和波速公式

如果方程的解为周期解式(5 )
,

那么由椭圆函数的性质知
,

解的波长为

,
Z K (。 )

_

/ 6 a
矛‘

J J
一

—
U - 二二~ 下一丁一 - 一- 卜了气,

尺 , 厂介气甲
:

一甲
,
)

(1 0 )

其中K (m )为第一类完全椭圆积分
,

, 为模数
,

必2 一必
;

刀己
二二二 - 七犷

一
几了一

‘

甲
,

一甲 土
(1 1)

显然 lim K (执) = lim K (m ) = 些
2

(1 2 )

又由根与系数的关系式知 必
。

(矛二 0) = 一 a ,

所以有

2 万 / _ , 犷
: , :

, . _ 下 一
_ 了 、碑 二占 U n

i z m 山 =
-

万 V 二子井二厂 7 一, 万歹
, 伟 r P “ c 石十 任J 石
口

~ . 0

(1 3 )

这正好是方程(2) 的线性波波长
,

即

li m L ~ L 线
(1 4 )

由根与系数的关系式我们可得非线性 R os sb y 波的频散关系式
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,
沁

+

争钓
“

一
K

:

c/ 。
够

么

十了打‘ (1 5 )

其中 。 一 (一 3 一 2万土杯工萨二了)/ 6 (参见文献〔6〕)和 a必二必
: 。

由于 必 :

是 ‘(少 )的根
,

所以有G (中
:

)

二 。
,

由此可得到

lim 。/ a ,

毋
,
二 刀k + a f吞/ e若

a K
(1 6 )

实际上这就是线性方程的特征值
,

可定义为略 所以有
宕巩

lim 叮二
八
公 净 口

刀k

一不雍下子不厂一 任线 (1 7 )

从这里我们看到线性波是非线性波的退化形式
。

3
.

讨论和结论

1) 积分常数的影响

在前面的讨论中曾取方程(1) 积分一次后的方程的常数为零
。

如果不取为零
,

令其为
。 ,

和 c : ,

可

得到类似式(2) 的方程

二 , _ 刀kc 含+ a 六 二
.

刀k ‘
: .

、」沪 一 -
; ; 丁, 厂一一- 代苏二 任沪 门 , 一 ~ ; ; ; 丫产一一

.

二; ;
~
从产 州山

a 八
一C石一 C 一

八
一 a 几

一C石一 右1
八

-

f老e
: 一 。2

a K
:‘
孟一 e ,

K
Z

如果我们作一次坐标平移变换

其中

, 一。 十

誓
一杯落贾二万石丁/ 2

b t 二 (刀k e孟+ a f含)/刀k

b
:

= (f若。
l

一 e :

)/ (口K
Z e孟一。 :

K
:

)

那么
,

式(2) 变为

少,’ 刀无
a K

Z e言一
‘,

K
: (犷+ 杯 醚一 4 醚 夕 )

显然
,

式(1 9) 和式 (2) 是完全类似的方程
,

式(19) 中的杯厄万硕
.

石丁相当于式 (4 )
, . .

一 ‘
,

2

甲的系致二
O

地我们可以得到式(19 )存在周期解和孤立波解的条件为

或

且要求 b
:

< g a ,

/ 1 6
。

显然
,

瓦> O 且满足式(21 )时
,

这是M> 0 的情况
。

当卫( 一1 时
,

意味着非线性波动不易出现了
。

杯了 / 2( 卫杯不而不万了 ( 1

万杯z 一 1 6 吞
:

/ g a “
毛一 i

使M的取值范围变大了 , 相反 瓦< O 时
,

b
:

使万的取值范围缩小了
,

情况正好相反
。

万的取值范围增大意味着非线性波动易出现
,

缩小

另外积分常数不等于零 (主要是 。,

羊 0) 时积分常数取值的不同会使非线性周期解的波长发生变化
。

2) 椭圆余弦函数不退化为三角函数的情况

非线性方翟(2) 在满足周期解存在条件时
,

其解为椭圆余弦波
。

但此时所对应的线性方程不一定

存在周期解
。

比如
“

> 。且 a > 。或 a < 。且 。< 0 所对应的线性方程的解为指数形式的解
。

因此
,

非线
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性周期解退化为线性周期解是有条件的
,

其条件为
a > O 且 a < O 或 a < O且 。> O

由于 a < 0 一定有 。< 。
,

所以条件式 (2 2 )实际上是

(2 2)

a > 0 且 a < 0 即 a < 0
,

显然
,

这样的条件线性 R os sb y 波

、 _ l / 刀kc 若
l 廿 厂、、一一五厂一

J o
(2 3 )

a 线二 一刀k / (K
Z

+ f孟/ e乏) (2 4 )

是满足的
。

因此
,

只有满足线性 R os sb y 波存在条件的非线性 R os sb y 波才能线性退化为线性波动
。

3 ) 小结

由上面的分析和讨论可知
,

在半地转 (地转动量) 近似的正压模式中
,

可以得到 非 线 性 R os sb y

波的解析解
,

而不是近似解
。

非线性周期解存在的条件是

杯了/ 2 多‘
a < 多或

。< 一矛 (2 5)

孤立波存在的条件是

a 二 士 必 (2 6 )

如果定义M 二 a / 矛
,

上述条件变为

杯 3 / 2簇M < 1 或M < 一 1 (2 5 )
,

万二 土 1 (2 6 )
‘

如果考虑积分常数的影响上述条件略有变化
。

不是所有的非线性 R os sb y 波的周期解都可以线性退化为线性周期解
,

只有满足线性 R os sb y 波存

在条件的非线性周期解才可线性退化为线性周期解
。
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