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非纬向墓流的非线性斜压不稳定
‘

陆维松 杨 松

《南京气象学院 )

提 要

本文从含 E k m a n 康擦的非线性两层斜压模式出发
,

应用 ser ri n 一 Jos ep h 的能量方法
,

按

变分原理
,

分别用扰动总能盈
、

总位涡拟能和两者的线性组合导得了非纬向基流的非线性斜

压稳定性判据
。

并和线性判据作了比较
。

一
、

引 言

在实际大气中
,

大气的基本气流并非是纯纬向环流
,

有时经向基本气流可以很强
,

特别超长波活动较强和低指数环流时
,

更是如此
。

因此
,

仅仅研究纬向基流的斜压稳定

性显然是不够的
,

还需要研究非纬向基流的斜压稳定性问题
。

P e dl os k y [ ‘〕(1 9 7 9) 研究了非纬向基流的线性斜压不稳定
,

用两层模式讨论了海洋中

运动情况
。

李崇银
t 名, (1 9 8 4) 用更为一般的非纬向基流讨论了线性斜压不稳定

。

H enr 。-

ta y t3 ’(1 9 5 3 )应用 s e r r in 的能量方法
,

讨论 T 含 E k m a n
摩擦的纬向基流的非线性斜压稳

定性问题
。

作者 t们 应用复共辆积分法
,

将 S er rin 能量方法推广到基流随 y 变化的情况
。

由于实际大气基流一般是非纬向
,

且是非线性和有摩擦的
,

加之当前国际气象界对低指

数环流的阻塞形势倍加关注
,

研究很多
。

因此
,

同时考虑这几种因子的斜压稳定性是很

有意义的
。

本文用两层斜压模式
,

研究含 E k m a n
摩擦的非纬向基流的非线性斜压不稳

定
。

二
、

线性稳定性问题

两层模式的非线性准地转位涡方程为
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D
,

为能量耗散项 (正定 )
,

P ,
为能量产生项 (不定号)

。

显然
,

当能量产生项 尸
二

大于能量

耗散项 v D
。 ,

则扰动总能量 E 随时间增大
,

即为非线性不稳定
; 反之

,

当能量产生项 尸
,

小于能量耗散项
,

则扰动总能量 E 随时间减小
,

即为非线性稳定
;
而 尸

二

与 , D
二

两者相

等
,

为边缘稳定
。

令

, ’一

(鬓)
m a x

则 ( 2 2 )式化为

婴 ( 一 ( : 一 : 亨)几
U 备

当 y > , 亨时
,

则

d E
_ _

, 了了夭 0
肠 奋

( 2 4 )

( 2 5 )

(2 6 )

可见
, 夕> 夕亨是平均稳定的充分条件

〔“1
。

因 , 亨为 尸
二

和 D
:
之比的极大 值

,

可 将此问题化

为变分原理

占(D 二 一召P
二

) = 0 ( 2 7 )

式中占为变分算符
, 拼为 Lag r a n

ge 乘子
。

( 27 )式对应一个本征值问题
,

对于本征函 数 娇
,

本

征值 ; 满足方程李
-

拜

P
刃

D
刃 。

由 ( 2 7 )式可得 E u le r 一 L a g r a n g e
方程

V
Z
必

V
“

功

1 十

哈(
2 一

啥(U
T

·

鲁
+ 、

鲁
十。 ,

U
T

+ v
,

华、
一。

U y /
( 2 8 )

.

鲤上、
d y /

( 2 9 )

这个线性方程组容易求解
,

利用波动解 ( 6) 式
,

代入 ( 28 )
、

( 29 )两式得

4 K 2

拼 一几井一芍
州

下亨不厄
刃 1 刃 Z LJ T

(3 0 )

则由前面的讨论可知
,

当波数 k
,

l给定时
,

稳定性的充分条件为

v > 夕l
. 二 杯 F

,
F

Z
U 季

2 K
( 3 1 )

此关系式还可化为

U 李<
Z K 护

丫 F , F Z 或 U 李< U吉 (3 2 )

而 U 忿满足 U 忿二
Z K 夕

丫 F
1 F Z

,

利用 U 劣的定义 ( 9) 式得

U
。

/
a Z : + V 。

/ b
, 2 = 1 (3 3 )
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式 中
a 1 2 二

Z K : ,

无杯 矛
, 1尸 2 ’

b 1 2
2 K

2 ?

l 丫 尸 , 尸 2 。 临界热成风 U
。 , V

。

满足椭圆方程
。

由(3 1 )
、

(3 2 )两式可见
,

当 U 李较小
,
K 较大

,

(3 1 )
、

(32 )两个不等式容易满足
,

即基流热成风在波矢

上 的投影的数值较小
,

波长较短的波容易稳定
。

反之
,

当基流热成风较大
,

波长较长的波

容易不稳定
。

这与观测事实是一致的
。

而能量判据 (32 )式与线性判据(1 4 )式
,

无论有无

刀效应
,

两者均有较大差别
。

类似地
,

由(21 )式得扰动总位涡拟能方程为

d Q 一
.

~

一:艾厂
内

一 一夕夕 。十 厂
。

肠 公
(3 4 )

。一

合
<F Z(。

/ 1

)
2 + F l

(, / 2

)
2

)
,

D 口一 <F
Z

}v
二,

1

!
2 + F l

{v
Z

,
2

}
2 + F

1 F Z

,v (,
l 一 ,

2

),
2

>

尸一 ‘
l尸 2

<尸
2

‘
1

(
U ·

黔
· 犷

,

鲁)
一 尸

1

丸

(
U

·

鲁
· 。·

器)>
(‘5’

fJlt中式

D 。 为总位涡拟能消耗项
,

p
。

为总位涡拟能产生项
。

令

丫盲一

(会)
。。 、

器
、 一 。

。

(: 一 : : )

(3 6 )

(3 7 )

则当 丫> 丫2 *

时
,

扰动总是稳定的
。

极大值问题 (3 6 )式仍可化为变分问题

d (D
。 一“P 。)“ 0

上式对应的 E ul e r 一 L a gr a n ge 方程为

(3 8 )

V
凌

, , 一 : I
v
么

(,
,
一 ,

2

卜啥
(:

工十 二 :

)

(
: ,

鲁
v

4

,
2 + :

2
v

2

(,
1 一 ,

2

卜哈
(F

l + : 2

)

(
U ,

骼

十 V 少

(3 9 )

、

、、.少z、、1.2

舞鲁
十 V 全

(4D )

(6 )式代入 (3 9 )
、

(4 0 )两式得

4 K
‘

(K
“ + F

I 十 F :

)
拜

一万刃礼而万户护诉
下 (4 1 )

则稳定性的充分条件为

下> 丫穿二 杯
F :
尸

:

(F
: + F

Z

)U 李
2 K

2

(K
么 + 尹

, + F
Z

)
’/ 名

(4 2 )

或 U 李< U 广 而 U 才一
Z yK

器

(K
器 + F

: + F
Z

)
’ / 艺

丫 尸
,
F

:

(尸
; + F

Z

)
(4 3 )

仍可将上式化为椭圆方程的形式

式 中 衅 一

U
。

/ 醚
Z K

“

(K
名+ F l + F Z

)”
名?

k 侧丁二瓦(F , 十 F Z

)

+ V
。

/醚二 1

Z K
a

(尤
2 + F , + F Z

)“
“,

z 丫 尸 I F 2

(尸
, + 尸 2

)

(4 4 )

(4 5 )

由 (4 2 )
、

(4 3) 两式仍可得到能量判据类似的结果
,

即基流热成风较大
,

波长较长的波才容

易发生不稳定
。

但此处与能量判据不 同之处
,

此以 K
“

(K
“十 F

l + F
Z

)
‘z“

作为其分母
,

而
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‘ 以万作为分母
,

显然
,

当 K ‘oo 或 K * o 时
, 下夕与 , 广相比趋于零或无穷的速度要快得

多
,

因此
,

涡度拟能判据对波长的约束比能量判据强得多
。

按照 Jos e p h 方法 [6, , ] ,

用一个正常数 只将扰动总能量和扰动总位涡 拟能线性祸合起

来
,

构成一个新的正定量
,

作为李氏函数
,

来讨论非线性稳定性的最优判据
。

(22 )式 十 只x

(3 4 )式
,

得

d E
,

d t
二 一 y D

, + 尸 ,

(4 6 )

式中

令

E
, = E + 只口

,

D
, 二 D

卫 + 只D 口 ,

*

了尸
,

、
下“一火了万2

P
, 一 P

刀 十 只尸 。 (4 7 )

(4 8 )

d E
, , 一

一毛几一共
之

一刀八 夕一丫矛)
肠 山

(4 9 )

则当 丫> 丫才时
,

扰动总是稳定的
。

极大值问题 (48 )式仍化为变分问题

占(D , 一拜P 、

) = 0 (50 )

上式对应的 E ul e r 一 L ag r a n
ge 方程为

.

_
。 , , , 、

“ F
, _

_ . ,

_ _
、

,
/

_ ,

0苗
, , ,

O功八
只V

纽

功
1
一 V

“

功
,
一 只F I

V
“

(功
,
一功

2

) 一 二于三「1 十 久(F
l 十 F

Z

)」(U
,

气导
~
十 V T ~

子件 1一 O
2 ‘ - 一

、
一 ‘

“ “
\

一 ‘

O 劣
‘

O y /

(5 1 )
: 。 4 丈 。: 又 . , 二 _ : , 止 2 、

.

拼F
: : , , 。 , 二

.

二 、 二

/
二 :

d功
,

. , :

d必八
_ 八

只V
4

功
2
一 V

艺

功
:

一

卜只F ZV z

(功
1
一功

2

) + 二于三 [ 1 + 只 (F l + F Z

)〕( U
, 二梦卫

~
十 V

,

共黔
.

】= 0

”
丫 乙 v 丫 ‘ ’ ‘ “

一 ‘ v 、甲 ‘ 丫 乙 /
’

2 “
’ ‘ “

、 一 ‘
’

一 “ / “

\一 ,
’

口二
’ r

,
’

口y /
”

(5 2 )

显然
,

当 只‘ 0 时
,

由 (51 )
、

(52) 两式得能量变分问题
;
而当 只, co 时

,

由 (51 )
、

(5 2) 两式得

位涡拟能变分问题
。

仍将波解( 6 )式代入 (5 1 )
、

(5 2 )两式
,

得

4 K
2

(只K
Z + 1 )「只(K

Z + F
, + F

。

) + 1 ]
拜

一

= 一一一 - 万下一苍厂下不蔽汗二一下
刀 王刀 2 口 , L I 个 人 火刃 二宁 刃 2 少J

(5 3 )

此处正常数 只仍是自由参数
,

为了获得最优判据
,

我们将选择 只使得 川幻 达到极大值
,

或李达到极小值
。

则

科

Z K , 一 (F
, + F

,

)
1

·

只= 万尸云厂丫一芍气而一二井于了
、刀 1 丁 刃 2 声 一

‘ J l

、 , ,

1 _

习不
一

( F
,

‘
、 占

}
一

二
2

) < 、
2

<

粤
(,

: 十 ,
2

)
(5 4 )

注意 只必须为正数
。

2 久= 0

3 久令。

当K
Z

成
合

(‘ 1 + 二
2

)

当 ‘
2

、

粤
(:

, + 二 2

)

(5 5 )

(5 6 )

J
, 、 , 、

_ 、

二
,

一 ~
、 、 _

_
, ,

一
、 , , , , 、

~
: J 、‘ _ . ,

~ ~ 1 一 . ~
, 、 ,

、, . ,
_

, 、 : . ,

~ ~
. , , , _

~
、

声 我们分芳lJ考塔还
二二秤信侃附佩正住刊循

,

囚丁万头肖
一

, 贝jJ 丫户下J刀月「软住 德 正 性附允分
升

条件
,

临界热成风满足U 孝< U 忿
。
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情况 l
,

(5 4) 式对应的稳定性条件为

护> 丫穿=
杯了两丁口李[ (尸

、+ 尸
2

)一兀
,

」
, ‘,

F
i 十 F Z

(5 7 )

或 U 李< U 忿二
丫(F l 十 F : )

丫了万万〔(F , + F
Z

)一 K
Z

」
’‘么 (5 8 )

类似地由上式可得椭圆方程为

U
。

/ 砖 + V
。

/ b (5 9 )

式中 心 二
夕K (F

: + F
Z

) 夕K (F
l + F

Z

)

k杯万可瓦 [ (尸
, + 尸 : )一尤’

」
’‘, l 杯了凤〔(尸

, + 尸 2

)一 尤 ,
〕“

名

(6 0 )

由(5 7 )
、

(5 8 )两式可见
, 护犷与U ;成正比

,

结论与前相同
,

即基流热成风较大易于不稳定
。

而此处K 须满足 (5 4 )式的不等式
,

但在此不等式范围内
,

仍有K 越大
,

鸿越小
,

容易稳定
,

而K 越小
, , 犷越大

,

容易不稳定
。

这仍与前相似
,

但 此随 K 的变化速率不大相同
。

情况 2 ,

(5 5 )式对应的稳定性条件为能量判据‘3‘)式
,

且仅对 K 么、
合

(‘ 1 + 尸
2

) 的

波数域有效
,

即仅对波长较长的波有效
。

定性判据(58 )式的稳定性 曲线相交
。

1
,

一 ~
、 . ,

一 。 、
_
. ,

~ 一 ~
、 * _ L ,

~

兰 人
一

二下气刃 i 十 刀
‘

2 )盯
,

丽垦荆猪与渭况 1 四佗
‘

情况 3 ,

(5 6) 式对应的稳定性条件为位涡拟能判据(42 )式
,

仅对 K
Z

)
杯了

,

_

一二
.

一叹户
1 一

卜
艺

尸 :

)的波数域
,

即波长较短的波有效
。

的稳定性 曲线相交
。

、l,

二。

丫万
, 。

‘

二
、

~ ‘二 ,
.

‘ 、‘。
,

~ 、

曰几 一 一二了~ 火刀 1 , 一 刀 2 ) p ,J , llL 寸内 j以 月已勺 1万《兀 1 例石
乙

这三种情况所得结果都与线性情况不同
,

且都不含 刀效应
。

为了便于比较
,

在线性

判据中略去万
,

采用了 (l。)
、

(2 0 )两式
。

稳定性曲线由 图 i (a )
、

(b )
、

(e )和 图 2 (a )
、

(b )

表示
。

由图 1 和图 2 可见
,

线性判据的临界热成风 U
。 ,

V
。

和椭圆长短轴嵘
,

嵘均大于 能

量判据
、

位涡拟能判据和久判据这三种判据对应的值
。

这与 H en
rot ay 在文献〔3」中讨论

纬向基流的非线性斜压不稳定有些不同
,

在文献〔3」中纬向基流的情况下
,

线性判据的 U
。

有一部分与 久判据重合
,

而本文非纬向基流则不存在这种重合
,

有时仅数值比较靠近
,

但

不相等
。

比较(1 8 )与 (58 )式
,

这两式并不完全相同
,

而对纬向基流这两式是相同的
,

这也

进一步证实上述结果
。

这一结果表明
,

线性稳定的扰动可能是非线性不稳定的
。

当扰动

很小时
,

按线性理论即可
,

而 当扰动比较大时
,

非线性效应不能忽略
,

且变得重要
,

按线性

理论
,

此较大扰动稳定
,

而实际上此扰动可能已超出线性吸 引子的吸引域
,

成为非线性不

稳定
。

因此
,

对于任意大小扰动的稳定性
,

本文的非线性判据显然优于线性判据
,

可以消

除线性判据的误判
。

因为只有不仅是线性稳定的而且是非线性稳定的吸引子才是真正稳

定的
。

这一结果也说明了非纬向基流比纬向基流更容易不稳定
。

另一方面
,

线性判据中

出现了短波截断 K ‘< F
,
F

Z

(3 K 名 一

卜F
, + F

Z

)和长波截断 K Z> l
’ ,

其不稳定的波数范围为
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{{{沪丫
.

’---

一0.s

浅)))
’’一 4

{笔之
一

,l
一

呈呈:
;

燮)))

(e )

图 1 又判据和线性判据(19 )式的比较

(点划线为线性情况
,

实
、

虚线为 久判据
,

曲线上标出的数字为
尸

_
_

二
_

_
.

「酬.F
,
F

,

1l’
‘

了再
,

可 的值 ’横坐标“一

l声存不刃币j

价纵坐标
V
。“

F IF
Z

, 2

(F
,
+ F : )

l
’

< K
’

< 碑/ 了万瓦 卜侧了万了
,

而非线性判据都只有长波截断而无短波截断
,

其不稳定的

波数范围为 K
“

> 护
,

比线性情况宽
,

即非线性判据可以考虑波长较短的不稳定波
。

因此
,

从不稳定的范围来看
,

非线性判据也优于线性判据
。

由图 2 还可看到
,

只判据的临界热成风 U
。 ,

V
。

值均大于或等于能量判据和位 涡拟能

判据的 U
。 ,

V
。

值
,

即用能量或位涡拟能判据确定稳定的扰动用 只判据确定也一定稳定
,

反之不能成立
,

用 几判据确定稳定的扰动用能量或位涡拟能判据不一定能 确定也是稳定
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了#口万,
川列J叫|叫

J.

l州!!叫JI!州
!eewe钊

卜卜
”们山川杯

Ya5432

/ /

/
。

味恙燕- - - 二一- J ~ . r _ _ 上一一一一0 9 1 2 X

。

军I一下派
一 占一-

‘

一
-

_
_

_0
.

5
、 厂

2 / 2 0

(b )

~

- 一二—

一
9 1

.

0 X

图 2 四种判据中椭圆长
、

短轴的比较
(单点划线为线性情况

,

虚线为能量判据
,

粗双点划线为位涡拟能判据
,

实线与其左边的虚 线和 右

边的双点划线组成 几判 据
,

图中 数字为
l
2

F l + F
:
的值

, X 二一竺一
.

:
.

_ 卫{止二巫互
.

:
、
一兰兰里亘巫二、

几 + 力
一

:
’

一

y杯 瓦千万飞
‘ 一

梦杯了汗 户 )7

的
。

显然
,

只判据是最优判据
。

因为椭圆方程(3 3 )
、

(44 )
、

(5 9) 三式中长短轴 嵘
,

嵘越小
,

则对应的 U
。 , V

。

越小
,

从

而最容易出现不稳定
。

因此
,

嵘
,

嵘的极小值对应的 K 的波长为最不稳定波长
。

例如
:

l2

F
l + F Z

= 0
.

5
,

0
.

2 5
,

0
.

0 5 ; K 且
F

I + F
:

一 1
·

。
,

音
,

矗
; 均有 k

F
l + F :

= 0 , k
。 , k 。

分 别

为嵘 和嵘对应的最不稳定波数
。

按前面取值
, F , 一 6

.

0
,

F Z 一 4
.

0
,

和 k
2 汀L

。

L

2汀 L 。

L
:

, L 。

~ 1 0 6
饥

,

此例分别对应为 L
‘

~ 2
.

8 L 口 , 4
.

0 L 。 ,

s
.

g L
。 ; L

。

~ 3
.

o L
。 ,

5
.

6 L
。 ,

12
.

6 L
。 ; L 。

~ co
。

显然
,

最不稳定波长 L
。 ,

L
‘

与观测事实较为一致
,

但 L 。

很长
。

特别Z李

K
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, , 。 _ , _ _ 、

_
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_ 一
0 ,

号、 1 ,

有 武 * 。,

对应 k ) o ;
此时 帐‘o ,

(。 二 1
,

2)
,

因此
,

最长波长的 波也可能
k 一 7 ’ J 一 “ 一 7 ’刁

一
- - 一 ’ r . n 刁 ’‘ 一 7 “

-
-

一 尹

~
7

~
护“ ’

~ ~ 一 八 ~ 一 ~
J ’J .

是最不稳定的
。

这种不稳定是一种非传统途径的非指数增长型的广义扰动能量增大
,

似

乎与经典的 C ha
r
ne y 斜压不稳定有所不同

,

C h a r
ne y模是天气尺度

,

有些 接近 不稳 定

G ro e n
模的行星尺度

。
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四
、

结 语

本文应用 Se r r in
一
Jos e p h 的广义能量法

,

导得了含 E k m a n
摩擦的非纬向基流的非线

性斜压不稳定判据
,

推广了 H enr ot ay 的结果
。

本文结果表明
,

非线性判据优于线性判据
,

而 只判据又是其中最优判据
。

本文与 H en
rot ay 有一重要不同之处

,

即 本 文的 只判据的

U
。 ,

V
。

与线性判据不相重合且比后者小
,

而纬向基流的人判据与线性判据有一段重合
,

因

此
,

非纬向基流比纬向基流更易发生不稳定
。

本文还得到
,

除了通常的长波存在最不稳定

波长
,

行星波也有最不稳定波长
,

由于行星波的不稳定对于遥相关有着重要意义
[ “〕。

因此
,

本文不稳定的机制值得进一步研究
。
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