
第 拍 卷 第 4 期

2 9 9 1年 11月

气 象 学 报

A C T A M E r E O R O LO G IC A S IN IC A

V o l
.

4 9
,

N o
.

4

N o v
.

,

1 9 9 1

非线性正压 R o ssb y 波的精确解

王 玉 清

(上海市气象科学研究所 )

提 要

本文从半地转近似下的正压大气运动方程组出发
,

导出了非线性正压R os sb y 波所精确满

足的K d V 方程
,

求得了椭圆余弦波解和孤立波解
,

并讨论了非线性波动的波速公式及其振幅

与其它波参数间的关系
。

同时指出
,

在对大气模式进行数学简化时必须尽可能保证 原模式所

具有的一些守恒关系
,

否则有可能使原问题的解受到歪曲
。

一
、

引 言

大气中的非线性 R os sb y 波一直是气象学界所关心和重视的问题
,

最近 二十多年来
,

在这方面已取得了很多研究成果
。

其研究方法大致有两种
,

一种是
“

多尺 度扰动法
” ,

如

L o n g 〔‘〕
、

B e n n e y [ 2 〕
、

R ed e k o p p 〔3 〕
、

H u k u d a 〔‘’、

巢纪平
〔5 “
等

; 另一种是所谓的
“

相 图分析

法
” ,

如刘式达和刘式适
〔6 一 “〕、

何猛省
〔9 〕、

黄思训
〔‘“’
等

。

相比之下
,

后一种方法比较简单
,

然而
,

当采用这种方法求解非线性准地转位涡方程时
,

其非线性效应难以体现
,

在早期的

工作中
,

不得已只保留了部分非线性项 〔6 一‘。’
。

作者在研究非线性斜压 R os sb y 波时则采用

半地转近似避开了这一困难
,

并求得了非线性斜压 R os sb y 波的近似解
〔‘’] ,

刘式适和刘式

达〔’”]对此作了更详细的讨论
,

指出半地转假定(或称地转动量假定 )既滤去了快速波
,

又

保留了R os sb y波的非线性特色
。

然而
,

在先前的多数工作中
,

均设法将控制方程近似地化

为 K d V 方程后求解
,

一般可得到椭圆余弦波解
,

在极限情况下可求得孤立波解
,

特别是在

平衡点附近对非线性项作T a y lor 级数展开时
,

孤立波解往往是T a ylor 展开的临界发散点
,

对此 曾有过不少争议
,

黄思训和张铭
〔‘“’
甚至得出了在无外源强迫时

,
R os sb y 孤 立 波不能

产生的结论
,

他们讨论了在特定外源影响下正压无辐散大气中的非线性 R os sb y 椭圆余弦

波
,

并在一定条件下导出了一支有别于K d V 方程孤立波解的非线性 R as sb y 孤立波
。

为了探讨守恒系统中(无外源影响 )非线性 R os sb y 波的性质
,

本文从完全的正压大气

位涡守恒方程出发
,

采用半地转假定
,

导出了非线性正压R os sb y 波所精确满足的 K d V 方

程
,

并讨论了解的性质
,

求得了椭圆余弦波解和孤立波解
,

同时
,

我们还将本文的处理与一

些先前的工作进行了比较
,

获得了一些新的认识
。

二
、

数 学 模 式

描写正压大气运动的原始方程组可写为

* 本文于 19 89 年 8 月 19 日收到
,

1 9 8 9 年 1 2 月 2 日收到 修改 稿
。
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其中
。 , 。 分别为

‘
和 y 方向的速度分量

, t 为时间
,

f 为 C or iol is 参数
, 。
吕一 g H

,

功一 g h ,

H
,

h 分别是未扰动时流体的深度和扰动偏差
,

且 h < H
, g 是重 力加速度

。

由 ( 1) 式中的前两式可得涡度方程为
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由( 2 )式和 ( 1) 式中的第三式可得到正压大气的位涡守恒关系
,

即

了口 二
,

口
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( 3 )

式中的守恒量 (雪十 f ) / (
。
孟十 价)即为通常所定义的正压大气中的位涡度

。

(3) 式表明
,

在完

全的正压涡度方程中
,

不论相对涡度 互取何种近似 (如准无辐散近似或准地转近似等 )
,

均

不会破坏模式大气的位涡守恒性质
。

由于 ( 1) 式或 ( 3) 式中包含了两类基本波动
,

即惯性重力外波和 R os sb y 波
,

为了突出

研究非线性R os sb y波的特征
,

我们应用半地转假定
〔‘” ‘合, ’‘〕,

即认为被平流 的量 具有地转

平衡的特征
,

但平流的量是非地转的
。

这样在( 2) 式中
,

除平流的量和散度项外
,

我们均采

用地转近似
,

同时引人 刀平面近似
,

则可得半地转假定下正压大气运动的基本方程组为
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与文献 [ 12 〕类似
,

上式中的第三式是为了保证方程组闭合而引人的近似
,

即 ( u , 。 )的涡度

等于f万
,
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定
,

则由( 4 )式中的前两式即可得到位涡(指地转位涡 )是守恒的
,

但在讨论 非地转 分量不

是很强的 R os sb y 波时
,

我们可认为( 4) 式近似满足位涡守恒关系
。

与文献 [ 1 2〕中 的 方程

组 (1 5) 相比
,

在 ( 4 )式的涡度方程 (第一式 )中我们保留了相对涡度在散度项中的贡献
,

即

1 _
, ,

/ 口u d . 、 一 ~
、

、 _ 一
,

一 ~ ~
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.
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尽官该坝仕 甲简玮及四人八压还动甲比俩度力柱甲 旧县
’

匕狈 小一 ,I 、

J O \以访 口 J /

量级
,

但在低纬大气运动中尤其是行星尺度的大气运动中该项却与其它项具有相同的量
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级
‘’,

另一方面
,

即使是讨论中高纬度的大尺度波动
,

如果 波 动的振幅较大 (如 出 现强的

阻塞高压等孤立波流型 )时
,

该项的作用将与涡度方程中的其它项 同样重要
。

此外
,

还有

一个重要方面就是若在涡度方程中略去该项
,

则位涡守恒关系 (3) 式将有所变形
,

如文献

〔1 2 」中的 (1 5 )式有如下的守恒关系
:
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价为地转俩度
。

叫兄
,

上式与气3 )式住烙式上匕仔住牧大左并
,

乞开小甜元笙
J 0

表征原模式大气所具有的位涡守恒性质
。

本文的讨论将建立在 (4) 式的基础上
,

(4) 式即

我们研究非线性正压 R os sb y 波的基本数学模 式
。

了‘、
护

t
产、

‘、

三
、

K d V 方程的导出

设方程组(4) 的波动解为
、 一 U (0 )

, 。一 V (0)
,

协= 中(8 )
,

0 一 k 二 + ly 一 a t

其中0为位相函数
,

k
,

l分别是
二
和 y 方向的波数

,
a 为圆频率

。

将 (6) 式代入 (4 )式得
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,

而 K 孟二 k 含十 z“
。

(8 )
、

(9) 两式分别对 0 积分一次
,

取积分常数为零(相当于当 U 一 V 一。时 中 一 。)得到
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上式对 0 积分一次
,
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,
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、
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热带行星尺度的非绝热广义地转风平衡及其初步的数值模拟
,

第四次全国数值预报会议论文报

告
,

i , 5 6 年
,

厦门
。
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。
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这就是 K d V 方程所对应的常微分方程
,

从上面的推导过程可见
,

方程 (1 3) 或(1 3
‘

)是方程

组 (4) 所包含的非线性正压 R os sb y波所精确满足的方程
,

即在我们的模式中非线性正压

R o ssb y 波精确满足非线性 K d V 方程
。

将方程 (1 3) 与文献〔1 2」中采用 T ay lor 级数展开后所得到的相应方程 (2 6 )(具有 (5)

式的守恒关系 )相比
,

方程右端非线性 (二次 )项的系数存 在 一 定差 异
,

文献「12 ] 中为
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。

因此
,

对方程(1 3 )和文献〔1 2〕中的(2 6 ) 式而言
,
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K d V 方程中的三项达到平衡
,

对 (1 3) 式必须有更大的扰动振幅 (巾)
,

这说明方程(1 3 )比文

献〔12」中的方程(26 )表现出更强的非线性特征
。

为后面讨论的方便
,

我们在此首先对 (13) 式中所包含的小振幅 (即 中, 0) 波解进行一

些讨论
。

为此
,

略去 (1 3) 式中右端的必
2

项
,

则得线性化方程为
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。
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由(1 6 )和 (17 )两式可见
,

线性 R os sb y 波的圆频率和相速分别满足
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即R os sb y波相对于基本气流 (若存在的话)总是西退的
,

但其西退速度有上界刀/ 群”。
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K d V 方程的有界周期波解
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,
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2
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,

其分布如图 1 所示
。
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( 2 3 )式即为 R os sb y 椭圆余弦波解
,

它在 二方向的波长为
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其中 K (饥 )是第一类完全椭圆积分
,
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中
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必一巾
,
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2

此外
,

由三次代数方程 刀 (中 ) O 的根与系数关系的韦达定理知
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·
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F (巾 )

图 1 满足(2 2 )式时 F (中 )二。的三个实根的分布示意图

少
1 十中

2 + 巾
3二 一

3 。汽(刀k + a 拜2 )

2 刀k

少
1
巾

2 + 中
2
少3 + 巾

3
中

1 一 0

若引人无量纲参数
巾

1

一月
~

巾

(3 0 )

。< , < 1
。 :

表征了波峰处 巾(0) 的值与波幅 币的比
,

我们将它定 义为椭圆余弦波的波

形比
。

椭圆余弦波的图象及
r
的物理意义可参见图 2

。

图 2 R os sb y 椭圆余弦波图象的示意图

将 (3 0 )式代人(2 7 )式得
巾

2 一 一 (1一 : )必 (3 1 )

又由(2 9 )一(3 1 )式得
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‘ 巾
1

巾
, 犷(1一 犷 )

。

岁
: 一 一二丈一份忿获, 一 - ~ 丈一- 一; 一毋

甲
1 十 甲

2 乙 犷一 1
(3 2 )

由(2 4 )及 (3 0 )一 (3 2 )式我们可得到如下关系

1 , ,

1

于< 犷< 于3 、
‘

、 2

上式表明
,

对于有限振幅的 R os sb y 椭圆余弦波
,

(3 3 )

其波形比
·
在
(音

,

韵
区间内变化

,

即波峰和波谷与平衡位置 (中 二 0) 间的距离是不等的
。

我们知道
,

对于线性波 (如正弦波

和余弦波 ) 有波峰和波谷与平衡位置间的距离是相等的
,

而对于非线性波 (如这里讨论

的椭圆余弦波 ) 一般有波谷值 1小
2

}大于波峰值 小
, ,

这正是非线性波与线性波的不同所

在
。

我们下面将会看到
,

对于小振幅波动
,

当 渗、o , 1
了令万

,

则椭圆余弦波将退化为线

性波
,

而当
, 令

我们认为波形比

非线性弱
。

音时
‘

则可得到 “。 5 5”y 孤立波解
。

由于孤立波是一种强非线性波
,

因此
,

r 可表征波动非线性的强弱
,

一般当
:
小则表征非线性强

, 了
大则表征

将(3 0 )一 (32 )式代人 (2 8) 式可得椭圆余弦波的相速公式为

。 刀 /
.

2
, 、

矛 \
= 丫- 二 一

一一万- 1 1 一
- 二- a 气7 )一二一 !

R 拜
一

\ 3
’

‘

c 6 /

其中

a (r )二
3 r Z

一 3 犷 十 l

1 一 2 7

为波形比
r 的一非线性函数

。

由(33 )式我们有

1 < a (: )< 十 co

并且 a (劝随
;
是单调增大的

,

即非线性性越强 a(
, )则越小

。

根据(2 2 )
、

(3 4 )及 (3 6 )三式可得

。< 访< 粤
。

乙

上式表明
, R os sb y 椭圆余弦波是一种有限振幅的波动

, 其振幅不大于普
。
:

(3 4 )

(3 5 )

(3 6 )

(3 7 )

。

在此范围内

振 幅 越大 波速 越小 (注意当

越小
。

。 (: , 令 + co 或 r令
合
时有访令 。)

,

并且纬度越高
,

波速亦

另一方面
, 取 : 一

弩
代入‘2 5 , 式

并利用 (30 )一 (3 4) 式可得波速的另一 表达式为

刀

粼“十子(: )
{兰匹二竺互
L 汀

(38 )

其中

子(叻
3 尸 一 3 r 十 1

: (2 一 3 : )
(3 9 )
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(3 8) 式与线性波的相速公式 (17 )非常相似
,

只不过式 中包含 了与振幅有关的因子

(子( : )及 K (饥 ))
,

这正是非线性波的特色
。

一 ,

一
. ,

~ ,

一一 _ ,
_

今 _

一 J 二

~
.

~ 、 _

~ , _ 、 ,

一
‘

盖 ~
_ 、 、 ‘ , 、,

一 1
, ~

对
一

士小振赐淡动
,

中) U ,

考塔到 甲
1

户 V ,

甲
2

又 U ,

必有 甲
1

令 一岁
2

令 U
,

送砰有 犷令下
,

相
乙

应的有 饥、。
,

K (m )、斗
,

则波速公式(38 )式退化为
乙

刀

一
K 矛

’

+ ; : (4 0 )

、 、

_
, . , 、 , .

_
. 、

,
二 ,

_
、

~
。 、 : . ‘ , _ _

.
、 , 、、 ‘

~ ~ / 1

送止是线性 K os s o y 脱的数还公式Ll l) L压息 a t二
、 乙

= 1 )
,

这说明线性 R o s sb y波是 R o s sb y
,

似1).2)e3):4)扑6)补我仪(4扭恤扭扭扭

椭圆余弦波振幅趋于零的一个特例
,

或是 访今。
,

波形比 , 令
合
的一种极限情况

。

在另一种极限情况下
,

(20 )式还可以存在孤立波解
,

为了找到具体的孤立波解
,

令

当 0、co 时
,

中 , 少
。 ,

少
‘

, O
,

中
“

* 0

则由(1 3 )和 (2 0 )式求得

中
.

。
吕(刀k + 口拌2

)

刀k
生 [峻兰鱼立些些
Z L 方左

十巾

/了.、、

将上式代人(20 )式得

(必
,

) , 一

上式的解可写为

2 刀k
3 a K 矛

。
吕

e
吕(刀k

一
卜。拜z

)

刀k

e
急(刀k + a 群2

)

2 刀k

。(。)
一粤济

一

。毋
se
比

2

杯
J

旦鱼鱼一。
6 a K

其中

多=
3 。若(刀k 十 a # 么

)

2 刀k

为孤立波的振幅
。

孤立波的波宽为

1 /一
以一 二- 创 一

况 ,

6 a K 之端

刀k矛

由(4 5) 式可得孤立波的波速公式为

刀 了
,

2 矛 、
心一 — -

飞犷1 1
—

- 二- - - 万- 1

拜
“
\ 石 c s /

上式即为(3 4 )式中 。(, )一 1 的一种特殊情况
,

即为
, 一

音的情
形

,

可见
,

在研究非线性波

动时
,

引入波形比是方便的
,

并且也具有明确的物理意义
,

它与非线性的强弱成反比
。

将 (47 )式代人 (46 )式得波宽的另一表达式

K
。

/下万哥一丫
a 二下竹甲 百

—
一 4

K 芦 , 必
(4 8 )
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上式表明
,

孤立波 的振幅越大 (但必须满足 。< 诊<
普

。
: )

,

波宽贝。越窄
,

因而孤立波的波

形就越陡
。

我们知道
,

一般而言非线性(尤其是非线性平流 )作用使波形变陡
,

而线性频散

作用是使波形变得平缓
,

只有当二者的作用达到平衡 (指守恒系统 )时才可形成非频散波
,

如椭 圆余弦波和孤立波等
。

当波的振幅越大
,

一般非线性的作用亦越强
,

故波形亦即越陡
,

这与 (4 8) 式的结果是一致的
。

由(4 7 )和 (48 )两式还可以得到孤立波相速的另一表达式

刀
拼“+ 4 K 君/ d

Z
k

Z (4 9 )

上式和 (4 7) 式表 明
,

孤立波的振幅越大
,

波宽越窄
,

波形越陡
,

纬度越高
,

则波速越小
。

另一

方面
,

比较(3 4) 和 (47 )两式我们发现
,

对于相同的振幅
,

孤立波的波速是椭圆余弦波波速

的极小值
,

这说明 R os sb y 孤立波是非线性 R os sb y 波中移动最慢的一种波动
。

当考虑基

本气流的多普勒频移时
,

若要使大振幅的孤立波趋于静止
,

则只要适当小的基本西风气流

即可
。

此外
,

由 (4 3) 式可求得 R os sb y 孤立波的极值点为

中。

e 若(刀k + a 拜2

)

2 刀k
(5 0 )

将上式代人 (1 3) 式有

二
/, l 一 3 c 若(刀k + a 拼么) /

。

,
‘

户 1必 . 一 一一
一厂气万二尸于下吝万

一
、
、 U

4 P R 住八 孟
(5 1 )

可见
, R os sb y 孤立波的波幅在 汽 处有极大值

,

即 R os sb y 孤立波是上凸 的
,

这种孤立波

类似于大气中的阻塞高压
。

由于实际大气中的阻塞高压移动十分缓慢或呈准静止
,

因此
,

由以上的分析可知
,

具有凸孤立 R os sb y 波特征的阻塞高压多存在于较小的基本西风气流

中
,

这与实际大气中阻塞高压多存在于低指数环流 (即弱西风 ) 阶段的天气事实是相吻合

的
。

五
、

讨 论

大气中存在 R os sb y 椭圆余弦波和孤立波的事实已为许多学者的研究所证实
,

然而
,

在用
“

相图分析法
”

求解淮地转的非线性 R os sb y 波时
,

往往难以体现非线性的作用
,

为克

服这一困难
,

本文采用半地转近似求解了非线性 R os sb y 波
,

得到了 R os sb y椭圆余弦波解

和孤立波解
。

伍荣生
〔‘5 〕
曾指出

,

在低频大气中存在一类与 H os k ins 〔“ ]所研究过的半地转

运动相似的运动 (即具有半地转运动的特征 )
,

据此
,

他采用长波近似的摄动方法求得了非

线性 R os sb y 波解
。

本文的结果也表明
,

采用半地转近似可以较好地描述非线性的低频

R o ssb y 波
。

本文从位涡守恒的正压大气运动方程组出发
,

在半地转近似下求得了 非线性 R os sb y

波所精确满足的K d V 方程
,

而在先前的大多数类似的研究中
,

则均在近似条件下求得K d V

方程
,

并且尤其在平衡点附近对非线性项作 T ay lor 级数展开后很难得到 R os sb y 孤 立波

解
,

我们的研究表明
,

在完全的半地转模式中
,

大气的位涡近似守恒
,

并证明了非线性

R os sb y 波精确满足K d V 方程
,

其孤立波是其中的一个特解
。

与先前的工作比较发现
,
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在对模式大气进行数学简化时
,

应尽可能保证原模式大气所具有的总体守恒性质
,

只有这

样
,

才能得到物理上合理的解
,

否则有可能使原问题的解受到不同程度的歪曲
。

此外
,

本文在讨论非线性波解时
,

引入了波形比的概念
,

并证明了波形比与波动非线

性的强弱成反比
,

并证明了非线性正压 R os sb y 波 (包括椭圆余弦波和孤立波)是一种有限

振幅的波动 其振幅不大于冬
‘

。
若

,

在此范围内纬度越高
、

振幅越大则波速越小
。

我们还

证 明了 R os ss b y 孤立波是一种凸孤立波
,

它类似于大气中的一类阻塞高压
,

孤立波的振幅

越大则波越窄
、

波形越陡
,

由此说明了非线性效应与线性频散作用的相对重要性
,

并且对

于大振幅的孤立波
,

若要使其准静止
,

则只要较小的基本西风气流即可
,

由此解释了阻塞

高压多发生在中高纬度且存在于低指数环流阶段的天气事实
。

当然
,

阻塞高压的活动还

与地形
、

海陆分布及非绝热加热等物理过程有关乡本文的结果只说明了大气内部正压过

程的动力特征
。
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