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一 个 计 算 球 面 不 规 则 多 边 形 内

平 均 涡 度
、

散 度 的 方 案
’

蔡定军 郑宏翔

(江西省气象台)

到目前为止
,

气象上已出现许多种计算涡度
、

散度的方案
。

如三点法(三角形法 )[
‘〕、 有限差分法(网

格法
、

又称 u 、 v 分量法)
、

有限元插值法〔’〕、面积膨胀率法〔。〕、球面上的三角形法 [41
、

以及在三角形法上

通过地球投影发展而成的计算大范围散度
、

祸度的方案tsJ
。

纵观这些方案
,

有两个向题没有 很好 地解

决
。

一是球面上任意多边形内涡度
、

散度的计算
,

二是测站间风矢的连续性假设
。

除文献【4」外
,

上述

方案都是在平面上计算涡
、

散度
,

有的方案计算周界长度或网格距时
,

虽然计算的也是地表 弧长
,

但最

终结果都是在球面拓展为平面的情况下得到的
,

这样做会给计算精度带来影响
。

文献口〕虽在 球面上计

算涡
、

散度
,

但计算区域只限于由三角测站构成的球面三角形
。

而在天气
、

气候分析和预报中
,

很多时候

三角形并不能很好地满足我们对计算区域的要求
。

另外
,

当计算区域较大时
,

三测站间距离 较长
,

给测

站间风矢连续性假设带来困难
。

在测站间风矢连续性假设问题上
,

目前采用的都是线性假设
,

但线性假

设又各不相同
。

文献印〕假设是 u , v 分量在三角形内均为线性变化 , 文献〔3 〕认为
:

原测站 上 的质点

在经过单位时间后移到新的位置仍然组成一个直边多边形 , 文献〔4] 采用的是外 法向分量或切向分量的

算术平均值
。

当风矢在测站间呈非线性变化时
,

目前尚未有较好的计算方法
。

本文提出的方案是一个在球面任意多边形上
,

既可以考虑风矢在测站间呈线性变化
,

又可以考虑风

矢在测站间呈非线性变化的计算方案
。

本文提出的线性假设不同于前人的工作
,

认为
:

风速及
“

交角
”

(风

向与计算周界的交角)在计算周界上分别呈线性变化
,

这个假设更适用于实际大气流场
。

文中叙述有计

算流程形式
,

只要稍用计算机语言进行改写
,

即可在计算机上实现计算
。

1
.

公式推导

设要计算涡
、

散度的区域为地球表面上由 , 个测站所组成的
。
边形

,

各站点按逆 时针取序为 P : 、

p
Z 、

⋯p
, 。

各测站对应的经度
、

纬度
、

风向
、

凤速分别为 久
* ,
印

,

d
‘,

f
: ,

￡二 1
,

2. 二 , 。 。

下丈
图 1

,

不失一般性
,

记 L
‘

= p
‘

p
‘十 , ,

i一 1
,

2..
·

二 。

p
。 十 ,

丁二之
即 p , 。 尸 为 L

‘

上任意一点
,

l= p ‘p
。

在尸 点记风速 为

工(l)
,

l与风矢交角(顺时针取
,

简称
“

交角
” ,

后同) 为氏

(l )
。

这里
,

风矢方向为风向减18 0
。 ,

风向定义同观 测 规

范
。

?
、, 、

图 1 风矢
、

交角示意图

按涡度定义
,

在球面上 被 周界 乙 ( L 二 L
,

十 L
Z

十⋯ 十 L
二

) 包围 的 面积 泞 上的平均涡度为

“一

分笋
;

·

d :

由于计算周界由 n 个测站连线组成
,

上式化为分段积分求和

(1 )

本文于 1 9 8 9 年 8 月 2 6 日收到
,
1 9 9 0 年 1 月 3 日收到最后修改稿

。
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: 一

落厂
’

‘
·

“‘
(2 )

设 井(l)
、

0‘(l) 为连续可积函数
,

代人上式得

丢E {
0 布二 1 以

f
‘
(l)c o s s‘(l)d l

一
粤女氨
巧 二气

(3 )

式中
:
‘一

丁
: ‘

f“‘,一”“‘, d ‘
(3 )

‘ N

按散度定义
,

在球面上被周界L 包围的面积 S 上的平均散

度为 9 0 一 , 二 I 乡0 -
二

。 一

会乡
(V \ d L’

·

,
(4 ) 止乞理

P ‘, 古

式中 h 为铅直方向上的单位矢量

仿涡度公式推导得

D 一土亡及
召 了鱿

(5)

(5 )
’

、

匕 , 一
P .

尹 尹

式中 D ‘一

丁
: ‘

““, S‘n ”“‘, d ‘

(5 )
’

式实质是气流在 L ‘

上的水平通量
。

图 2
,

根据球面三角形余弦定理
,

有
/

户

~
、

L ‘二 P ‘P ‘+ -

. . . . 曰 . . , . . . 臼抽. . . . , . . . .

球面示意图

式中

一

命
R a rc c o s〔

s
, n , ‘s in , ‘十 , + 。0 5 , ‘ c o s , ‘+ , c o s(“

‘· , 一“‘ ,〕

R = R
。

(1 一f s in
Z
切 )

,

R 。一 6 s7 8 1 6 o m

—
地球赤道半径

,

f= 0
.

0 0 3 5 5 2 5 2

—
地 球 偏 率

,

(6 )

卿 一

分身一
计算区域平均”度

’

类似(6 ) 式可计算得到筋
‘,

屁
+ : 。

洲 尹~ 、、、

记 P ‘P
“ ‘+ , = 器筋

‘

一 余类同
。

在球面三角形 尸 : p ‘尸 ‘+ 工

中
,

、少、.了
斤了00

�了.、J‘、
a 二 生

‘
石

~

石
。

二 石
~

会
。

二公丢
。 、

,

/
。 : _ , _ _ 石飞

。 、。 ; _ , _ _ 石
~

言
。 、。 ; _ ‘_ _ 百分

。 、

711 ~ 犷
。1 1 1 、 . 一

上 l 上 ‘ j O l l i 、“ 1 1 上 短+ 1 / J l l L 、 L刃 孟 ‘上 : + l ,

则通过半角函数公式有
乙二

: p ‘尸‘十 ,
一 2 。 r e tg ~ 一

一一2粤只, 一
s in ( a 一 P , P乳

:
)

类似可计算得到 乙P 尸
‘+ , 尸 : ,

乙P ‘十 : P 尸
‘。

记球面三角形 P : P ‘P ‘+ 、

面积为 S ‘,

则

~

卫二
1吕0

(乙P :P ‘P ‘+ , + 乙P ‘P ‘+ : P : + 乙P ‘+ 工P
,

P ‘一 1 8 0 ) R
么

( 9 )

( 1 0 )

计算区域总面积为
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泞= 名厅‘

(1 1 )

2
.

线性计算方案

当风矢在计算周界上起伏变化不是很大时
,

为简化计算
,

作风矢线性连续变化假设如下
:

““, 一

去“一
; , + 。

“‘(‘, 一

会
‘“

‘, 之一“‘
, 1

, + “‘
, !

(1 2)

(1 3 )

这种线性假设认为风速及
“

交角
”

分别在测站连线上呈线性变化
。

一般来说
,

0‘(l) 在 L ‘
上作小于 1 8 0

“

变化
,

因此 (13 ) 式改写成

““‘, 一

去
△“‘+ “‘

, 1

(1 4 )

、卜产、,尹、产口比内0tl11,1‘.1
J‘了了、、矛‘、

! 一”‘
, : 一“‘

, :

△0‘

1
一“‘

, : 一“‘
, 1 + “6”

L = 口‘
, : 一口‘

, : 一 3 6 0

当 18
‘, :

一 8 ‘, :

I( 1 5 0

当8 ‘, : 一 0 ‘, ,

< 一 15 0

当0‘
, : 一 8 ‘, ,

> 1 5 0

e‘
, :

的计算公式为

6‘
, : = d ‘一 18 0 + 。‘ , ,

0‘
, : = d ‘十 : 一 18 0 + 。‘ , :

。‘ , :

的计算公式推导如下
:

触0.,l,�

图 2
,

在球面三角形 N 尸刃
‘、 ,

中

记
1 / 产we 、、

b 二
言 ( p

‘p 乳
,

+ 1 ““一 甲‘一切‘+ ,

) ( 1 8 )

之一
叫

、、 0

e o s ( b + 切‘+ ,

) e o s ( b + 甲‘
) si n ( b一 P ‘P ‘+ 1

) ( 1 9 )

记 。 ‘, : ,
。 ‘, :

分别为L ‘

在点 P ‘,

P ‘十 :

通过球面三角半角函数公式有

s i n b

与经线 乳‘,
几‘* ,

的交角(顺时针取 )
。

经线方向从 赤道指向极地
,

/
尹

盯r

一一饥

「
}

。‘一

{
t

_ _ _ _

一饥
, 、 , . 。

、
.

= 吕b U 一艺a r c t g 二或万工丫下二一一甲尝 六 ‘+ 1
户八‘

‘ u o 又 u
~
了 甲 i + l 夕

180

当 久‘
十 , 一 久‘且 切‘十 :

> 叭

当 久‘十 , 二 久‘且 中‘十 ,

< 叭
( 2 0 )

二 Z a r e t g
一 m

l

e o s( b + 华‘* ,

)
当 又‘二 ,

< 久‘

一饥
, 、

二
、

月

一 卫谷u 十 乙 ”r c ‘g飞瓦万石下蔽歹匀
人“

‘

户摊‘

当 只‘十
,
一久‘且 切‘十 ,

> 弘

18 0 当 久

一仇
,

二 l 匕U 一乙 a r c t g 一二二万于下下, 二灭一兰 城
‘u 西气口 门甲

甲 ‘尹

‘十 , = 久‘且

‘+ :

< 久
‘

甲‘+ ,

< 华
( 2 1 )

.r!11、

!
2曰

将 ( 1 2 )
、

( 1 4 ) 代人 ( 3)
‘、

( 5)
‘

式
,

通过分部积分
,

得到风矢在计算周界上呈线性假设时
,

涡
、

散度贡献
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一

命[
了
‘· 声i·。‘一、

‘S‘·“‘一 + 二
+ :

--f.
△8 ‘

(c o s。‘
2

一
。‘一)

」
当△。

1
、。

一

夸
(。

十 : + ; )c 。s。‘
. ,

一

资〔
,
‘十 1

一。‘
,
:

、
‘。。s。‘

,

1 -

一

夸
(,

‘+ : + 了
‘
)sin 。‘

, L

(2 2)

当0 ‘= 0

f
‘+ ,

从
△0

(S ,
·。‘

一
i·。‘

1

)

」
当△“

1
羊。

(2 3 )

当0‘二 0

‘
悦硬、

‘‘
‘、

氨D

3
.

非线性计算方法

当风矢在测站间起伏变化很大时
,

为计算精确
,

应考虑风矢在计算周界上的非线性变化
,

这时
,

需要

对水平风场作具体细致的分析
,

给定适当的曲线以适应风速及
“

交角
”

在周界上的变化
,

得到风矢在测站

间的非线性变化函数 f
‘
(z)

、

8‘(l)
。

当然
,

这两个函数代入(3)
‘、

(5)
‘

后必须是可积的
。

如果f
‘
(l )

、

0‘(l )代入(3 )
‘ 、

(5)
‘

式后难以积分或积分形式繁杂
,

可采用差分计算方案
。

将 L ‘

分成 F 等份
,

各等分点上的风向
、

风速值分别为 心
,

介 (￡~ 1
,

2
,

⋯
, n ,

J一。
,

1
,
2

,

⋯
,

尸)
。

记

。才为等 J个点上 l与经线交角
,

近似有

(24 )口+
、.产

曰一口

‘

了、,一F
一一

.

tJ

O

由于 。‘
. 2

与 。 ‘
,

,

一般最大相差几度
,

因此
,

这种近似的精度是非常高的
。

这时
,

j点
“

交角
”

砰 一心 + 。才一 18 0

(3)
‘

变成差分式为

(2 5)

兰七丫 ( f萝

2 力
T

份鱿 ”
’

e o ss了+ f了
十 ’e o s o了

+ ’
) (2 6 )

(5)
‘

差分式为

D ‘-命慈
‘f‘9 , ·“: + 了“

‘s , n 夕‘
(2 7)

,

4
.

各种方案的一些统计事实

我们对目前通常用的一些计算方案与本文介绍的线性方案进行了统计对比分析
。

表 1 是一组相关系数表
,

相关因子为 1 9 7 2一1 9 8 5 年 4 月 85 0 h Pa 高度上两个计算 区域内的平均散

度
。

这两个计算区域是
: 1

一
汉口

、

广州
、

箔县构成的球面三角形
,

H

—
汉口

、

长沙
、

郴州
、

广州
、

汕头
、

福州
、

衡县
、

安庆八站构成的球面八边形
。

这两个区域都较好地概括了江西全省范围
。

相关对象为平均
‘

雨量
:

豆;0.
:

—
江西全省 83 个气象站中最大 10 站雨量平均

。

由表 1 可以看出
:

(1) 同区域各方案的相关系数相差不大
,

均为负值
,

与天气事实相符 ; (2 ) 区域 11

的相关系数远高于区域 I的相关系数
。

显然
,

计算周界上加密测站有利于提高计算精度
。

表 2 是给定 元;0a
:

条件下的散度平均值
。

由表 2 可以看出
:

(1) 平均散度值均为负值
,

且条件 2 的散

度平均值小于条件 1
,

符合天气事实 ; (2 )相同区域相同条件下方案[0 〕的散度值要小于其它方案
。

由表

1 知
,

区域 n 的计算精度高于区域 I
。

而区域 I 中方案阳〕的散度值比其它方案的散度值更 接近区域 11

的散度值
。

因此可以认为
,

方案 [0 〕的计算精度高于方案〔1〕[2 〕[3 〕〔4〕
。

换言之
,

本文介绍 的 线性理论

在描述实际大气流场时比目前气象上通常用的方案〔1〕〔2〕〔3〕〔4」的线性假设要好一些
。

5
.

一个计算个例

1 9 7 5 年 4 月 16 日
,

元;0.
:
一 104 m m

。

从 08
七
天气图上可以看出

,

在区域 I 的周界上
,

风向
、

风 速均
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表 1 散度与雨量相关系数表
*

域

方案**

\\
-

一

\ \ \

I 样本数 3 7 6 11 样本数2 9 8

[ 。〕

⋯
〔1 」

⋯
〔2 〕

{
【3 〕 【4 」

1
【。」

⋯
【3 〕

⋯
〔4 」

区一\量

一\雨

丑 一0
.

10 5 ! 一 0
.

0 9 1 1 一 0
.

0 95 1 一 0
.

0 9 5 一 0
.

0 98 1 一 0
.

3 7 6 1 一 0
.

3 6 7 1 一 0
.

3 7 8

散度值为。砂时值
,

雨量时段为前一日20
h

至当 日2 沪
。

*
方案〔0 〕为本文介绍的线性方案

,

方案〔1 〕一仁4 〕见文献〔1 ]一仁4 ]
。

表 2 给定R ;0a
:

条件下散度平均值(散度单位
: 1 0 一 5 5一 ’,

雨量单位
: m m )

\\ \

条件

方案
仁0 ] [ 1 〕 [ 2 ] } [ 3 ] } 〔4 ] 样本数 } 〔0 〕 〔3 〕 l [ 4 〕 ! 样本数

I R 盟
,

) 10 一 0
.

5 3 一 0
.

4 0 一 0
.

40 1 一 0
.

4 0 } 一 0
.

4 1 2 3 6 1 一 0
.

5 7 一 0
.

4 8 1 一 0
.

5 1 1 1 7 1

Z R ;0.
:

》5 0
一 0

.

62 1 一0
.

5 3 } 一 0
.

5 ) }一 0
.

5 4 1 一 0
.

5 5 1 58 1一 0 9 6 1 一 0
.

8 0 】一 0 8 4 1 3 6

/ ,

2 30 H 5

厂
\

仪
/’’

’

气

六
2 3 4 5 6 含

.

育寸武
,

广州

图 3 19 7 5 年 4 月 1 6 日 0 8 时汉口一广州
“

夹角
”

与凤速变化曲线

不同程度地存在着非线性变化
。

特别在汉口和广

州之间(图 3)
,

存在着风速) 14 m / s 的 低空急流
,

而汉口风速为 3 m /
s ,

广州风速为 7 m / s ,

不能 反

映急流的存在
。

另外
, “

夹角
”

在两 端 为 1 8 0
“

左

右
,

而在急流附近
“

夹角
”

为 2 4 0
“

左右
。

在线性假

设下
,

区域 I方案[ o〕的散度 值 为 1
.

i 4 x lo 一’s 一‘ ,

方案 [ 1〕一〔4〕的散度 值在 1
.

1。火 1 0 一 ‘s 一‘一 1
.

2 5

“ 10
一、一 ‘

之间
。

显然
,

这几个计算值 与天气理论

相违背
。

应作非 线性计算
。

取 F 二 10
,

通过等值线分析
,

得 dtj J厂(艺二 1
,

2
,

3 ; j= 1
,
2

,

⋯
,

10 )
,

经差分方案计算得到风 矢

在非线性变化下区域 I 的 散 度 值 为 一 1
.

44 x

10 一‘s 一‘。 参考区域1 1的散度值(一 0
.

9 5 \ 1 0 一 石s 一 ‘
)

,

我们认为这个值是可信的
。

讨1213111091
.卜......1卜..1..

八UnU八U,臼1二八“,妇勺‘几‘

�“八甘QU丹已
..孟11
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