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(湖南怀化地区气象局 )

本文用拉格朗日方法推导出有限区域有效位能方程
。

结果表明和 S m ith : ‘〕导出的表达式有异
。

本

文还重新推导出有限区域有效位能平衡方程
。

1
.

关于参考状态

从实际大气状态到其参考状态
,

从泛函角度可以描述为孤立系统 (或热能和机械能在边界的净交

换为零的闭合系统) 中的映射关系〔之〕,

即大气在任一时刻的位温空间曲面作为物质曲面均达到水平和

垂直稳定状态的特殊映射
。

因此
,

可以定义参考气压 夕
, :
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是大气上界位温
,

口 是全球面积
,

d a 二 a ’ 。。 卯 d只d 甲
, a
是地球平均半径)

若系统 中大气“
是层结稳定的

,

即满足
器

< 。且‘续 的条州器
) 。的不稳定层结将自发调整

到“
状态 ; 而

器
一 。的中性层结容易作数学上特 别处理)

,

将这称为△条件
,

NfJ(
‘,式变成为
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用(2 )式代替(1) 式
,

实际上是将大气层结不稳定能量 (在本文或可称为有效位能垂直量) 不包括到

有效位能之内
。

换言之
,

当大气调整到层结稳定状态
,

才用 (2 )式
,

井得到的是有效位能水平量
。

有效位

能水平量是大气斜压性的直接结果
。

实际大气中
,

有效位能垂直量和水平量是可分的
,

且前者比后者一

般要小几个数量级
。

从而在(1) 式(或(2 )式)的基础上
,

容易给出参考状态的其它物理量方程
:
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R 是空气比气体常数)
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因大气映射到 了参考状态
,

可直接对参考大气积分(4) 式
,

得
:

一 了 n 二 R 尸, ,0 , ,

乙八口 , ‘) 二万 ! 1 , “ I n P
r

乙 司 p r

(5 )

(p
r 。

为 t 时刻最小位温面 (它己与海平面重合 )上的参考气压
,

是一常数 )
。

这里还应讨论一下参考气压的局地和个别时I’hJ 变率问题
。

因大气的总质量基本不变
,

故 尹
, 。

基本上

E g g e r 曾给出过推导结果 [3 ] :
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本文于 1 9 8 8 年 7 月 4 日 l玫到
,

1 9 8 9 年 1月 2 4 日收到最 后修改稿
。

本文为作者硕士论文的一部分
。
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从而有
,
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(7)

(6)式是在 (2)式的基础上得到的内
。

(6) 式表明
,

在绝热条件下 (夕二 0)
,

任一位温面上的参考气玉

将不随时间变化
,

这就是说
,

绝热时间过程中大气参考状态将不变
。

一般情况是
,

气块受热而将离开原

位温面
,

该位温面上就会发生空气质量的穿入和穿出
。

但是
,

整个行星大气系统其长时间平均必然是近

, 、 术 , 。。。 二 二
, 、,

、 、 。 。‘

、 * / d 夕
,

、
‘二 。。。、佑 * ,

、

二丫 .
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、 , 、
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于热平衡且空气质量守恒
,

故局地变率交汾夕
,

的长时间平均值应近于零
,

即大气参考状态准守恒
·

且

在理想的 日
一
地关系受热条件下

,

大气参考状态 (及 夕
,

)不具有年变化和日变化
,

因这两种变化中
,

任一位

温面上全球的穿人和穿出的空气质量大致平衡
。

只在受太阳不规则热辐射和周期性热辐射作用(太阳常

数发生变化)
,

受地
一

气大尺度热藕合作用(如海
一

气热相关 )
,

受大范围水汽凝结释放潜热作用时
,

夕
,

随之

应有变化
。

总之
,

大气参考状态准守恒性可以称为大气的
“

热惯性
” ,

(参考大气的全位能在静力平衡条

件下
,

由其热学特性所决定)
。

这种热惯性的稳定程度如何尚待研究 ; 或者反过来
,

可以通过计算 尹
,

来研

究大气受热异常及能量转换过程等
。

(7) 式表明
,

个别变率 。
, ,

即气块的参考气压除随大气热惯性变化

外
,

仅与其本身受热有关
。

2
.

关于有效位能方程

与有效位能相伴的是无效位能(即参考状态全位能)
。

表征有限区域的无效位能概念
,

在数理上可

有两种方法
。

1) 为欧拉方法

叭 一

参上买
r ‘

叭“, da +

了
。

买
r ’
‘

了
“, “了

一

管丁
。

丁:
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丁
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, 一Z 二‘。

(8 )

(尹
, ‘

是参考状态时参考气压 地面值
,

在 海平面上

p
r :
“ 尹

, 。

)

W
,

表示该区域(a )上无限高空间所 包含的

参考大气全位能
。

(8 ) 式的积分对象是欧拉空间

所包含的参考状态大气
。

显然
,

己达到参考状态

时
,

垂直坐标 尹三 p
: ,

(8 )式中的d 夕“ d 夕
, 。

2) 为拉格朗日方法

如图 1
,

设在a 区域内任取单位面 积无限高气

柱上一位温面上的空气元 d饥
。

图 1中d m 三d 执
, ;

夕
, ,

少
, ,

z
,

分别是空气元的参考气压
、

温度
、

位势

高度
,

它们由 t 时刻 d饥 的位温 0 唯一确定
。

实

除状态中‘m 的全位能我们早已可求得
,

但 己, 在

参考状态中将如何呢? 。 ,

甲
,

d m 是它将具有的内

ddd mmm

‘‘
, TTT

图 1 映射示意图

能
,

其中 ,
,

应满足 (3) 式
,

即通过(3) 式与实际状态相联系(位温映射关系)
; 9 2

,

d 。是它将具 有 的 位

能
,

其中 Z
,

应满足 (4) 式
,

井可通过(5) 式求得
。

因为在映射中 d m 守恒
,

故

d观 一 d m
,

(9 )

,

召 表示空气元从实际状态到参考状态的两个气

�业临
一己P

g

一己夕
,

g

(9) 式中召是图1中 d m ,

的水平面积
。

由S -
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压
“

垂直高度
”

之比
,

本文将 S 称为空气元的映射伸缩比
。

由于在任一 t 时刻映射时 (参见图 1 )
,
刃

, ,
Z

,

(及 少
,

)都是唯一位温 0 的函数 (即夕
, ,

Z
: ,
了

,

等互为函

数)
,

故
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尸

用(4
’

)和(9) 式
,

该空气元的参考位能可以写成如下两种形式
:
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,
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上式中的 D 二 一

1

1 _ d I n P ,

5 d ln 尹

,

D 可称为映射广义伸缩比
。

对空气元所具有的参考内能和参考位能积分
,

则用拉格朗 日方法表示 a 区域内全部空气将在参考

状态中具有的全位能 (参考内能与位能之和 )
,

表达式如下
:

w
r * 一

含丁
。

买
’ ? ·

“, “了 +

了
。

买
’ z r

‘, “。

( 1 0 )

( 1。)式的积分对象是实际状态大气
。

实际状态中
,

一般 夕羊夕
, ,

即空气元的气压 一般不等于它的参

考气压
,

但 ( 10) 式中 d 夕= S d p
, 。

这一点是与欧拉方法的 ( 8) 式不同的
。

这是本文的一个重要意思
。

因此
,

由前面¹ 等号可得
,

一 c 。 尸 尸卜 ~
, ,

.

R 尸 尸p , _ ~
, ,

产 _

.下 , * = - 石- ! , l r a 夕a 口十 万 l , 艾
‘ r
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( 11) 式除地形项外
,

不显含参考位势高度 Z
, ,

仅通过 D 来反映映射时空气块的高度变化
。

由前面º 等号可得
,

二
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厂厂

‘

: ‘(,
r
z

r
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( 12 )

( 12) 式在形式上便于与实际状态大气全位能的通常表达式 ( 用欧拉方法和拉格朗日方法其形式和

物理意义完全相同 ) 相比较
:

, ; 一
令 f 厂

’

: d , d , 十 f f” : d , d 。

0 “ 口心 。 以 口 口 。

一令 f 厂
’‘

二州
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.
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,

七 口 。以 。 口 口

( 12) 式只有当 s 二l 时
,

在形式上就相似于 ( 13 )式 ;但实际大气映射到参考大气
, s 一般不为 1

这样
,

用( 13) 和 (8 )式
,

我们得到欧拉方法有效位能表达式
,

, 一

晋丁
。

斌
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买
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呻
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( 14) 式中的 T ( 及 p : ,

2
.

等)与 ,
,

(及 夕
, . ,

z
, ,

等 ) 本不是同一空气元的物理量 ! 仔细说来
,

第

( 13 )

( 14 )

一项

、
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_

。
r 。。‘ , 、 * J _

_ _ 一 d P J _ _ _ J , J _ 二 巴娜
, 、
亡

J _ _
口J 日IJ I联 7 了 勺j “ 了I 已一 一一几子一叹 口 一 尸 “ 刀 “ 口 , I IU少口 1月沉刀 月 “ , , ‘ ,

一
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一 d 夕

g
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_ 一 d P
,

g
d a 二户

r d z ‘。
,

由于用

欧拉方法
,

这里的 d 。 和 d 爪 ,

分别在实际伏态和参考状态中共一个欧拉空间( d z d a)
,

也它们不是 同一

拉格朗日空气元
。

用 ( 13) 和 ( 11 )
、

( 12) 式我们分别得到拉格朗日方法有效位能表达式 ( *
号表示拉格朗日观点 ) :

, ; * 一
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粤f f” ( : 一二
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。 ) J , 己二 +
f

,
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( z 一 z , ) :
、二 ( , 5 )

0 口 口州 0 0 口 。 以 。 以 口

注一切
’ 。

买
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、
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丁
。

沁一买
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““ ,
!
z

·

,
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(1 6)式便于与 sm it h 有效位能方程〔’〕进行比较
。

sm it h 用的是拉格朗日观点
,

但却得到了一个不完

全的有效位能方程
。

so it h 方程只含有 (16) 式中的第一项
,

与 (1 5 )式第一项相比较可知
,

它与有效位能

的内能贡献部分变化趋势完全一致
,

仅振幅中以 。 ,

代替了
。。 。

所以
,

S m ith 方程仅表示
“

有效烩
”

例如
,

一冷空气块一般必须下沉才达到其参考状态
。

下沉时要绝热增温
,

内能贡献为负
,

故 si m th 方

程的有效烙亦为负
。

但下沉时位能贡献为正
。

有关计算(略)表明
,

冷空气的有效位能 (显然是拉格朗 日

观点)作为内能和位能贡献的净量应为正
。

相反
,

暖空气应为负
。

这等于说
,

大气中一般是冷空气推动

暖空气作相互运动
。

最后
,

有些文章将 (1) 式和(2) 式定义在有限区域上(式中以 。 代替 口)
。

定义有限区域参考状态用

“ ” ,

符号表征
,

则

A * = W 一W
, , ~ (W 一 环丫

,
)十 (体二

* 一评
, *
)二 A 二+ (环李

* 一 IJ’
, ,

)

上式中的 A 二即相对于新定义的有限区域参考状态的有效位能
。

A二在形式上与 A ,
的各表达式相同(仅

以 杯等代替 夕
,

等即可)
。

而该有限区域参考状态的全位能 环纂
*
亦容易作数学处理

。

注意到 砰
, *

是全

球参考状态在有限区域内的全位能
,

二者是不同的
。

3
.

关于有效位能平衡方程

首先
,

有限区域内实际状态大气全位能平衡方程我们已 知(对
(1 3)式求。, 间偏导数

,

并 ;己

丁
“

韶
。

买“
, 而)

:

要
一

加
宁。。 , 一

介 (v.
; 少 + 。

器)
十

了
。

奋
。, 二 +

gZ)
:

鲁
己。

(1 7 )

若用欧拉观点的(14) 式求有效位能平衡方程
,

则仍有这样一个向题
:

当非绝热加热场(Q )在实际状

态大气中的空间分布为已知函数时
,

当大气达到了参考状态
,

口场随空气质量调整发生空间变化而成为

未知函数
、

从而不便于作数学处理
。

同时还表明
,

用欧拉方法不能精确地得 到 夕坐标下 Lor enz 加热效

率因子万
,

、了
、

, _

少: _
1

/ 夕
, _

、
又 V

—
1

— 奋孟一—
孟

— 飞

—
J

2
‘

、 尹 /
(1 8 )

户
(上式中的△条件是

,

有关大气物理量出于同一空气元)
。

而用拉格朗 日观点的 (1 5 )式求有效位能平衡方程
,

参考状态隐含在实际状态之中
,

则不存在类似的

向题
。

我们前面讲参考状态
,

实际上是固定时间 t
,

在孤立系统中作位温 0 空间映射
。

我们是作有关参考

状态及有效位能的诊断分析
。

但这里显然不排除从 t
:

到 t
Z

(t
:

> t
:

)的时段内会发生非绝热加热及各种运

动
。

那么
,

求 (1 5)式中隐含的参考状态大气全位能平衡方程
,

有(参见 (1 1 )式)
:

里擎
生 一旦今生十理卜

~

O ; O 多 O 芯
(1 9)

(I
, *

和 少
, *

分别是实际大气将达到参考大气的内能和位能部分)
。

d l
, ,

夕
_

口尹
, , e 。

‘
’

, d 夕
, J _

几万一一 J
‘ ’

.

万惫一 , 飞萝J
。 丈 r ,

不万
一以 。

其中
口少

,

d 少
, , ,

_ ~ d 望
,

一下二一 = 一百丁一 一 V
.

V 生
‘ ,

一旬
- 戈一

O 不 口不 0 尹

d 望
,

d
尸 。 , , 、 ‘ ,

口 T
r

后丁一
.

石万一 L ”、
几 / 尹

”
夕

一

“一万 下
寸

一

鱼竺竺
一

厂竺 = 一

卫一
c P

\ 夕 e , T
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一

f
R
牛 (二

,

D ) 十誉f
:

r :

D
.

粤
d 。 +

f寻(, z
,

).d
。

L, ‘ 以 以 ‘ 0 以 口 L, 卜 州 口 U ‘

那么川 (1 7) 减(19 )式并经适当整理后
,

我们得到有限区域有效位能平衡方程

(
‘二

+ R D

C ,

口」
,

尸 _ /
_ _

T
,

\ 户
, _ , 、

尸
_ ,

_
_ .

_ _
、

- 下 一
二 l 好 ( 1 一万 一二; )十 ! 气a 。 一 1 1 口 r

臼
r
) 一 I c , V

.

凸义
’

一 月 V 义
’ r
) 一

O ‘ 心 \ 艾
’

/ 心 口

’厂 , ( J

丈爵
一 、

豁
一

J
’
R ,

, 7

+

餐J
’。

{〔督
(T 一 H T

?

,
·
+ (Z 一“

·

,
。

〕书了一 p
‘

口P

令}
“U ‘2。’

从上式中容易重新给出加热 (口 )产生有效位能的效率因子N
’:

、

\/
/

全p
/l、、N

,
一 1 一 H擎

一 1一

义
‘

e 。

+ 五 D

C 户
(2 1 )

(2 1 )式可以与 (1 5 )式相比较
。

实际上
,

在 t 时刻的映射关系中(参见图 1 )
,

设垂直坐标气压 夕是大气位温
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容易推断出
:
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加热产生存效位能比过去所讨论的要复杂
。

最后还应指出
,

若将有限区域(a) 扩展到全球(口)
,

本文所述的方程一般仍然正确
。
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P O T E N T IA L E N E R G Y IN A L IM IT E D
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A b s tr a e t

R ef o r m u la t in g th e e q u a t io n o f th e a v a ila ble P o te n tia l e n e rg y (A PE ) in a lim -

it e d a tm o sPh e r ie r e g io n in L a g r a n g ia n m e th o d
,

th e r e s u lts sh o w tha t it 15 d if
-

fe r e n t f r o m the e x Pr e ssio n o f Sm ith
, s (1 9 6 9 )

.

T h e b u d g e t e q u a tio n f o r th e A PE

15 a s w ell r e fo r m u la t ed
.


