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球面定常行星波的几种传播路径
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陆 维 松
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近年来
,

H o s k in s 用 Lo n g u e t一 H ig g in s首先提出的大圆理论 [‘〕,

和球面上二维 R o s sb y 波的能量频

散来解释由资料分析得到的遥相关和模式得到的遥响应
,

取得了重要进展
。

但是大团理论是在基流角

速度为常数时得到的
,

而在球面上讨论真实的基流难以得到解析解
。

本文依据 Fer m at 原理
,

利用变分

法
,

直接隶得球面上普遍的射线方程
,

从物理上直观地导得大圆理论
,

对球面上常见的几种基流型式
,

也

求得其解析解
。

并且应用了
“

平均变分原理
”

直接导得波作用守恒方程
。

1
.

大圆理论的另一推导

球面坐标中的线性无辐散正压涡度方程为
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式中 d 二 = ac os 尹d又
,

d y 二 a

匆
,

又
,
切 分别为经度和纬度

, a 是地球半经
,

价是水乎拢动流函数
。
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,

与文献【2J 结果一致
,
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并应用了波数和频率的关系式妙 + 耐二
。 忿

e t

= 矛
。

这里全波数 。 表示折射率
,

下面简单地作一证明
。

考虑到S 二 co ns t
.

是几何波阵面川
,

由定义
,

波射线就是与波阵面正交的线
。

换言之
,

与波射线相切

豹单位矢量同 V S 的方向一致
,

注意到 (3) 式
,

则得
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J = 一下二二二下

.

! V 乃 !

= 互i + 抓
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则单位矢量 J 在 二 ,
少两个方向的投影分别为
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那
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我们将单位矢量 J 与 y 轴所成锐角记作 夕二 夕(刃
,

则了
二
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令它与(5) 式中的 J
二

相等
,

我们求得关

本文于 1日8 7 年 6 月 3 0 日收到
,

z ga , 年 9 月 1 2 日收到修改稿
。
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系式、in e二 k
,

不妨设 无二丸 sin o
。 ,

因为 秃是一常数
,

则上式为

”s in o 二 n 。sin o
。

上式即为斯涅耳 (Sne ll) 定律
。

从而证得 。 即为射线跳折射率
。

由此
,

我们可以应用费马 (Fe rm at )原理
,

即最短光程原理 [aJ
。

程为

(6 )

一条射线上任意两点 P
: ,

P :

之间的光
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,

d ;
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; 一

广
·“·

是两点间几何长度微元
。

注意此处光程是无量纲的
,

与光学中的稍有点不同
。
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来研究球面上波射线的特征
。
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光程 L 为一泛函
,

按变分原理
,

当 L 取极值时
,

(1 。)式右端花括号内的t 满足 E ul er 方程
,

即
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积分上式得
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式中 口 二ar cc os b
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b
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只
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都是积分常数
。

(1 3 )式即为大圆方程
。

此大圆是经过 久二 又
。 ,
甲 “。的球面上大

圆
,

且当甲二 a 时
,

大圆到达拐点
。

此结果与文献 [2 〕一致
。

实际上
,

上述结果可从物理上直接得出
:

根据

初始假设墓流角速度为常数
,

可知折射指数为常数
,

从而按Fer m at 原理
,

即得两点间光程最短
,

就是两点

间几何距离最短
,

因球面上两点间距离最短的曲线是测地线
—

大圆
,

则推得当墓流角速度为常数时
,

球面上的波射线即为大圆
。

此方法在物理上简明直观
。

2
.

甚流角速度随纬度有变化

现在考虑基流角速度仅是纬度的函数的情况
,

此时折射指数也是纬度的函数
,

即

二 : 一 。 :

(, )一

李“ P
(1 4 )

与(9 )式类似可得
,

且取c = 。
。

将(14 )式代人(7 )式
,

并利用(8) 式
,

得对应的泛函的 E ul er 方程为
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由上式积分得波射线方程为
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式中N为积分常数
,

(只
。 ,
甲

。

)为射线通过的己知点
。

积分号前的正负号由斋
> 。或

斋
< 。确定

。

先考察常数万的意义
,

(8 )式和 面二ac os 华 d久代人(15 )式
,

得

d 劣
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式中。是射线与正 : 轴的夹角
,

成立
斋

一sin 。
。

则 由(1 7 )式得

几 c o s 价 sin 口= 几。e o s 甲
。sin 夕

。
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式中(么
。 ,
甲

。

)为射线的初始位置
,

e
。

为射线的初始方向(即人射角)
,

N 由(久
。 ,

,
。 ,

0
。

)确定
。

(18 )式即为球

面情形下的 S耽11 定律
。

有趣的是
,

与通常情形不同
,

现在 co s 甲 作为附加因子出现在 Sne ll 定律中
。

显

然
,

这是由于纬圈的几何长度微元沿 y 轴正向按比例因子 co s切减小所致
。

由(16 )式可见
,

波射线只可能

存在于 矛co s场> N
Z

的区域内
,

在临界纬度 p = 叭处有矿co s知
。

= N
, 。

为了进一步研究基流角速度随纬度变化时波射线的特征
,

下面考虑几种基流的理想型式
,

注意到在

这几种型式中
,

前面尹
p

中第二项是小项
,

为简单计
,

可将其略去
,

则我们可求得这几种情况的解析解
。

1) 云二 井sin Z沪

由(1 4)式求得折射指数为 矛 =
口

。

s in
Z
p

口
。

2 口

一奋万
,
产为常数

,
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。
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,
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。
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求得波数为 1一6 的波射线
。

如图 l 所示
,

各波都有向东向极地传播的趋势
,

且到达临界纬度

又折向赤道传播
。

波长越长
,

传播到同纬度的跨度越大
。

2 ) 云= 产e o s :甲

由(14) 式可求得折射指数为 矿“
O

。

c o s Z ,
,将此式代人(1 5 )式

,

积分得

tg侣+
翻

一 tg 樱+
黝

e x p [士 a :

(; 一,
。

)z

\ ‘ 任 l \ ‘ 任 l

(2 1 )

~ 二
_

广万万一丁
j蕊i ‘1闷 a Z = F - 下二1 ~ .

一 1
I 刀

-

。

取 只
。

= O
,

,
.
= 45

O

N
,

可按 (2 1)式求出此扰源激发的波射线
。

如图 2 所示
,

1一 6

波均可能向南半球传播
,

且波长越长
,

波射线越接近正南方向
。

而波射线另一解是
,

随着波长越长
,

越 接

近正北方向
。

前一解对于研究北半球的扰源如何影响南半球有着重要意义
。

同样
,

对于扰镰位于 南半

球
,

也得到类似结果
,

即南半球的扰源可以影响北半球
。

3) 云= 拌sin Z 甲
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.

5in , 2 甲 将此式代入 (15 ) 式
,
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,
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则
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,
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当 b < 0 时
,

解为
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按(2 2 )
、
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一
的波射线

。

如图 3 可见
,

图中有两种类型的波射线
。

一类是 1一3 波的波射线随纬度的增加趋于北极多

另一类是 4一6 波的波射线呈抛物线路径
。

由于这种墓流廓线是较为常见的
,

其结果有可能用来解释实

际大气中遥相关现象
。

1一 3 波的波射线接近经向传播
,

这与通常所得的遥相关波列基本一致
。

上述三种基流情况
,

对于其它纬度的优源也能得到类似结果
。

3
.

平均 L ag
r a n ge 函数和波作用守恒

将方程(l) 变换为麦卡托投影的形式
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考虑缓变波列闰

矽= A e o s(0 + 刀)

式中 0 = k X + lY 一哪
,

将此式代入 (2 5) 式
,

略去小量
,
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,
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“

平均变分原理
”
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式中R 为给定为时空坐标‘
,

X
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Y的区间
。

则由(38 )式得关于A 和 0 的变分方程分别为
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若考虑基流 云, 为 Y 的 缓 变 函数
,

则以

O

0 一 k云, 乘 (32 )式两边
,

得另一波作用守恒方程
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(34 )

这一结果与文献〔幻一致
。

4
。

结 语

本文分别对求波射线方程和波作用守恒提出一种新方法
,

前者按 Fe rm at 原理求得波射线方程 ; 后

者按
“

平均变分原理
”

求得波作用守恒
。

这两种新方法
,

物理意义直观
,

推导简明
,

有可能成为研究波传

播的新的途径
。
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A b st r a e t

In r e e e n t y ea r s , u s in g th e g re a t c ir c le r o u tes th e o r e m f o u n d fir st by

L o n g u et一H ig g in s a n d th e en e r g y d isPe r sio n o f th e sPh e riea l tw o d i功 en sio n a l

R o ssb y w a v e s ,

H o sk in s e x Pla in e d b o th th e te le eo n n e et io n s g a in e d w ith th e d a ta

a n a lysis a n d th e te le
一 r e sPo n se c a lc u la ted in th e n u m e rie a l m o d e ls

,
a n d m a d e

im p o r ta n t
.

a d v a n c e
.

B u t th e g r e a t c ir c le r o u te s th e o r em 15 fo u n d o n ly w h e n th e

ba sie flo w a n g u lar v elo c ity 15 e o n sta n t
,

h o w e v e r th e a n a ly tie so lu tio n s a r e

d iffie u tly fo u n d fo r th e r e a l b a sie flo w o n th e sPh e r e
.

o n th e b a sis o f Fe rm a t , s

Pr in e iPle
, u sin g th e v a r ia tio n a l m eth o d

,
th e g e n e r a l r a y e q u a tio n o n th e sPh er e

15 d ir e etly fo u n d
.

W h en th e a n g u la r v elo eity o f th e b a s ie flo w 15 e o 班sta n t
,

th e

g r ea t e ir e le r o u te s th e o r em
, v isib ly in th e Ph y sic s ,

15 g a in ed
.

Fo r a few u su a l

b a sie flo w Pa tte r n s ,
th e a n a ly ti‘a l so lu tio n s c a n b e fo u n d a lso

.

In ad d it io n
-

u sin g
“ th e a v er a g e v a ria tio n a l Prin e iPle

” ,

th e eo n se r v a tio n e q u a tio n o f th e w a v。

a e tio n 15 d ir ee tly f o u n d
.
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