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提 要

升在本文中
,

利用运动方程在 刀平面条件下
,

求得了无辐散运动的局地势
。

从它推出了涡度

守恒原理
。

也就是说
,

当局地势为最小时
,

运动是满足涡度守恒的
。

在文中
,

还对涡度方程的

L a g r a n g e 函数
、

能量等间题作了简单的分析
。

一
、

引 言

W hi th a m 等人曾试图从涡度方程出发来寻求与涡度守恒方程相对应的变分问题
,

然

后用平均的 L ag
r a n g e

方法来研究波动动力学性质
。

对于线性涡度方程
,

W hi th a m [ ’] 已

求得了相应的 L a g r a n g e 函数
。

而对于非线性涡度方程则未解决
。

伍荣生 [ “] 曾利用 Fi nl -

ay so n[ ”〕所称之为限制性变分原理
,

求得了与非线性涡度方程相对应的 L a g r a n g e 函数
。

但这种处理有较大的灵活性
,

从物理上看
,

它的原理还不十分清晰
。

在以前的工作基础

上
,

我们放弃了从涡度方程出发寻求与其对应的变分问题的惯常途径
,

改用从运动方程出

发
,

利用 G la ns d o ff和Pr ig og ine [4 ’所提出的局地势的变分方法
,

寻得了与祸度方程相对应

的变分问题
。

利用这一方法所得的结果
,

物理上较为清晰
。

本文是寻求与正压无辐散的

涡度方程相对应的变分问题
。

除了讨论正压无辐散气流中涡度守恒特征之外
,

还分析了

地形的作用
,

最后利用所求的局地势
,

对 L ag
r
an g e 函数的特性进行了物理意义的探讨

。

二
、

正压无辐散气流中的局地势

对于正压无辐散流体
,

运动方程可写成
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劝为位势
。

在 刀平面上
,

f 可写成

f= f
。+ 刀y (4 )
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因此
,
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,
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上式是考虑了刀作用与无辐散条件的非线性运动方程
。

在文[2 」中
,

对此方程的优点已乍

过分析与讨论
。

如果存在一种参考态 劝。
,

则有
, “ , 。+ 6口 ( . )

以下用附标
“ 。 ”
表示参考态

, d 表示扰动
。

相似地
,

对任一物理量
,

如 吵V雪
。 ,

也可写成
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。
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如此
,

( 7) 式可写成
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这里已假定 V 与 d 可以互换
,

即意味着扰动是连续可微的
。
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,

有
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在参考态附近
,

如扰动是一微量
,

如此 加
·

占(吵V 乙
。

)较小可略去
,
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,
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( 15 )式右端就等于 占尸
,

而 F (劝
,

功。)可视为一个双变量的泛函
。

考虑在参考态附近 F 的增量
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可见在参考态 功二协
。,

有
。 二 , 。,

因此

△F = O

而当偏离参考态时
,

价纷价
。,

则从 (1 5) 式可知

△F > O

对于整个系统
,

在参考态附近有
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下图示意地表示了 F (叻
,

叻。)的这一性质
。

甲。 一 6甲 甲。 甲。 + 8毕

图 F (叻
,

必)的示意图

由 F (叻
,

八)的这一性质可知
,

对于变分 仰有
占F I

,

飞~ , - ! = U
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(2 1 )

即在 叻二砂
。

时
,

F 为最小值
。

如此
,

将凤逮
, 用流函数 叻代入

,

可得 E ul er
一
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程
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经整理后可得
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(2 3 )

这即无辐散条件下的涡度守恒原理
。

按 G la n sd o r ff 和 p rig o g in e 〔4 ’,

具有性质(1 9 )和 (2 2 )的泛函 尸 (功
,

p。)称为局地势
。

根
据上述分析

,

可知
:

在参考态
,

局地势为最小值
。

此时
,

运动满足涡度守恒原理
。

因此
,

可
以从运动方程出发

,

利用局地势方法得到涡度守恒方程
。

事实上
,

推求涡度方程本身并不
需要按上述方法进行

。

引进局地势
,

应用变分原理
,

是使得把推求祸度方程的过程与求泛
函极值联系起来

,

它包含了使局地势达到最小的意义
。
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。
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此时
,

F (少
,

势。)为定常平均流场中的局地势
。

在 功= 势。时
, 尸 (吵

,

p 。)为最小值
,

即有
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利用 E u le r 一L a g r a n g e
方程

,

可得

J (价
,

V ,

势+ f) = O (2 5 )

这即定常情况下的涡度守恒方程
。

三
、

含地形作用的局地势

上节的结果还可推广到具有地形作用的情形
。

对于均质不可压缩流体
,

有连续方程
v

·

(刀一无)。二 o (2 6 )

其中D 为水深
,

h 为地形高度
,

如此有
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,
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,
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,
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(3 1) 式即考虑了地形作用的涡度守恒方程
。

四
、

L ag ra n g e 函数与局地势

对于线性化的涡度方程
,

W hi tha m 利用下法求出了 Lag ra n
ge 函数

。

线性化的涡度方程为

、:

半
+ 刀

粤
一 。

口‘
’
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作 变换
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~
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则 (3 3) 式化为

邺
d 才

.
十 口

J tF
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对于这类方程的变分问题
,

利用一般数学原理很容易求得 J
,

它相当于求下列泛函的极值

广口 口,尸 \t
.
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换言之
,

(3 6 )式的 E u le r 一L a g r a n g e
方程即为 (3 5 )式

。

从 (3 6 )式可知 L a g r a n g e 函数为
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.
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上式右端第一
、

二项为动能
,

这从F 函数的定义式 (3 4) 可直接推之
,

而第三项 Buc hw a ld 〔‘’

曾证明了它为波动位能
。

本工作则是放弃了直接从涡度方程出发
,

而是从运动方程利用 局地势方法寻求变分

问题
。

所得结果表明
,

当局地势达到最小值时具有涡度守恒原理
。

于此
,

对局地势再做些

分析
。

对于平均流场
,

运动方程 (7) 可写成
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将此关系代入 (1 6)
,

即得
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由于 V (中一功乙
。

)。为一保守力
,

故 (4 0) 式实际上是 由保守力作功的总和
。

而
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)
。
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。
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, 。为位势
,

合
(。 : 十

。
: )为动能

,

(, ‘
。

)。为涡旋能
,

它是由于大气中涡旋运动所引起的一

种能量
。

而局地势就是由这些能量梯度力所引起的某一能量之总和
。

因此
,

从某种意义

上来说(4 1) 式与 L ag
r
an ge 函数是有相似之处的

。



2期 伍荣生等
:

局地势与涡度守恒原理

从以上讨论可看出局地势与 L ag
r a n ge 函数的异同

。

除此之外
,

还可看出
,

利用 (1的

式求极值的过程
,

实际上就是相 当于利用运动方程求旋度的过程
。

换言之
,

推求涡度方程

的过程
,

从某种意义上讲
,

包含了使得局地势达到最小的物理意义
。

利用局地势方法
,

可以使我们寻求方程的近似解
,

使其误差为最小
。

按 Pr ig og ine 的

方法
,

选取基函数
,

利用求泛函极值原理
,

可以决定出基函数的各个系数
,

并由此寻求方程

的近似解
。

这种方法较之气象上常用的截谱方法具有一定的相似之处
。

截谱方法只是假

设取基函数中的几项
,

并未涉及求泛函极值的问题
。

而利用局地势方法可使寻求方程的

近似解
,

同时也有使误差化为最小的优点
。

下面将用一个简单例子来加以说明
:
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砂
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(z)p
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(4 2 )

其中 功
二

为坐标元素
,

一般取正交完备函数系
,

也可取某些特殊形式
,

关于这一点可参见有

关 G ale r k in 方法
。

实际计算中
, 。 只取有限项

,

问题是如何挑取系数 A
。

(t) 使其误差最小
。

现如取

劝
二
= 。‘, . ,

6
二

= k
二劣 + 执

二
, (4 5 )

9
。

为
。 波的位相

,

k
: ,

。
二

分别为波矢分量
。

在 功
,

为实函数时
,

有

A
,

二 一 A 一 二 ,

A
”

= A * 一 ,

(4 4 )

此外
,

利用 劝
。

的规一正交条件
,

即

介
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。
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n 二二 夕砚

(45 )

以及共扼条件
:

介
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,
二

州一{
8
。

+ 0
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。

年 0

8
二
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,

+ 0
。
= 0

(4 6 )

将这些关系代入局地势
,

如此可求得
:

F (晌
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劝
。
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: o
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A
. ,

+

+ 艺艺 (,
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。

)(, 于十 k于)A
。。通 , 。

〕A
:

从(2 1) 式可知
,

在求 F (劝
,

劝。)的极值时
,

相当于利用(4 7) 式求 A
、 ,

使其达到极值
,

即

(4 7 )

d F
一- 下 , 二一-

.

二 0 ,

d
,

= 丑
, -

0 月
s

(4 8 )

关于这一点
,

在〔4〕中有过 详细讨论
。

利用 (4 7 )
、

(4 8 )式
,

可求得
:

(*
.

+ 拼梦) 万
。
一 ,无

:

刀通
。

一艺艺 (,
。

无, 一 m , 秃
.

)(, 于+ *于)通
, 且 ,

(4 9)

其中夕
,

q 为满足 (46 )式的指标
。

上述求 泣
。

的过程
,

与直接将 (4 2 )式取有限项即截谱代入方程 (23 )式是相似的
,

但在

, 乒
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上述过程中
,

包含了求其极值的过程
,

而截谱截多少个谱是具有经验性的
。

有关利用上述
方法研究地形与 R os sb y 波的结果

,

将另文予以报告
。

,

- 叫
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