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半 地 转 三 段 k 模 式 边 界 层 运 动
’

徐 银 梓 赵 鸣

(南京大学大气科学系)

提 要

本文在半地转近似下
,

取湍流粘性系数 k 为三段式
: k , : (:

。
( 名< h :

)
、

k Z

(h
,

( : < h
:

)
、

k
:

(h
:

( : )
,

把行星边界层分为三层加以研究
,

得到了各层的风速分布和边界层顶的垂直 速度的解析

表达式
,

改进了 W u an d Bl u m e n 〔’3把半地转近似引入边界层的工作
。

特别是 使近 地 层的风

速符合对数律
,

且边界层中风向与自由大气底部的风向间的最大夹角只有 30
”

左右
,

这些都与

实际更为一致
。

本文还把正压
、

中性大气中的解推广到斜压
、

层结大气中去
。

引 言

经典边界层理论认为
,

在行星边界层中
,

气压梯度力
、

柯氏力和湍流粘性力三力平衡
。

w
u a n d Bl u m en 将半地转近似 (又称地转动量近似 ) 引人了边界层

,

即加进 半 地转惯

性力
,

这样就成了四力平衡
。

在物理上更为合理
,

在数学上也是较为方便的
。

因为所得到

的方程仍为线性方程
。

这使经典边界层理论有了很大的改进
。

但湍流粘性系统 k 只取一

个常数值(以下称这样的模式为单一 k 模式 )是亚待改善的
。

一 方面 这 不符合实际 k 分

布
,

再则 k 如何定也未讨论过
。

实际观测表明
,

从地面到二
、

三百米
,

k 是渐 增 的
,

然后又

渐减
。

为此
,

我们取三段 k (以下称这样的模式为三段 k 模式 )
,

即把边界层分为三层
。

按

通常的分法
,

例如折断模式
’2 ] ,

边界层分为近地层(或称常值通 量层)和 E k m a n
层两层

。

本文仍取第一层为近地层
,

且仍取 k = k ; : ,

而把 E k m an 层再分为两 层
,

分 别取 k 二 k Z ,

k

= k 3 。

由此求出了在地转动量近似下的解
,

并且各段 k 的确定也是较客观的
。

需要说明的是
,

k 虽然是间断的
,

但在研究过程中
,

保证 了两点
:

一是风 速 的连续性
,

一是粘性应力的连续性
。

因此
,

从物理上考虑
,

三段 k 模式是合理的
,

在数学上 也是简单

可行的
,

避免了繁杂的特殊函数的出现
。

二
、

定解问题和风速的求解

设行星边界层大气为正压的
、

中性的
。

引人半地转近似后
,

控制方程可写为

本文于 1 0 5 6 年 1 0 月 2 7 日收到
,
z , 5 7 年 3 月 2 3 日收到修改稿
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式中f 为柯氏参数
,

取为常数
,

(、
g , 。。)为地转风

,

k 为湍流粘性系数
,

其 他 符号 同惯常意

义
。

k 取三段式如下
:

!
左1“ ‘第一层

: ““毛“< “, )

k 一

i
“2 ‘
笋二导

: h ‘(
“< h Z

, (2 )

t左3 (第三层
: h Z簇名)

k Z可以取为 k , h l ,

经验地估计 k 。 ,

使 k 3 < 介2
,

后面将给出由地转风来决定 k l
的关系式

。

上
、

下边界条件为

{
“令co

‘ 2 二二 2 八

, 。 , 。
有限

: o , 材二 0 , 沙二
(3 )

式中
: 。
为粗糙度

。

由于近地层很薄
,

故类似于折断模式
,

可设第一层中风速(。 , , 。1 )满足下列方程

确鲁
d 林

1 ,

口沙
1

尺 1层 - 花犷, 一一 a , , 村 1石一毛不甲一
一

U 名
一 ’ 一

U 名
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式中
, a : , a Z

为待定常数
。

在 E k m a n
层中

,

运动方程可改写为
,

口2林
.

左
”

万扩
+ 。‘u , 。
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,‘

= “‘ , 左
。 + 气叹 。

十 久
沙、

= c Z
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(第二层
, 。二 2 ,

第三层
, 。 = 3)

式中

{一箫
,
“1 一 , 一

备
,

一如
g 一

、

争

}
。 2

一
, 一

器
,
b Z

一鲁
, C Z

一 ,⋯鲁
(6 )

由于边界层是正压的
,

地转风便与
: 无关

,

故(5) 式为关于
:
的常微分方程

。

我们利用在两个内边界面 (即 : 二 h ,
和

: 二二

h Z )上风速连续和湍流应力 连 续来列出衔

接条件
,

有
: 一 ltl

: 忱 l 乙 u Z ,

vl =
一
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口祝
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。
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我们的定解问题由泛定方程 (4) 式 + (5) 式和定解条件(3 )式
一

补(7) 式组成
。

由方程 (4) 式和下边界条件
,

很易求得第一层风速的形式解为
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这就是中性层结下著名的对数律风速分布
。

略去粘性力
,

可求得自由大气底部即边界层顶部的风速 (、
: , : ,

)为

{
肠 T 一

e lb Z一 b r e Z

D 4
秒T 二

a z c Z 一 c l a Z

D 4

D 4 一 a lb Z 一 b la Z

泌 由方程 (5 )式和土边界条件
,

求得第二
、

第三层风速的形式解为

}
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+ a 4 e 一 , 2 : 一
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式中的横线
“
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表示取共扼复数
,

且
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a 3 , a 4 ,

⋯
a 。为待定复常数

。

如下
:

b z

由衔接条件可列出 8 个代数方程
,

正好能求 得 8 个待定常数

= 2 k ZR e {E I A }
, a Z 介 2 k Z刀 e {E l}

一 D I 十 C I C 2 D 2 , a 4 一 C ZD Z

= J 3 ,
a 。 = J 4 , a 了二 D Z , a s = J :

( 1 2 )

1工n舀5口口aJfesIL

C l竺

D : 一

k Z了ZH 千 1

B Z
( k Z : ZH 一 1 )

‘ 2 一

会(
‘十

镖)
A 舰 ,

一 秒 ,

刀 ( A 一 A ) ( k Z : ZH 一 l )
D 2 一望些生- 厂

方丁
‘ 十 B I C产

B 创
B 丁l

卜

于方 I C : )
一 ’

( 1 3 )
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刀
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已求得了三层中的凤速分布为
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于是可得到
:

无量= 4 、4 h了[ (R
e { E , } )2 + (R e { E : A } )2 ]

由于 E ;
中包含地转风

,

故上式是联系 k l和地转风的一个关系式
。

欲回到单一 k 模式解
,

只须令

h z = 2 0 = 0 ,

k Z = k 3 = k

此时
,

第一层退化为 E k m an 层的下边界
,

而

(17 )
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此式与 W
u a n d Bl u m en 的 (23 a) 和 (2 3 b) 实质上完全一样

,

只是我们这儿没有无因次化

而已
。

若再略去地转动量
,

即在(6) 式中取
、 : , 。 :

为零
,

则又可得到经典 E km a n
螺线解

。

三
、

边界层顶的垂直速度

垂直运动与云和降水有着密切的关系
,

边界层顶的垂直运动又是 联结 自由大气和边

界层的重要枢纽
。

因此
,

求得垂直速度对动力学是很重要的
。

将已求得的各层风速代入连续方程
,

然后从
: 。积分到边界层顶即可求 得边界层顶的

垂直速度 W
二

为

W
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式中
: ,

为边界层顶的高度
。

通常取边界层中凤速与自由大气底部的半地转风速(u
, , 。 ,

)

第一次平行时的高度为
: , 。

上式表明
,

影响边界层顶垂直速度的有四项
。

第一项为边界层顶散度项
,

此项与粘性

无关
,

与边界层厚度成正比
,

这是经典 E k m an 解中没有的
。

第二项为近地层贡献项
,

此项

与近地层散度垂直切变成正比
,

因为
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这一项是 W u an d Bl u m en 的解中未曾出现的
。

第三
、

第四项分别为第二层
、

第三层中的

涡度和粘性作用项
,

它们与地转涡度有关
,

这一点从下面与经典 E k m an 理 论 的对比中可

明显看出
。

在条件 (1 8) 下
,

可得到
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此式与 W
u a n d B lu m en 的 (3 0 )式实质上完全一样

。

若

D
一 3 + 。 ,

票。
一 3

、飞
一 a y / J

再略去地转动量近似
,

则有

(2 2 )

厂
.

万一
理 ,

一“
,

丫万了
(2 3 )

这就是经典 E km an 理论中所说的边界层顶垂直速度与翅踌专涡度 务成 正比的表达式
汇”, 。

四
、

气旋与反气旋的例子

我们以气旋和反气旋为例
,

计算风漆和边界层顶垂直速度
,

并将 本 解 与 w
” “
nd

B lu m e n 的解进行比较
。

为此取 W u a n d B lu m e n 的 (5 6 )式
,

即

, 一 士

[卜号
(X Z + , 2 )

{
。一号

‘·’‘ , ‘’

取正号为反气旋
,

取负号为气旋
。

小为无因次偏差位势高度
。

参数的取值也同

Bl u m e n
一样

,

这样易于看出两种解的区别
。

取 a 二 0
.

5 ,

f一 1 0
一 45 一 ’,

R 。二 0
.

3
。

图时已回到有因次量
,

取水平尺度为 10 “m
,

因而速度尺度便为 30 m s一‘。

(2 4 )
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、,矛
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,

入
I
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图 1 三种解中的 、 , ” 分布

(经典 E k m a n
解

:

(A ) ; 单
一
k模式解

:

(B )气旋
,

(B’ )反气旋
;
三段 k 模式解

: (c ) 气旋
,

(C
,

)反气旋
, : 。 = o

.

i m
,
h : = 5 0m

,
h

Z
二 2 5 o m )

图 1 的。 , ”
分布图

,

是在点(二
, y )一 (10 “ m

,

0) 进行计算的
。

可见
,

在近地层中
,

三段 k 解比单一 k 解的风速要大得很多
。

这是由于前者 取 k = k , : , _
,

d ” ,

血 左1 之气万二一 -
口 石
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数
,

当 名
很小时 鲁

便‘民大
。

而后者却认为 k 不变
,

于是两解的风速切变 值相 差甚

殊
。

故三段 k 解的风速就大多了
。

另外
,

图 2

(经典E k m an
解

:

单一 k 模式解
:

三段 k 模式解
:

三种解中的 W
,

(A ) 气旋
,

(B ) 气旋
,

(C ) 气旋
,

(A
‘

) 反气旋
,

(B’ ) 反气旋 ;

(C
‘

) 反气旋 )

三段 k 解的风速与自由大气底 部风 速的最大

夹角只有 30
“

左右
,

而单一 k 解却在 4 5
“

左右
。

这都说明三段 k 解与实际 更接近
。

图 2 是垂直速度分布图
。

可见
,

三段

k 解和单一 k 解具有同样的 特点
:

气旋和

反气旋的 W
:

是不对称的
,

经典解却反映

不出这个特点
。

说明非线性平流项 对 W
,

有显著的贡献
,

它使气旋中的辐合
_ _

卜升明

显减弱了
。

三段 k 解与单一 k 解 最 明显

的区别在于反气旋中
,

后者过分扩大了非

线性平流项的作 用
,

前者 对此 进行了修

正
。

例如
,

随着
x 的减小

,

特别是在中心

附近
,

单一 k 解的 W
。

达到 最大 值
,

这

是极不合理的
。

众所周知
,

粘性作用是 l
一

行

于凤速有切变才产生的
,

本个例中
,

中心

附近的地转风近于零
,

地面风也是零
,

因

而 k 趋于零
,

摩擦作用引起的垂直速度必

为零
,

加之此处边界层 顶散 度 项 为零
,

可说明三段 k 解所示的中心附近 W
二

趋干

零是合理的

五
、

斜压性和层结性

仿照秦曾颧
「谨一 “〕

等人的做法
,

我们把正压推广为斜压
,

把中性层结推广到稳定和不

稳定层结中去
,

可进一步提高精确度
。

设自由大气底部的温度场为已知
,

且设温度的水平梯度不随高度而变
。

于是有

肠g

(: )一 舫。 :
一 云

, V 。

(: )一 砂: :
一 芍

9 d 7
, , , _ 、 二

_

_ g 口,
, ,

一
万可

欠‘ ,
一

‘“’ , “ 一

万而
、、 ,

一
,

(2 5 )

户l吸
I几
J、l!‘

式中 肠
: ,

粉
二

为边界层顶的地转风
,

筱
,

苏 为热成凤
,

它是
名 的线性函数

,

因而地转风

也是 : 的线性函数
。

此时
,

热成风的二阶导数为零
,

所以粘性对它无影响
。

将运动方程改写为

+ a l : 廿 ,
弓
一

b l。 公, :

~ e l

(2 6 )
a Z * 视 。

+ b
·, 、 , , 、一 e 。 (n 二 2

,

3 )

口一叼的一灸

丁
王冲L
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式中

口祝
g

(占
二

口劣
= J 一

J社
。

(占
、

)

口夕

‘ , 一 ,
之, g (·)

一

卜

晶
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几
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�

力
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,
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二

如
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.
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口
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一一下厂罗-
一 u ? n

一 一 - {了兮一
, ‘ 2一 一 ] “ g L‘ ) 宁 月几 口g 气叼口苏 以y 以 矛

( 2 7 )

( ” = 2 , 3 )

,
灿

h . + h
,

户一犷一
, 互3

‘

_ h Z 十 名,

2

略去摩擦力可解得风速
、 , 。 , 。, :

是 。 的线性函数
。

林 , ”

二

e lb Z
。
一 。Zb l二

D 盘

口 一C ,

一 口 , . C -

一

粉 , ,

— -
. . 曰

- 一~ 代二月尸~ ~ -一
.

II 孟 ( 2 8 )
D 盘=

a : ,

b Z
二

一 a Z : b , 。 ( , = 2 , 3 )

fjl
‘

用与正压时完全同样的方法
,

可求得待定系数为

一 。2

黔
+ 2 * 2 * ·

{一 B a 3

一
B 一 a 4

,队
。

口秒
, 。 ,

一 r 一 一
,

a
。

二 k
。

丰兴乙 一、一 Z k
,

R e 嘴( 犷
, 刀 a 。

一 犷 , B 一 ‘a ‘
) 挂

,

卜“ 2 一
‘、 “
口名

’ “
’、 “‘ ’” L 、

’
“‘’‘ “

’
“~ 一 毛 产 ‘ ’又 J

a 3 = D ; + C , ( D S + e
兰D 三+ C二D 二)

a 4 二 D 二+ e 笠刀基+ c 二D 舀

a 。= 石3 , a 6 = 厅4 , a 了二 D 舀
, a s = J 了

( 2 9 )

l
ee
J、.,

J
..L

、

jl
!
J

、

、、.夕产口刀
, 2

口:

知.

考虑了 E k m ““ 层的斜压性后
,

风溥为
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厂
助 , 之、

,

三

了乡
,

二 ;
丙

J
‘

民

尤犷
“勿 ~

’

人了J
“
“ 毕 “

乙厂
‘一 “助 ~ “

夕 a食 乡, a 手 ZJ

+ 2 “1“ “

{
犷ZB a 3一 r ZB 一’a 4

}, n

会
+ 2 “1“ “

{(
了ZB a 3一 r ZB

一 ‘a 4 , A Z
}‘

n

最 (3 1 )

当令热成风为零时
,

(3 1) 式便化为正压解(1 4 )式
。

对于近地层中中性大气成立的风速分布对数律
,

在稳定和不稳定层结大气中是不成

立的
。

我们采用 B u sin g er 〔7 ]的普适函数
:

{
1 + 4

.

7粤 (稳定层结
,

L > 。)

/ 名 、 」 力
甲
、蒯

一

1‘
, 一 , 5
手、

一

专(不稳定层结
,

: < 。)

\ J习 /

来解决这个问题
。

式中L 为莫宁
一

奥布霍夫长度
。

此时 (4) 式化为

口“
,

/ 名 \
,

口”
,

/ 名 \
R ’“-

瓦厂二 “ ,沪 、了/
, “ , “

贫
= “ , 切 气刘

由此可得
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,
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f
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名
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晰 = 下一} 1 11 一一 势 气二
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l }
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一 4
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力
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f
.
IJlt

一一认
甲

于是
,

衔接条件要作相应的变化
,

然后用与前述完全类似的方法
,

可求得层结
、

斜压大气中

的解为
。 , 一 *一牛

,

[旦华
里十 : 二 。{ :

,
。。
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,

但正压时的 H 要改为 H , 。
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1 1 二二二
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六
、

结 论

我们在半地转近似下
,

采用三段 k 模式
,

求得 了正压
、

中性条件下的行星边界层中的

风速和边界层顶的垂直速度的解析表达式(14) 式和 (2 0) 式
。

改进了经典E km an 解和单一

k 模式解
。

特别是近地层的风速增大了
,

风速与边界层顶的风速的偏差角减小了
。

这些都

与实际情况更加接近
。 了

还有
,

气旋的摩擦辐合上升有所减弱
,

反气旋中心附近的摩擦辐散

下沉更是大大减弱了
。

最后求得了层结大气
、

斜压大气条件下的风速表达式 (3 6) 式
,

使精

确度有所提高
。
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