
第 45 卷 第 3 期

1 9 8 7 年 8 月

气 象 学 报

A C T A M ET EO R O L O G IC A S IN ICA

V o l
.

4 5 , N o
.

3

A u g
. ,

19 8 7

半 地 转 近 似 下 的 非 线 性 波
’

刘 式 适 刘 式 达

(北京大学地球物理系 )

提 要

本文应用半地转的概念〔, , . 」分析和求解了正压和斜压的大气运动
。

指出
:

(1) 在水平无

辐散或淮地转条件下求单波解无法表现非线性作用的困难
,

可以应用半地转的假定 来解决
。

为了避开上述困难
,

不得已仅保留部分非线性项
,

但为了准确表征大尺度运动
,

最好应用半地

转假定
,

保留全部非线性项
。

(2) 准地转的假定可以滤去快速波动
,

半地转的假定同样也可以

滤去快速波动
,

而且半地转条件下的 R os sb y波具有充分的非线性特征
。

所以
,

它为讨论非线

性问题提供了一个途径
。

一
、

引
.

言

应用微扰方法研究流体波动在流体力学中占有重要的地位
,

它解决了不少流体力学

问题
。

1 9 3 9 年 R os sb y [ ”1考察了具有 刀效应的纯二维的无辐散的大气运动
,

假定大气在经

向上是无穷的
,

利用线性化的涡度方程求解
,

第一 次 引人 R os sb y 波的 概念
,

并 给 出 了

R o ssb y 波的色散关系
。

以后
,

H a u rw it z [ 4 ’(1 9 4 0 ) 将这个结果推 广到 球 形 大气 中
。

但

E r te l[ 5 ](1 9 4 3 )
,

e r a ig t6 ] (1 9 4 5 )
,
N e a m t a n 〔‘’(1 9 4 6 )等指出

:

涡度方程的线 性 化 是不必要

的
,

因为线性化方程的解也适合原有的完全的非线性涡度 方程
。

T h o m p s o n 〔“l(1 9 53 )还

指出
:

在某些特殊类型的运动中
,

非线性涡度方程能还原成线性方程
,

不过
,

他们都没有

提出求解非线性涡度方程的途径
。

郭晓岚〔g ’(K u o H
.

L
.

)(19 5 9) 经过特殊 处理
,

将球坐

标的非线性准地转位涡度方程化为地转流函数的线性偏微分方程
,

在 直角 坐 标中
,

曾庆

存 〔”也做过类似的工作
。

但是它有一定的局限性
。

作者 (刘式适
、

刘式达 )〔’”
,

川 (1 9 8 2 )

作了直接积分非线性涡度方程的尝试
,

用的是将方程中的非线性 项作 T ay lor 展 开 的 方

法
。

然而
,

为了避开求解非线性涡度方程与求解线性涡度方程在一定条件下的等价性
,

作

者不得已只保留了部分非线性项
,

这也是很不完善的
。

本文
,

作者采用完全的非线性涡度

方程
,

但应用半地转的假定
,

获得了寻求真正具有非线性波特性的特解的方法
,

同时指出
:

半地转假定既滤去了快速波
,

又保留了 R os sb y 波的非线性特色
。

二
、

正 压
·

模 式

描写大气运动的浅水模式即正压模式的基本方程组可以写为

*
本文于 19 5 5 年 3 月 1 5 日收到

, 1 98 6 年 z 月 2 0 日收到修改稿
。
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其中
。 , 。

分别为
x , y 方向的速度分量

, ‘为时间
,

f 为 C or iol is 参数
。
吕= g H

,

必= g h
,

功< 。
吕

H
,
h 分别是未扰动时流体的深度和偏差

。

显然
,

(1) 式包含两类基本波动
:

惯性重力外波和 R os sb y 波
。

由(1 )式知
,

地转平衡运动为

(2 )

f
。、 ‘o ) =

它是大气大尺度运动的零级近似
。
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通常的所谓准地转的正压模式方程组为
’
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或者把 (4 )式的头两式化为涡度方程
,

则(4) 式化为

矛(备二
‘。’

斋二
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t
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其中 , 为R o

ssb y参数
,

且应用了 , 平面近似
:

f一 f
。 , 刀y

,

(f
。 ,

, 为常数 ) ;鬓要
一
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刀 三
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. : 。 、 , ~ ~ 二,

~
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, 而 乙
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(5 )式很易化为
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口
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(7 )

这就是正压模式的准地转位涡方程
,

其中

、二

近
~

己。
(8 )

厂
‘
是正压大气的 R os sby 变形半径

。

(7) 式是关于 功的正压淮地转的基本方程
。

因为作了准地转近似
,

所以
,

它滤去了惯

性重力外波
。
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设(7) 式的解为

功(二
, y , t )= 中(6 )

,

口= k x 十 ly一 a t (9 )

其中 k
,

l分别表示
二 ,

y 方向的波数
, a 为圆频率

。

(9) 式代入(7) 式发现
:
(7) 式中的非线性项变为零

,

而得

一。K 箫中
" , + (刀k + # 2 。)少

,
= o (1 0 )

其中
“ , ”

表对 O的微商

K 盖= k Z + 12 (1 1 )

(1 0) 式表明
:

正压的线性准地转位祸方程的形如 (9) 式的特解必然也是相应非线性准

地转位涡方程的解
。

这就是说
,

在准地转的条件下
,

设形式为 (9) 式的特解无法 体现 非线

性的作用
,

若令

小
,
二 I (1 2 )

则 (1 0) 式化为
; , .

刀k + 拼2口 了 _ 。

1
.

下 一-
. 曰

-
; 多兮- ~ 1 — U

一口人 孟
(1 3 )

上式表征波动
,

要求
刀几+ 产2了

一a K 莞
= 1 ,

则求得

a 二二 一
刀k

K莞十护
(1 4 )

这就是准地转正压模式求得的 R os sb y 波的圆频率
。

为了克服准地转模式波动特解不能表现非线性作用的上述缺点
,

我们应用 半 地转的

假定
‘’ ,

这个假定的主要特色是区别平流量和被平流量
,

认为被平流的量具有地转平衡的

特征
,

但平流的量是非地转的
。

在半地转的条件下
,

(5) 式改写为

、、J./、、、.户/d
一即
d
万(备

+ 舫

斋
+ ·

(备
+ 似

斋
+ ·

乙‘“, + 刀
。‘。’+ f

。D = 0

价于(
c
吕十朔 D 二 O (1 5 )

f
。

嚼
一

韵
一俨‘

这里
,

第二式中我们加上了小项 叻D
,

第三式是我们加上的(。
,

的的涡度等于 f了Iv
Z
必的条

件
,

以保证方程组 (1 5) 是封闭的
。

(1 5) 式就是我们讨论的半地转正压模式 的 基本方程

组
。

设方程组(1 5) 的解为
二 二 U (0 )

, 。 = V (8 )
,

必二中 (0) (1 6 )

(1 6) 式代人(1 5) 式得到

1) 在文献中多称为地转动量假定
,

我们认为称为半地转假定更通俗些
。
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(17) 式的第二式和第三式分别对 e 积分一次
,

取积分常数为零得到
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这是决定 巾 的常微方程
。

由此可求得 巾
,

然后代入 (1 8) 式可确定 V 和 v
。

( 1 9) 式表明
:

半地转的正压涡度方程可以表现非线性的作用
,

这就克服了准地转模式

的缺点
。

利用 ( 12 )式
,

( 1 9 )式可改写为
2

+ 拜2口
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( 2 0 )式实质上是一个非线性方程的本征值问题
。

我们曾用

过
,

即写上式为

I
“ + Q :

(必
,

I ) = 0

其中

T a yl or 展开的方法 近 似求解

( 2 1 )

Q : (中
,

I ) 二 (2 2 )

将 O : (小
,

I )在点(巾
,
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若 ( 23 )式的右端只取第一项
,

则 ( 21 )式化为 ( 1 3) 式
,

求得线性本征值 。
,

即 ( 14 )式
。

若 ( 23 )式的右端取到第二项为止
,

则 ( 2 1) 式化为
; ,

,

刀k + 拌Z a 二
,

刀k 一拜
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这是 K d V 方程所对应的常微分方程
。

上式对 e 积分一次 (取积分常数为零 )有

‘
,
_ 刀k 一 拜, 口

‘ 一万丽吓不
岁 十

卫鱼架丛。

口人 孟
( 2 6 )
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上式两边乘以 2 巾
‘,

并对 0 积分求得

。
/ 2
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其中
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P 佗一拌

‘
a

(2 8 )

是 必 的三次多项式
,

A 为常数
。

设P , (中 )一 O 的三个根 巾
l ,

叻2 ,

必3
满足

巾 1 > O ,

必2 < 0 ,

中3 < 巾2 < O

则 (2 7 )式的解为

(2 9 )
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这是 R os sb y椭圆余弦波
,

它在
二
方向上的波长为

2 /
式一 气 , ,/

介 r

12 a K 釜。

(刀k一 拼2 “)(中3 一中 , )
K (哪 ) (3 1 )

K (、 )是第一种完全椭圆积分
,

模数跳满足
。; 2 _ 些二竺兰

中l一中3 (3 2 )

根据 (2 8) 式有

。
,
十。

, + 。
,

一里弊典丝
。:

P R 一产
‘
住

(3 3 )

取 , 一毕
,

则由(3 1 )和 (3 3 )两式求得半地转条件下 R o ssby 波的圆频率为
I’

, *

(
牙

赢
万)

2

(
币

袅韶坛)
、 ; 十 ; 2

(
厄碳而)

’

(
币

粤者渝)
(3 4 )

它既包含波数
,

又包含与波振幅有关的参数
。

由(3 0) 式看到 中 , 一巾: 为波的振幅
,

若令 中 , 一中2 ) o ,

考虑到 中 , > 。
,
巾2 < o ,

必有 必:

* 小2、 O,

相应
,

m 令 O
, K (。 ), 粤

‘

则频散关系 (3 4) 式退化为

刀k
K 策十 拼

2 (3 5 )

这就是准地转的 R os sb y 波的圆频率
。

由上分析我们得到结论
:

半地转的假定与准地转假定一样
,

也可以滤去正压模式中

的惯性重力外波
,

但半地转假定可以较好地反映非线性的作用
。

三
、

斜 压 模 式

描写大气运动斜压模式的基本方程组可以写为
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其中 w 为垂直速度
, p 。二 p 。( : )为静止空气的密度

,

万 为 B r u n t 一v 五15注l注

的作用
。

若相对静止空气的气压偏差为 厂
,

则

必= P‘

/ p 。

显然
,

(3 6) 式包含两类基本波动
:

惯性重力内波和 R os : b y波
。

应用 ( 37 )式
,

地转平衡关系在形式上仍旧是 (3) 式
。

准地转的斜压模式通常写为

频率
,

它表征层结

( 3 7 )
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或者
,

把 (38 )式的头两式化为祸度方程
,

并利用第三式
,

则 ( 38 )式改写为
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这就是斜压模式的准地转位涡度方程
。

显然
,

它只包含 R os s by 波

设 (4 0) 式的解为

价( x
, 了 , : , t ) “中 (口)

,

0 二 k x + ly + n : 一 。 t

其中
。 为 :

方向上的波数
。

( 4 1 )式代人 ( 4 0 )式发现
:

( 4 0 )式中的非线性项为零
,

若不考虑 p 。,

则得

一 a ( K 莞+
。 })中, , ‘+ 刀k巾

, = 0

其中

( 4 1 )

N “
随

:
的变化

,

( 4 2 )
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狱 = 、弃夕
儿

- (4 3 )

(42 )式表明
:

斜压的线性准地转位涡方程的形如 (41 )式的特解必然也是相应非线性

准地转位涡方程的解
。

这就是说
,

应用淮地转模式
,

在斜压情况下
,

对形如 (4 1) 式的特解

也无法体现非线性的作用
。

利用 (1 2 )式
,

(4 2 )式改写为

I
// 十

刀k

-
一- 7 万二下甲尸~ 气丁于 1

一口 气八孟+ 讹呈)
(4 4 )

上式表征波动
,

要求
刀k

一。 (K考十
、
爹)
一 1 ,

则求得

刀k
K 盖十 、

釜
(4 5 )

这就是淮地转的斜压模式求得的 R os s b y 波的圆频率
。

与正压情况相似
,

为了反映非线性的作用
,

我们应用半地转的假定
,

此时 (3 9) 式改写

为

毋
十

嗡)
; (。) 十 刀

一会弩
-

口 口 \口劝

苏
一

卜”

万夕丽
十 刀

‘

功 一 ”

(4 6 )

舫牡十十
。一击口一击

/性、了、/r‘、f.

ee
J....

这是半地转的斜压模式的基本方程组
,

它包含四个方程和四个未知数
,

因而是封闭的
。

设方程组 (46 )的解为
舰 = U (口)

, 。二 V (8 )
, w = W (口)

,

叻= 少(8 ) (4 7 )

(4 7) 式代入到 (4 6) 式
,

不考虑 p 。
的变化得到

!K 叉(“U
十 ‘U 一 a

冲
“‘ + p “巾

‘
一f吕n w

’
一 。

}
“ (kU

+ ‘y 一“ )少
‘ 」

‘

N
“

W 一 ”

I(
k U

一

卜‘r 十 “ W )
‘
一 o

Lf 。(无V 一 IU )
了
二 一K 釜中

“

(4 8) 式的后两式对 0 积分一次
,

取积分常数为零
,

得到

〔k U + IV + ” W = 0

〔f
。(k V 一 IU )二 一K 又功

,

将(4的式的第一式代入到 (4 8) 式的头两式消去 U 和 V 得到

‘一K 呈(a 十 肠W )中
“ 产+ B k巾

‘

一 f滩介W
尹= 0

之一 拐 (a 十 、W )必
“ 十 万 ZW = O

由此可知
,

半地转的假定可以反映非线性的作用
。

(4 8)

(4 9 )

(5 0 )
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由(5 0 )式可以解得 中 和 W
,

然后代人到(4 9) 式可求得 U 和 V
。

由(5 0 )式的第二式有

a 玲巾
I,

N Z一 几2 巾
,’ (5 1 )

将(51 )式代入到 (50 )式的笔一式得

一、 :
(卜

.

彩漪)
,

, , + , “,
,
一

摆筹寨群
互一。

,

(5 2 )

这是 巾 的常微分方程
。

或者
,

令

中
尸一 I

,

I’ 二 J (5 3 )

则(52 )式化为

I
“ + Q Z(I

,

J )二 0 (5 4 )

其中

Q Z(I
,

J ) =

刀* (
1 一
羔

,

丫
、 又 V 一

/

一l
二 :

(卜盖
,

)
+ 几 ,〕

(5 5 )

将 Q Z (I
,
J )在点(I

,

J )二 (o
, o )附近作 T a ylo r

展开有

n
, , , 、

刀k
甘 2 、J

’ J 户= 二两不万研了
2 十

刀无
N 2 (K 盖

+ 2 玲

一
I J

·

卜二
。 (5 6 )

a (

若(5 6) 式的右端只取第一项
,

则(5 4 )式化为(4 4) 式
,

则求得线性本征值 。 ,

即 (4 5) 式
“

若(5 6 )式的右端取到第二项为止
,

则 (5约式化为

B k
1

“
十一一二苏牛万万叮尸二几下 I 十

一 仃气n 石十 “I )

刀k命(K卜 “ “
贾)

, (尤芝+
。
资)

2
I J = 0 (5 7 )

巾咐 一
卜

, *

盖
(、 : + 2 ·

: )

。 (K 釜十
。
爹)
“

中
,
中

.’ 十
刀k

一。(K 老+
。 中

尸 = O (5 8 )

为了较方便地求解上式
,

我们

洲
‘2 ,

‘
5 8 ,式左端第二项中的, ,’m 邵攀不万

,

去代替
,

这样
,

(58 )式化为

巾
, 产产 +

, 2 * 2

箫
(、 : + Z n

、,

a Z(K卜
n
})

3
巾巾

产十
刀k

一。 (K 盖+ n
爹)
巾

产二 O (5 9 )

这是 K d V 方程所对应的常微分方程
。

上式对 0 积分一次(取积分常数为零)有



3 期 刘式达等
:

半地转近似下的非线性波

刀“k Z
儿 2

N 2 (K 灵
+ 2 嘴)

小
产,

2 a Z(K I
一

卜 n
子)

积分求得

巾2 十
刀k

a (K 泛十
、
了)

(6 0 )

上式两边乘以 2 小
‘ ,

并对 e

小
厂2 二

刀2 * 2

杀
(、 ; 一 2 儿、,

3 a , (K 轰+ 二
荃)

“
尸 2 (中) (6 1 )

;冬
仁
朴

是 小

P Z(巾)二小“一
3 a (K 圣+ 。于)

“

。*

盖
(K : + 2 儿‘,

中 2 + B (6 2 )

的三次多项式
,

B 为常数
。

(6 0 )式在形式上同(2 6 )式
,

(6 1 )式在形式上同(2 7 )式
。

所以
,

不难求得 (6 1) 式的解为

/
_ 。 , 。

。 2 , _ _ 。 _ 。 、

/ 万
‘
左
‘
花二布

.

(人 之+ 2 朴育)

小(0) 一必
。十 (巾

t
一小

,

)。n “V 二
一一卫卫二三一二‘一一二二〔少

,
一巾

,

)0
-

- - 一 ‘

12 丫 (人丈十 n 至)
j

-
-

一
(6 3 )

相应
,

R os sb y 波的圆频率为

。
,

/ 汀 、2 / 巾
,

一小
,

\
万纪l 二se 二二二es es es 二 1 1 二二es es es es 二芯一一一二艾, - I

_
‘

\艺五 L饥 ) / \甲 1 + 甲2 十 华3 / (6 4 )
K 盖+ 时

而且
,

在线性条件下
,

上式可化为

刀k
(厂 二二二

—
代二声于- , - - -

五 丈十 挽
(6 5 )

这就是准地转的斜压 R os sb y 波的圆频率
。

所以
,

与正压模式一样
,

应用半地转的假定
,

不但可以滤去斜压模式中的惯性重力内

波
,

而且可以较好地反映非线性的作用
。

四
、

结 语

谁地转的位涡度方程
,

对单波解和行波解
,

无论是正压情况还是斜压情况
,

都不能反

映非线性的特征
,

但应用半地转的假定
,

可以较好地休现非线性的特征
,

它不但可以滤去

快速波动
,

而且可以求得非线性方程的特解
。
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