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非线性斜压不稳定问题中的摩擦和对流

凝结加热作用
’

郑维
』

忠 余志豪

南京大学大气科学系

提 要

本文用 刀平面两层淮地转斜压模式
,

讨论了具有摩擦耗散作用和对流授结加热作用的斜

庄不稳定有限振幅问题
,

并对所得的有限振幅斜压波的振幅控制方程进行了数值积分
。

结果指

出
,

在无耗散作用时
,

斜压不稳定波的振幅是周期振荡的
。

当摩擦耗散作用仅存在于下层时
,

不稳定波振幅最终趋于一个为零的平衡态 当上下层都存在摩攘耗散时
,

对流加热强度较弱

即 饥
,

则存在着一个振幅为零
,

另外两个为非零的多平衡态
,

而扰动波振幅最终趋于

非零的平衡态
。

对流加热较强时 即 。
,

则仅存在振幅为零的单个平衡态
,

扰动波振幅

最终趋于这个平衡态
。

引 言

斜压不稳定理论
,

其中特别是非线性理论
,

近来已取得了较大的进展
。

例如
一

〔’一 ’用一个简单的 了平面两层均质淮地转斜压模式
,

讨论了扰动与基本流的非线性相

互作用
,

揭示了在有耗散的系统中
,

弱不稳定斜压有限振幅波
,

在不同的摩擦作用下
,

分别

会出现周期的
、

混沌的和定常的等不同演变现象
。

〔 ,
曾将弱 刀效应 与相对涡度梯度相比小一个量级 引进了模 式

。

结 果

发现
,

混沌现象和分周期现象仅出现在适当的摩擦作用和很小的 刀效应
,

对 于 较强的 刀

效应
,

只能出现定常解
。

上下边界的粘性摩擦作用
,

使得系统成为一个耗散的系统
。

” 〔‘〕研究了具有不同的
”
层摩擦作用时的有限振幅斜压不稳定动力学问题

,

指

出了当存在上下层不同的摩擦作用时
,

不稳定波振幅最终到达一个不为零的平衡态
,

但当

上层无摩擦作用时
,

不稳定波振幅最终趋于一个为零的平衡态
。

本文在这些研究的基础

上作了改进
,

除同时考虑 刀效应和上下层不同的摩擦作用外
,

还考虑由于下边界的摩擦效

应所引起的对流凝结加热的影响
。

结果表明
,

当加热强度超过一定强度时
,

可使斜压不稳

定波振幅的平衡态发生由多态变为单态的现象
,

且使平衡态振幅减小为零
。

我们曾在文献〔」中讨论了具有摩擦作用和对流加热作用时斜压不稳定线性问题
,

指

出了这些作用会使临界垂直切变曲线具有长波
、

中波和短波截断
,

以及还会出现平负临界

切变曲线对于波数轴他不对称和分支现象
,

对流加热作用使斜压稳定性有明显的减小
。

本文利用多时间尺度方法
,

考察在临界切变附近的弱非线性有限振幅波的不稳定问题
,

并

对所得的振幅控制方程进行数值积分
。

本文于 年 月 日收到原稿
,

 ! 年 收到修改稿
。
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模式和非线性近似解

我们将层结流体分为两层
,

上下层的厚度分别为 刀 ,
和

。

考虑摩擦和对流凝结加

热后的无量纲准地转涡度方程为
‘石’

 ! !味衅 ! ! ! !
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其中 ,
和 分别为上下边界摩擦系数

,

。
‘

为对流凝结加热参数
,

为 数
,

征扰动相对于基本状态大小的一个无因次量
。

这些参数的具体定义可参看文献【〕
。

考虑临界切变附近的不稳定
,

即令

二
。
十 △

,

△《
。

式中
,

二 , 一 和
。

分别为纬向流的垂直切变及其临界值
,

△ 为相应的微量
。

攘系数
犷
和 。 的最高量级为 幻

,

引进三个时间尺度

二
,

了 二

其中 户 , 。
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将这些表达式代人 和
,
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,
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式中符号见附录
。

与 式相应的边界条件 为

纷
一 ”

,

簧
一

” 。 ,

豁
一 ”

二

一

一

诱一月口子一

为了方便起见
,

假定 〔 △乃
,

从而有

拜 〔 ,

式中符号
“
一

”

表示对 的平均
。

方程 和边界条件  就是用来讨论非线性斜压不稳定

问题的基础方程
,

可用摄动理论来求得该问题的近似解
。

为此
,

将 协
。

和 诱 按小参数 ‘展

开为
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巾
一

嘴卜〔算
。

厂砂户
〔

‘

”
‘

诱奋
’ 」

将该展开式代入方程  就可求得各展开系数的表达式
。

诱二
, ’ ,

劝 ‘’ 二

穿 价玉,
’ ,

功蚕,
’

设解的形式为

彭
一

眯澹一
‘·‘
二

对于 〔。 的近似式为

其中 口二 掩 一
, 二 二 二 , 二 一

, ,

… 星号 表示这项是前一项的共扼
。

将 代

人  式
,

则有
, , ,

二

一
一刀 。 “

时
‘

丁飞了丁一 下一‘ , 召

刀 一 百
。

〕
“ 。

,

一
,

一下
一, 二二二二 二二二, , 二井尸一丈二子井二一二二二

刀十 一
。

」

这就是无摩擦以及无对流加热时的中性解
。

令

玛
, 二 且 ,

, ,

故 务‘
’

,
,

由此可见
,

尸 近似只能得到斜压扰动振幅与正压扰动振幅相对之比
,

要确定扰动振幅

的具体大小
,

还需进一步考察更高一阶的近似式
。

仿照 ’的方法
,

求得方程 的 〔
,

〔 和 〔 阶近似式
,

并 以波动

解代人
,

而且在 口 〔 和 护 近似式中引进由于非线性作用而产生的纬 向流 的修正量

中护
, ,

动 和 中护
, ,

动 艺二
, ,

那么消去久期项
,

从而可得到各阶近似方程
,

再用

重组方法
〔 〕将这些方程组合成为重组方程

。

由于巾梦
,

小扩
’

以及 都不是快时间尺度  

的函数
,
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则重组方程为
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式中的符号见附录 11
。

边界条件(3) 可写为
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,

/
d t d y 二 0 在 , 二 0

,

l 上

45 卷

(1l
a
)

(1lb )

( 12 )

(13 )

从 (ll a) 和 (n b) 可看出摩擦(
v , 、

一

v Z

) 总是平均纬向位涡的汇
,

它是起阻尼的作用
;
含

(v:一 v Z)的项是斜压场 价
,

和正压场 叻
,

的转换项
;
对流加热项(二

‘

) 与靡擦耗散项的作用

相反
,

故它是平均纬向位涡的源
,
含 si

n Z 行 的位涡通量项只与康擦作用有关
,

对流加热

对其无贡献
,

位祸波通量只引起斜压平均纬向位祸的变化
。

此外
,

从 (11 a ) 可知
,

如果
v:二 v : 且初始条件为价

。

(
y

,

0)
二 O

,

则不论有无加热作用
,

功
,

恒为零
。

三
、

定常解与非定常数值结果

为了使重组方程(11) 和 (12) 中不出现对 y 的偏微商
,

从而可进行时间演变的定性分

析以及对时间进行数值积分
,

不失一般性
,

可将 叻
,

和 价
,

按余弦级数展开为

砂
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,
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。
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.
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~
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~
t一万厂 l 与

‘ \ 场 ‘
/

“

势能
”
F

( 无 )之和即总能量是守恒的
。

因此在斜压不稳定过程 中
,

总能量没有耗散
;动能

与势能相互转化
,

扰动波振幅呈周期性振荡的
,

振荡周期依赖于初值
。

当上边界摩擦作用消失
,

即
, 1一 o 时

,

从(16
a)式可知

,

这时仅存在 R
。

( 下标 S 表示

相应的定常值) 为零的定常解
。

这与 P ed los k y
t41在 f 平面 中所得的结 果 是一 致的

。

当

v;、O 时
,

在上层中不再存在位涡耗散的汇
‘ ,

从 (n b) 式可知
,

这时定常波的位涡通量为
vZ(1一 , )

!
月
}
“
且不等于零

。

因此
,

为了使波产生作用与平均耗散之间平衡
,

定常状态下的

波振幅必须为零
。

对于
v:
和

, :
都不为零且 。

’

<
1 时

,

从 (16) 式可知
,

除存在着零的定常解外
,

还存在

着非零的定常解
。

在 (11) 式中分别令时间导数为零
,

则有

(, 访”一箫资
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·
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( 劝汀
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)

:

二 口。 刀呈 (18 b )

式中 口
二
的表示式见附录 111

。

由(16 b) 可得定常状态下的
“

角动量
”

为

L :一 一 (D Z/ B
l
)R 圣

‘

(

1 9

)

将 (ls a )
、

(
1 8 b

) 和 (19 )式代人 (16
a)式

,

再令时I’ed 导数项为零
,

可得
_ 。
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·
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式中 口‘”
和 口‘“’的表示式见附录 IH

。

显然
,

( 20 ) 式为绝对值相等且反 号的非零定常解
,

与原来的零定常解一起
,

共有三个定常解
。

这与 Ped los ky
[”]在弱 刀效应以及没有加热情

况下的结果是相类似的
。

他已证明了零解为不稳定的
,

当 刀效应较强时
,

两个非零的定

常解为稳定的
。

在这里 刀效应很强
,

它与相对涡度梯度量级相等
,

故 (20) 式的两个非零

的定常解是稳定的(在以下数值积分结果中也将证实这一点)
。

显然
,

对流加热作用使得

非零的定常解 R 荟减小
。

当加热作用增强到 m ’

〕 1时
,

从 (20) 可知不存在实根
,

即没有

非零的定常解
,

而仅存在一个零的定常解
。

所以对流加热将使不稳定扰动趋向于小振幅

扰动的稳定平衡态
;当加热较强时

,

甚至趋于振幅为零的平衡态
。

这是由于对流加热是使

得扰动的湿位能转化为动能的内源
,

而本模式中又仅仅详及动能的摩擦耗散
,

即没有考虑

类似牛顿冷却的热能耗散
。

因此
,

在此种耗散系统中对流加热作用 自会使稳定平衡态的

振幅减小以至趋于零
。

采用数值方法
,

对方程(11) 和 (12 )进行积分
,

其 中 价
:
和 叻

:
用 (1 4)的展开式代人

。

结果指出
,

无摩擦和无加热作用时
,

解在 1R I和 引R {/dt 的相平面上的轨迹是呈周期性

振荡的
。

当存在摩擦耗散时
,

轨迹是衰减周期振荡并逐渐趋于平衡态
。

图 1 给出了
v;二

v Z一 0
.
2

,

m

* 二。时相平面图
。

可以看出
,

曲线开始从初值 ( !R
o
{一 0

.
2 ) 出发几乎呈线性

不稳定增长
,

然后
,

由于非线性作用波振幅不可能无限增长
,

而是向下弯曲且不断衰减
,

当

振幅{丑 !达到最小值后又开始逐渐增大
,

如此来回振荡最终趋于平衡态
。

图 2 给出了当



产
毛 象 45 卷

(K 10一 之

d } R {

图 1 ,
,

:

” v
Z
= 0

.
2

,

州 * 二 0
.
0

,

〔 = 0
.
2 ,

刀二 3
.
5 0 5

,

A 了 ‘
.
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.
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任幼25瓦

存在加热作用时的相
‘

内听图
,

J 七轨线类似于无加热作用的情况
,

于加热作用而减小
。

0

.

2

,
v :

一

1

.

0 以及 川

当加热作用 。
’
)

\

1 时
,

解趋于零的平衡态
,

但这时的平衡态 {刀
; ‘

山

如图 3 所示
,

其中
二 : =

一
二
1

.

0

四
、

几 点 结 论

1. 在无摩擦耗散和无加热作川的情况
一

下
,

扰动波振幅在相平面上呈周期性振荡
。

因

此
.
在无源无耗的两层准地转模式大气中

,

有限振幅扰动由于非线性相互作用
,

斜压位能

与动能相互转换
,

其振幅呈周期变化
。

2

.

当魔擦耗散作用仅存在下层的
,

不可能存在非零的平衡态
。

这表明有限振幅扰动

演变至终态
,

其能 量耗散贻尽
,

振幅均将趋于零
。

如前所述这时波的位涡通量若不为零
,

为了使波产生作用与4;. 均耗散之问平衡
,

定常状态下的波振幅必须为琴
。



郑维忠等
:
非线性斜压不稳定问题中的摩擦和对流凝结加热作川

dt R !

J月l!11
.
1

入入入
111 {{{

图 3 ,
= 0

.
2

, , , :
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.

0
,

, *二 1 . 0 ,

刀= 3
.508 , ‘= 0

.
2

△二 0
.
0 1

,

I R

。

!
= 0

.

2

3

.

对流加热作用对扰动与基本流的相互作用有着重要的影响
。

当上下层 摩 擦耗散

都存在时
,

加热作用较弱 (即 m
’

< l) 时
,

存在着一个是不稳定的
,

二个是稳定的多平衡态
,

稳定平衡态的振幅为非零
,

其值比之无加热时要小
;而当加热作用较强 (即 m

’

》l) 时
,

仅

存在着一个为零的单个平衡态
。
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