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提 要

湍流的发生和发展湍流的描述是一个墓本向题
。

浑沌运动的最近研究表明
,

确定性的系

统可以有不规则的浑沌结果
,

因此浑沌的研究对解释湍沈现象是非常重要的
。

浑沌和湍沈的特点是放感初条件
,

并且长时间以后是不可预侧的
。

非线性耗教系统中运动的形态是转常复杂的
。

可以有定常吸引子
,

周期吸引子
,

拟周期

吸引子和奇怪吸引子
。

当控制鑫数变化穿过分岔点
,

吸引子的拓扑性质就要发生变化
。

一般
,

湍流经过极少数几次分岔即可出现
。

一
、

引 言

自 1 8 8 3 年 R e y n ol d 作了圆管实验证实湍流存在以来已经百余年了
。

湍流 (当然包

括大气湍流 ) 研究的进展是相对缓慢的
。

但是自从 L or enz [ ’1 1 9 6 3 年发现
“

确定性的非周

期流
”

即浑沌(c h a o s )以来
,

给湍流的研究带来新的希望
.

1 , 7 1 年 a u e lle 和 T a k e n st’1 论

证层流只要经过极少数几次分岔 (bi fur
o at ion ) 即可到达湍流

。

有意思 的 是
, 1 9 7 8 年

Fei ge n b a u m 〔3 】发现对耗散系统
,

进人浑沌的演化过程伴随着一个普适的无理常数 占

—F‘ig e n ba u m 常数
。

占= 4
.

6 6 9
,

2 0 1
, 6 6 0

,
9 1 0

,
2 9 9

,

0 9 7
,

⋯⋯ (1 )

Man de lb ro tf’ ]提出像湍流这样的不规则的几何图象
,

它的维数应是分数
。

这 就引起科

学界的极大兴趣
。

研究状态由无序到有序演化的 Pr ig og ing 耗散结构理论 t’1 ,
H ak o n 的

协同学 (sy n er g e tie s)〔6 1也都把浑沌纳人其研究的范围
。

同时已经有很多实验【7 】证实浑沌的存在
。

例如周期外力驱动下的非线性强迫振荡

中的浑沌
,

周期电压驱动下的非线性 R L C 回路中的浑沌
,

流体实验 B e, na rd 对流 中的

浑沌
,

T a y lo r
涡旋中的浑沌

,

B elo u so v 一 z h a b o tin sk ii 化学反应中产生物浓度的浑沌
,

强功率声波通过液体时出现的浑沌
,

激光器中的浑沌
,

等离子体非线性波相互 作用中

的浑沌
,

心脏跳动中的浑沌等等
。

大气湍流是气象学中最重要的问题之 一
,

L or e n z
文

章就是研究湍流的尝试
。

由于 Lor c
nz 的成就

,

1 9 8 3 年他获得瑞典皇家科学 院 授 予 的

C r a ffo r d 奖
〔‘’。

由于湍流和浑沌是受运动方程控制的
,

它们又都是非线性的现象
。

所以本文就有关

浑沌和非线性动力学中的一些概念和结果作简单介绍
,

供广大气象科学工作者参考
。

.

本文于 1 9 8才年 11 月 1 3 日收到
.

里夕8‘年 宁月 2 ‘日收到修改稿
。
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二
、

浑沌是确定性的随机

确定性的系统是指动力系统 (D yn a m ica l syst e m )
,

它们通常由微分方程
、

差分方

程
、

甚至一些简单的迭代代数方程来描述
,

方程中的系数都是确定的
。

因此只要给出准确

的初条件
,

就有唯一确定的解
。

正像拉普拉斯所说
: “

只要给出初条件我就可以决定未来

的一切 t9l
,

这是一种确定论的观点
。

但是确定性的系统还会出现浑沌
。

为此我们用简单的代数迭 代 方 程 (或称一维映

射 )r l。1

二
, + : = 拜公

二

(1一 二 ,

) 。 = 0 ,

1
, 2 ,

⋯ ⋯
拌任[ 0

, 4 ]
, 二〔〔0

, i ] (2 )

作为例子
。

其中 召 是控制参数
, 二 是状态参数

。

方程 (2 ) 原是理论生态学的一种模型
, 二 .

代表
。 代生物群体数目

,

叭
十 ,
代表 。 + 1代群体数目

。

若 (2 )中只有线性项
,

那么 x 。

随着 。 加

大只能无限增加 (当 产> 1) 或无限减小 (当 产< 1)
,

这显然不符合实际情况
。

但考虑到

食物有限等因素
,

必须加上非线性项不使其无限增长或减小
。

自然界的许多过程
,

如大鱼

吃小鱼
,

云滴碰并增长
,

积云对流发展到降水而又使对流减弱等用像 (2 ) 这种类型的非

线性过程来描述是比较合理的
。

给定初条件
二。 ,

由 (2) 式即可算出状态的时间演变序列 (。 当作时间 )

劣。 , 二 : , 劣2 一劣 3 ,

⋯ ⋯ (3 )

例如取 二。= 0
.

7 ,

图 i (a )
、

(b )
、

(e )
、

(d )
、

(e )
、

(f)分别是不同 拌值时算出的结果
。

X

1
.

0 朴 = 2
.

9

p = 0
。

8

.

O
p = 2

。

0

4 6

( a )

、卿帖
p = 3

。

2

穿一 刀
~ 一亨一嘴—育一气扮

n
4 8 正 l云苍正哀苍百一

n

4 8 1 2 i 6 2 0 2 4 2 g n 4 8 12 1已 2 0 2 4 2 8

( d ) ( e )

图 1

图 1 (a) 是 产 = 0
.

8 的情况
。

随着 。 加大
,
二 。

逐渐趋向于 。
,

x 一 O 是方程
二 = f (二 ), 召, (1一 x ) (吐)

的解
,

叫不动点或平衡态
。
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图 1 (b )是 ; 一 2
.

。
,

此时
二 ,

趋向于 (4 ) 的另一平衡态 1一冬= 。
.

5
。

图 1 (e
) 是 ; 二

一

”
-

-
-

-
-

一
- - - -

一
’ - -

一 召
- 一

”
’

一
’

2
.

。, 二 .

仍趋向于 1一李
一 。

.

6 6 ,

这两种结果我们叫做周期 1 解
。

-
- - -

一
’

一 产
-

一
一

”
一

”

当

A :

二3‘产《 l + 杯万 = 0
.

3 4 4 9二刀
:

(5 )

时
,

例如 户二 3
.

2 见图 1 (d)
。

此时 二。

在两个值上摆动
,

我们叫其为周期 2 解
。

召变化后
,

由一个乎衡态 (周期 1) 变成两个平衡态 (周期 2) 的过程就叫分岔
,

A :
叫分岔点

。

当 拜增

加到

才2
主 3

.

遵4 9‘ 产( 3
.

5 4 5二刀
: (6 )

例如 产二 3
.

5 时见图 1( e)
。

此时 二 ,

在四个值上摆动
,

这叫周期 4 解
。

A :
是周 期 2 到 周

期 4 的分岔点
。

类似
,

刁:
是周期 4 到周期 8 的分岔点

。

这种周期倍分岔过程不断下去
,

直 到 极 限

值

召.
= 3

.

5 6 6 9
,

9 4 5
, 6 7 2 (7 )

就变成了周期为 co 的非周期浑沌解了
。

图 1 (f)就给出 户= 3
.

8 时出现的浑沌结果
。

随着 拼 的加大
,

分岔点之间距离愈来愈小
,

每次缩小的倍数 就 是 Fei g e n b a u m 常 数

d
,

目口

才
。

一A
_ _ ,

11 m ee二牛se 一‘全‘二 O
. 呻 . 刁

, + 1一 刁
。

(8 )

以上这种浑沌的结果是不能精确地预测的
。

初始条件的微小差别 (这是 必 然 存在

的生 )例如取 二。= 0
.

7 1
,

最终将导致和
二。二 0

.

7 时的轨线有很大差异
,

甚至两者 变得毫无

关系
,

这叫教感初条件
,

是浑沌和湍流的独有特征
,

所以浑沌也叫奇怪吸引子 (str an ge

a ttr a e to r )
。

浑沌的发现给
“

确定论
”

巨大冲击
。

1 9 6 6 年 H e ise n b e r g t’‘] 曾经猜测
,

所有非线性现

象的一个共同特征是不可预测者 (u n p re d io
ab ili ty )

,

浑沌的结果证实了这种猜想
,

所 以

L or en
z
提出

“

长期预报是不可能的
”〔川

。

正像普利高津所说
: “

未来并不完全包含在过去

之中
” 【9 ]

。

也就是说我们要不断分析事物的变化
,

才能把握事物演变的规律
。

三
、

新结构的多样性

像方程 (2 )那样简单的非线性系统
,

都有各种定常解
、

周期解
、

浑沌解等多种形态
。

可

见一般的非线性系统更具有多样化的形态
,

这就扩大了我们对事物演化的认识
。

热 力 学

第二定律告诉 我们
,

对孤立系统嫡要达到极大
,

从微观上讲这只能是均匀
、

无序的简单状

态
。

而实际研究的系统都是开放系统
,

其内部有耗散
,

和外界有物质和能量交换
。

由于外

界不断有负嫡流进入
,

这就有可能改变其有序的程度
,

出现了许多无序向有序
,

结构简单

向结构复杂的时空有序结构状态演化
。

例如 L or en : 方程川就是描述当瑞利数增 加后
,

状态由静止变成有序的对流状态
,

最后变成有组织结构的湍流状态
。

下面介绍一些常见的运动形态的原型
。
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方程组

劣一 y

y 二 工

其中
“

.
”

代表对时间的导数
。

(9) 的解是

二二 e le l y = C Z e ‘

(9 )

(1 0 )

它在相平面 (二
,

刃 上是双曲线族 (叫轨线 )
,

线上箭头的方向代表时间增加的方向
,

如图

2 (a)
。

相平面上 的原点(o ,

0)
,

它使 矛和 夕同时为零
,

称为平衡态
。

图 2 (a) 的原点称为鞍

点
,

其轨线类似于天气图上的鞍形场
。

图 2

方程组
.劣.y

和
二二

一劣

二 一 y

= 一 劣一y

二 劣 一 y

。
劣

.

yr.

l
吸」

的解分别为

一 cl e 一‘

二 勺 e 一‘
和 {

‘一 ‘

二:{
c , “0 5

{
一 “, s

{
’‘

{)
Ly = 已 沃 CZ c 0 S 石十 C IS in 不)

(1 1 )

(1 2 )
劣V
“J

I
.�

它们在相平面 ( 二
,

刃上的轨线分别是直线和螺旋线
,

如图 2 (b) 和 2 (c)
,

此处平衡点 (O
,

0)

分别称为结点和焦点
。

从线性稳定性分析和图 2 易知
,

鞍点是不稳定的
,

而图 2 (b) 和 2

( c) 中的结点和焦点是稳定的
。

方程

矛+ ( 二2 + 毖2 一 1 )毖+ 劣 = 0 ( 1 3 )

它具有阻尼项 分
。

我们考察一下 ( 13) 的总能量 E 一冬
十

冬的变化

“d E

d t
二戴云十约 二 一 ( 劣2 + 汾2一 1 )j Z ( 1 4 )

由 ( 1 4 ) 看出
,

当 二 ? 十 沦2 < 1 时
, d E

d t
> 。

,

即能量增加 (相当子阻尼是负的 ) ; 当 护 + 护> 1

时
,

子
< 。

,

即能量减 ,JK 相
纤

阻尼是正的 )
。

只有在价
护一 1 上有

鲁
一 。

,

这在相

平面 ( 二
,

分)上是一条封闭的轨线
,

称为极限环 ( li m it cy c le )
,

它代表周期性的运动
,

如图 2

(d )
。
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对耗散系统不能只研究状态的暂瞬演变
,

而要研究长期的状态归宿
,

这种归宿可以是

像图 2 (b )和 2 (c) 那样的平衡态
,

也可以是像图 2 (d )那样的极限环
,

也可以像在自行车

内胎上运动的拟周期形态
,

也可以像系统 (2) 中出现的奇怪吸引子的东西
。

大气运动的能源是太阳
,

大气又是粘性流体
,

所以它是典型的开放耗散系统
。

我们只

有把大气看作是非线性的(而不是线性的 )耗散的(而不是保守的 ) 系统
,

才能准确描述大

气运动多样化的形态
。

L or en
z
正是利用大气的耗散性

,

找到了静止状态(平衡态 ) 向对流

状态 (周期态 )再向湍流状态转换的机制
。

19 7 9 年 C ha
r
ne y〔’3 ’也正是利用大气的耗散性

考虑地形强迫来研究阻塞形势的维持
。

四
、

分岔的定性分析

非线性系统既然有多样化的形态
,

如何寻找这些形态呢 ? 一般对非线性系统求其解

析解是困难的
。

而分岔的定性分析是有效的方法之一
。

大家知道
,

对线性系统平衡态的稳定性
,

以 。 孟‘

代入系统
,

由特征值 只来决定
。

若有一

个特征值的实部 R e 只> O ,

则是不稳定的
,

若所有特征值有 R 。 久< O
,

则是稳定的
。

例如对

于 (9 )
、

(1 1) 的三个系统
,

就要决定如下三个矩阵

一 1 一 1

) (15 )
一 1--0l)--1

00
月

的特征值
。

它们分别是 (久
: ,

只2 )二 (1 ,

一 1 )
,

(一 1 ,

一 1) 和 (一 1 十 艺
,

一 1 一葱)
。

故第一个(即

鞍点 )是不稳定的
,

后面两个(结点和焦点)是稳定的
。

对一般的柞线性系统
,

例如

= F (劣
, y )

= G (
二 , , )

(1 6 )

.
劣

.

y夕

lwe
‘

平衡态(F 二 O
,

G = 0) 的稳定性分析
,

用平衡态附近的相应的线性系统

司
孚厂

口F

(1 7 )
、、,/

.

劣y了产.‘、
、

口y

0F丽沁丽了‘夕,..、、
一一

、、.,/
。

劣
。

yZ了‘、
、

来分析
。

(1 7) 式右端矩阵的元素要用平衡态的值
二
和 y 代人求值

。

新结构的产生是由于老结构失去稳定性而分岔得到的
。

所谓失稳
,

就是特征值久的

实部 R e 只由负变到正
,

即在平面 (R e 只
.

Im 幻上 只穿过虚轴 (R e 只= 0) 造成的
。

这有三

种可能
,

如图 3 (a )
、

(b )
、

(e )
。

(l) 又沿实轴 R e 只穿过虚轴 Im 只
,

如图 s (a )
。

典型例子是

分二 I, 劣一 二 “一 x (拜一扩 )三 F (x ) (18 )

控制参数 拼 由负变到正
,

平衡态及其相应的矩阵(17 )的特征值 只见 4 69 页表
。

因此
,

参数 拼 由负变到正时
,

平衡态
x 二 0 由稳定变成不稳定

,

且在 “> 。时有两个新的平

衡态 : 一 上丫万出现
,

如图 4 。
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( 压 ) (b ) ( C )

图 3

拜< 0 平衡态 二 二 特征值 久二 产< 。
,

稳定

拼) 0

‘ = O

平衡态 _
二 二 土 侧拜

久二 户) 。
,

不稳定

几一 一 2粼< O
,

稳定

~ 一- - 闷
. p

V
于

图中实线和虚线分别表示稳定和不稳定的平

衡态
。

图 4 形状像一把又子
,

故称为叉型分

岔
。

(2) 只沿实轴的上部或下部穿过虚轴
,

如图 3 (b )
。

典型例子是
一斌林

图 4
丁必一

y + ‘〔“一 (‘2 + y Z )]

t夕二 劣 + 少L产一 (劣
2 + 少艺)〕

(19 )

平衡态(O ,

0) 的稳定性由(1 7 )的右端矩阵

拼一 3 劣 2一 少2

1 一 2 x y

一 1 一 2 x y

拜一 x Z一 3 , 2 (0 , 0 )

群 一 1

1 拼
(2 0 )

的特征值决定
。

(20 )的特征值是 只一 拌士 ￡
。

因此
, # < 。时 (o ,

0) 是稳定焦点
,

而 拼> 0 时

变成不稳定焦点
。

那么新的形态是什么呢 ? 我们作变换
x = : 。。 5 0

, y 一 , : in e
,

则(1 9) 化

为极坐标形式

=
业书主

一 r
(; 一 : 2 )

‘里
兰寻兰一 1

(2 1 )

(21 )式中 乡二 1 表示轨线以一定角速度旋转
。

由 ; = 。就求出一个新的平衡态
, 二杯下

,

它在原相平面(二
,

y) 上是一个半径为杯万的圆
:

护 十 李’二 井
。

这种运动形态是周期的
,

就

是前面说的极限环
。

图 5 是 拼< 0 和 拌> 0 时的相图
,

这种分岔叫 H o Pf 分岔
。

(3) 久沿实轴的两旁趋近 R e 久= O ,

如图 3 (c)
。

典型例子是



气 象 学 报 魂峨卷

苦= 拜 + 二 2 (2 2 )

当 拼< 。时有两个平衡态 二 = 一 杯二不
~

和 + 丫二万
,

它们的特征值分别是负的和正的
,

相

当于结点和鞍点
。

而当 拜> O 时无平衡态
,

即相当于鞍点和结点合并
。

这种分岔叫鞍
一
结

点分岔 〔: 们
。

从前面我们看到
,

湍流常数就是经过几

次分岔而形成的
,

所以分岔分析是重要的
。

现

在〔“] 已经发现可以用 计 算 L y a p u n o v
特 征

指数的方法定量表征耗散系统各种形态的演

化
。

大气运动的描述远比以上一维或二维例

子要复杂得多
。

但是还 是 可 以 作定 性 分

@ 沙
.

协 < 0
朴 > 0

图 5

析[ ’石, 。

现在普遍认为对于耗散系统
,

状态由高维的相空间最终要收缩到相对低维的相空

间去
。

也就是说系统的宏观形态可以用较少的 自由度来描述
。

这种极少数的状态参数叫

序参数〔’“〕
。

L or en
z
和 C ha

r
ne y 用截谱方法分别以三个或六个状态变量来描述有关的大

气现象的
。

五
、

湍流由多次分岔而形成

目前的很多实验和浑沌模型都发现
,

似乎湍流是通过多次分岔而形成的
。

就以 L o r e n z
方程

【‘,

!污
1省
t 名

“ 一 口劣 + 口y

= r 公一 y一 忿名

二 劣 y 一 b名

(2 3 )

为例
。

其中
r
是瑞利数

,

。是普朗特数
,

b 是与波数有关的数
。

Lor e n :
取 a 一 10

,

b = 8 / 3
。

。
: :

_

, ,
, 、

, , ~
、, ,

4 口一(口 + 1) 2 , ,
. , 二 , _ ‘ 、

。 一 ~ 一
, _ _ _ 、

。 ~ ~ 。

经计算和分析发现
,

当

一
下兴一之‘ < : < 1时

,

(2 3) 的平衡态(。
,

o
,

0) 是稳定的
,

这相当
一 ” ,

” 一“
“ ’

一 ~
’

一 4 口 、
’

、 一 r- j , 、

一
产 ” , ’

~ ~
、 一
”

’

~ ~ ~ ~
” J ’

~
” H 闷

于流体的静止状态
,

见图 6 (a)
。

但当
了
稍稍大于 1

,

经过叉型分岔而出现两个新的平衡

态
。 :
和

。2
(上杯石又万二订

, 土杯石又干二万
, , 一 z )

,

见图 6 (b )
。

当
:
继续增大

, 。:
和

。: 形成

两个像蜗牛状的轨线
,

见图 6 (c)
,

这代表对流状态
。

当
: 二 13

.

92 6 时两个蜗牛状膨胀到

两边对称
,

见图 6 (d )
。

当 ,
> 2 4

.

7 4 产生 H o Pf 分岔留下一个不稳定的极限环
,

轨线不时

绕过
。:
和

c : ,

显得无规则
,

这就是奇怪吸引子
,

形状多么像湍流啊 ! 见图 6 (
。)

。

虽然 L or e n z
方程不能显示出能量逐级向高频传输的过程 [ ‘了】,

也未给出湍流复杂结

构的细节
,

但毕竟算出了混乱的轨迹
。

不足的是
,

大气普朗特数 。 只有 。
.

7 ,

若 。 = 。
.

7
,

(2 3 )就算不出湍流来
。

我们
〔‘“]加进速度切变阻尼后

,

用 a = 0
.

7 仍然可以模拟出白天和

夜晚的大气湍流状态
。

现在已经发现
,

第四节中的三种典型分岔过程都可以形成湍流【川
。

非线性动力学和湍流正在引起愈来愈多的科学工作者的注意 [ 2“’。

我相信气象工 作

者对这个新动态的关注
,

必将促进我国气象科学技术的发展
.
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