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’
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(北京大学地球物理系 )

提 要

L or en
z
方程中引进切变以后

,

对普朗特数为 0
.

7 的大气可以出现浑沌
。

速度切变在一定情况下起阻尼作用
,

有切变时比无切变时湍流发生的临界莱雷数要高
。

浑沌是一种非周期的现象
,

它在相空间中的轨迹是混乱的
。

通向湍流的道路有很多种
。

切变较小时为普通揣流形态 ;切变较大时是间歇湍流形态
;
切

变适中时为短暂层流状态
。

有速度切变时的浑沌对大气湍流的研究有很大的实际意义
。

一
、

引 言

刀
.

万
.

L o r e n z 1 9 6 3 年川从确定的微分方程组
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中算出了非周期流
。

其中 。 是 P ra n dt l 数
,

它 代表分子粘性系数
v
和热传导 系 数 k 之

比

口 = 下 (2 )

r
是 R a yle ig h 数

,

它和 N Z
成正比

,

但符号相反
。

N 是 B r u n t 一 V 五15五/ a 频率
。

故 : >

0( N 2 < 0) 相当于不稳定层结
。

二十年代特别是近几年来关于非周期流或 浑沌 (ch ao
s ) 的研究飞快发展 〔“’

。

L o r e n z
方程 (1) 中当 a = 1 时不出现浑沌

,

只有当。 远 大 于 l 时 (Lor
o
nz 在文章

中取 。 = 10 ) 才出现浑沌 [‘’
。

而大气的 。 约为 0
.

7
,

因此 L or e
nz 的结果不能解释大气中

对流向湍流的转换
。

我们认为浑沌或湍流的出现是耗散系统中湍流的驱动因素和耗散因

素相匹配的结果
。

。 = 1 或 。 = 0
.

7 所以不能出现浑沌是耗散因素太小
,

不 能将对流破碎
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成一小块一小块的湍祸
·

根据我们的定性分 析
〔3 ’,

速 度 垂直切变嚣在一定条件下可以

* 本文于 1 9 8 4 年 11 月 1 3 日收到
,
1 9 8 5 年 6 月 1 5 H 收到修改稿

。



气 象 学 报 4 4 卷

是耗散因素
,

因此我们在方程

已经算 出了浑沌 [ 4 ] 。

本文计算了不同层结因素

(1) 中加进切变因素 S 以后
,

在 a 一 1 或 a 一 0
.

7 的情况下

, 和不同切变因素 召 下浑沌的特点
。

二
、

基本方程和出现浑沌的条件
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对二维 (劣
,

封 ”o us sl ne sq 近似
,

开仕连动万桂 甲引近和切尘币二厂成比例的阻厄狈石
,

以‘

流体运动方程组是 [‘,’1
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N Z 口吵
g 口劣

+ k△汀
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其中 叻是流函 数
, 汀 一

誉
是无因次密度

, ‘
是

“

混合长
” , J 是 Ja e o b i算子

。

利用截谱方法
〔’〕,

(3) 式化为常微分方程组
:
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乙 分别代表石动汪度

、

层结妞度相非线性独发
,
召 足尤囚伙切变囚 索

,

艺和刁万
一

成比例
, b 是常参数

。

若取 S 一 O ,

方程 ( 4) 就化为 L or
。
。 方程 ( 1)

。

方程 (4 ) 有三个平衡态

O :

( X
,

Y ,

Z ) 一 ( 0 , o
,

0 ) ( 5 )

户 。 , v v , 、 _ / 二 / 6「, ( : 一 1 ) 一 占1 二 /
U I ,

口 2 : 戈 z L , 三 ,
刀 / 一 怪 二一 1
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平衡态 O 相当于静止状态
,

平衡态
。 , 或 。 :

相当于对流状态
。

我们分析
〔毛’
对流状态失稳而发生 H oP f 分岔的临界 R a yl ei gh 数是

( a + S ) “(口 + b + 3 + S )
a (『 十 泞 一 b一 1 )

( 7 )

当 S = o 时
,

( 7 ) 式就是 L o r e n z 的结果
。

因为 犷 是正的 (不稳定 层 结 )
,

按 L o r e n z

要求出现浑沌必须

a > b 十 1 ( 8 )

而我们 (召并0) 只要求

a 十 泞> b 于 1 ( 9 )

因此 a 一 1 或 。一 0
.

7 就可能使 ( 9) 式成立
。

图 1 是取 a 一 。
.

7 , b 一 8邝 时在 (。
, : ) 坐标平面上按 (7 ) 式画出的 临 界

7
值曲线

,

该曲线的上部是发生浑沌的参考区域
。

曲线极值点的位置约为
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S = 5
.

4
, r = 2 5 9 (10 )

从图 1 看出
,

R a y le ig h 数
r 必须大于 2 5 9

时才可能出现浑沌
。

而 同 样 的 b 值 时
,

若

名 二 0 则只要
,
大于 24

.

74 就出现 浑 沌 〔’]
。

这说明在我们的模型里
,

切变的因素是压制

对流的
,

有切变时比无切变时出现浑沌要求

更高的 R a yle ig h 数
。

这和 Jo a e h im 〔”] 分析

钓结论一致
。

从图 l 还看出
,

切变 召愈大
,

所要求的临

界 R a yle ig h 数愈高
。

极值点 左边的一段曲

线不符合以上分析的物理过程和事实
,

我们

不考虑它
。

下面主 要 分析 S > 5
.

4 的 情

况
。

800600700500400300200100
。

1 0 1 2

图 1 出现浑沌的临界曲线

三
、

浑沌的状态特征

我们取如下参数

口 = 0
.

7 ,

b 二 8 / 3 ,

S = 1 0 , : = 5 0 0 (1 1 )

取初值 X 。= 1 0 ,

Y。= 10 0
,

Z 。= 4 0 0 ,

步长取 0
.

1 用 R u o g e 一
K u tt a

法对 (4 ) 式进行了数值

计算
。

在参数值 (1 1) 条件下
,

(4 ) 的三个平衡态为

0
:

(o
, 0 , 0 )

C ; ,

c Z :

(士 9
.

2 , 土 1 4 0
.

6 , 4 8 4
.

7 ) (1 2 )

图 2 是相空 间的一部分轨迹在 (Y
, Z ) 平面上的投影

。

图中箭头的方向代表时间增加的

方向
。

从图中看出轨迹先向
。:
运动并绕

。 ,
转六圈

,

之后又转向
c :
绕两 圈

。

之 后 是
。1
一

圈
, c :
两圈

, 。1
三圈

, 。:
两 圈⋯⋯

。

这种绕法是无规则的
,

无周期的
,

是类似 于湍流的浑

沌现象
。

为了使图清楚
,

图 2 中只列出轨迹的一段
。

整个轨迹的图象叫奇怪吸引子 (S t -

r a n g e a t t r a c t o r )〔“]
。

也可以用 p o in C a r e l截面法 [ 7 ’将三维空间的轨迹化为一维映射
。

在图 2 中连续取 Z 的极大值记录 2 1 , 2 2 ,

⋯
,

并绘制 z 、 1
对 Z 。

(。二 1 , 2 ,

⋯ )的图就导

得一维单峰映射
,

如图 3 所示
。

现在已经证明像图 3 那样的单峰映射都具有普遍的浑 沌 特 性
〔8] ,

并 称 L or e
nz 方程

(l) 算得的浑沌为 L or en
z
吸引子

。

所以我们算出的结 果 具 有 浑 沌 特征是确信无疑

的
。

四
、

各 种 浑 沌 形 态

我们在图 1 的临界曲线上部对不同的 S 和
:
值

,

算出了几十条浑沌轨道
,

从 它 们随

时间的演变情况
,

我们将其归纳为三类
:

普通湍流
,

间歇湍流
,

介于前二者之间的短暂的层

流
。
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30 0 一 2 0 0 一 1 00 0 1 0 0 2 0 0 3 C0

图 2 轨线在 (Y
,

Z ) 平面上的投影 图 3 L or e n z 吸引子的单峰映射

由于在临界曲线上发生 H O Pf 分岔
‘“’,

那么临界曲线的上部
,

方程 (4) 右 端 线性化

矩阵 [ ‘’的特征值 只= 刀: + 葱刀
: 的实部 刀

1 > 0
。

下表中列出 S = 6 , 7
,

s , 9
,

10 等 情况 下
,

不

同 r
值时 刀

: 的数值
。

此时解的形态由
e 夕“eo s夕Zt

决定
。

表 浑沌区特征值实部 口
:

的数值

卜卜件
\\\ 30 000 35 000 4 0 000 4 5 000 5 0 000 5 5 000 6 0 000 65 000 7 0 000

888

资资资资资资资资资资资
66666

::::::
0

。

1777 0
。

2 444 0
.

3 111 0
。

3 666 0
。

4 222 0
.

4 666 0
.

5 000 0
.

5 444

7777777 0
。

2 000 0
.

2 888 0
.

3 666 0
。

4333 0
.

4999 0
.

5 555 0
。

6 000 0
。

6 555

8888888 0
。

1 333 0
。

2 000 0
。

3 000 O
。

3 888 0
。

4555 0
.

5 222 0
.

5 888 0
.

6333

9999999 0
。

0 333 0
。

1 333 0
.

2 222 0
。

3 111 0
.

3888 0
.

4 555 0
.

5 222 0
,

5666

111 OOOOOOOOO 0
.

1 666 0
。

2 555 0
.

3 333 0
.

4 111 0
.

4 888 0
.

5 555

普通湍流状态常出现在 切变 泞较小
,

刀1
值较大处 (由表看出 对 同一

r
值

,

刀:
随 泞

增加而减小 )
,

因为 刀;
较大

,

所以 轨迹离开
。;
或

。:
也愈快

,

浑沌轨道 绕
。:
或

c : 的 圈数

不多
。

图 4 是 S 一 6
, : = 5 00 时 X 随 时间t 的变化

。

这属于普通湍流形态
。

间歇湍流常出现在 召 较大而 刀:
较小的地方

。

因为 刀:
较小

,

轨迹绕
。;
或

。: 的 时间

较长
,

甚至很长时间几乎 接 近
。 :
或

。:
点而形成层流状态

,

之后又转向湍流
。

这样层流

和湍流交替出现
。

图 5 是 S = 1 3
.

5
, ; = 6 50 时的 X 值随 ‘的变化图

。

从图中看出
,

浑沌之后 经 过 8 63 步的层流 (接近 c ; ) 又转向湍流
,

又经 过 2 30 步的

层流 (接近
。,
并稍稍振荡) 又转向湍流

,

又经过 5“ 步的层流 (接近
。2 )⋯

。
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图 4 5 较小时 (
; = 6

, , = 5 0 0) 的普通湍流
(下图头接上图尾

, 二
表示时间 )
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图 5 5 较大时 (s 二 1 3
.

5
, r 二 6 50) 的间歇湍流形态

(下图头接上图的尾 )
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40

O

一 4 0

一 8 0

8 O
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0

一 4 0

一 8 0

图 6 5 中等时 (。 = 1。
, : = 5 。。 )的短暂层流状态
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介于普通湍流和间歇湍流之间的状态
,

S 介于前两者之间
。

这种状态总的看像普通

湍流
,

但轨迹有时有一段接近层流
,

但时间不长
。

图 6 是 召二 10
, : 二 5 00 时 X 随 t 的变化

图
。

图中的浑沌状态中间夹有 2 60 步的层流状态 (接近
。: )

。

我 们称 之 为 短暂层流状

态
。

现在已经知道通向湍流的道路有很多种〔g 】,

间歇湍流就是其中的一种
。

带有切变时浑沌特征的研究
,

对研究大气湍流和热对流 [ ‘“]有很大意义
。
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