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提 要

利用正压润度方程计算波动能t 通盆时
,

它的形式将不同于直接利用运动方程所求得的

通t
,

这是一个于六十年代初所提出的向越
。

在本文中
,

对此向且进行再次分析与研究
。

绪果

表明
,

如果将运动方程进行改写
,

使其包含了与润度方程相等的条件
,

对于波动而言
,

鱿整个波

动范围求乎均且假定波动振福为常效
,

.lJ 可得到相同的表示式
。

于文中
,

还利用此改写的运动

方程
,

导得了波动位能的表示式
,

这为进一步研究非线性 R os 比y 波提供了一个物理荞础
。

言

L o n q u es t一H ig gl n sc 曰提出了这样的问题
,

即利用运动方程或利用涡度方程可得出二

种不同的能最通t
。

设线性化的运动方程为
布

‘

1
声、.了
‘、了口‘、产1几,曰,口4

了.、了、
、了‘、J叮、必一劣砂一yd一ddld d“ ,

一甲爪尸
一 1 2, 二二二

—
O 多

共斗 + f材
O ‘

d”

在无辐故条件下
,

即

d “ d”
吮丁一

.

十 尸三一~

二 U
U公 U y

可得能量方程为

餐
十 v

·

瓦一 。

其中

、尸
r‘
、I�匕八O了

、了吸、二 一

合
( u Z 十 。2 , 一 能量

F : = V 必= ( ‘必
, 。价) = 能量通量

在上述各式中
,

其符号均相同于惯常的意义
。

但从另一方面
,

根据 ( l) 一 ( 3) 式
,

可得涡度方程为

本文于 19 a4 年 1 月 2 5 日收到
,

1 9 5 3 年 1 月 2 2 日收到修改稿
-
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暴
俨 , 十 ,
豁

一 。
(7 )

其中 叻为流函数
,

它满足

、.了‘、了OQO口
了电
、/‘
.

.

少一劣d一d
”
常

一一

, 户�J一y
叻一, 口节

八口一
�

口一一

一刀一一
林

将 ( 7) 式乘以 价
,

经过整理后可得

餐
十 v

·

瓦一“
( 1 0 )

其中

矛
2

一
, v票

一 , ‘冬, 2 ,

。
、

以份 \ ‘ l

( 1 1 )

比较 ( 1 1) 式与 (6) 式
,

可以发现利用涡度方程与运动方程得出了二个不同的能量通量

声
2
与 了

; ,

而此二个通量之间还具有以下的特点
:

设甘表示这二个矢量之差
,

即

奋= 瓦一了
: (1 2)

如果
,

G 还满足
.

今

V
·

G = 0 ( 1 3 )

则将 ( 1 3) 加到 ( 4 )式上去
,

就可得到

d 刀 _
,

廿
_

戈
、

d E
_

_ 君
.

飞了十 V
’

气岁 1 十 。 ) =
.
万7 十 V

.

了 2 = U

口奋 妙 ‘
( 1 4 )

,
这时

,

就得到了相同的能量方程
。

要满足 ( 1 3) 式
,

须 G 成立

痊二 箱八v A

其中 兹为垂直方向单位矢
,
A 为某一物理量

。

B uc h w al d 〔2〕于 1 9 7 2 年曾求得了

式及 A
:

(1 5 )

的表示

戈 / 口A d A 、
行 一扭一 , 尸一

.

兮
~
一 舀

\ o y U劣 /
( 1 6 )

A

一
, 功十冬f , ,

‘

为什么会引起矛
:
与 窗

: 的差异
,

了
:
与 声

:
之中

,

到底那一个较为合理
,

这些向题虽然曾

有过研究
〔u ,

但仍未有一个较为满意的解答
。

设 吵呈波动解
,

即

晌= a e ‘( 孟二 + 价 , 一“ ‘)
( 1 7 )

则可算得波动的平均能量为

‘一

奋
a ’(k

’+ , ” ( 1 8 )

从涡度方程可求得 R os sb y 波的频散关系式为

刀及
k Z + 饥 2 (1 9 )

同时
,

可求得
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其中 C g 为群速
,

它的表示式为

F Z 二刀 C g

份 / d 。 口。
‘ g “气石不

一 ,

赢

(2 0 )

(2 1 )

这表示
,

利用涡度方程所得到的能量方程(10 )式是符合于物理概念的
,

因为流体力学中
,

已证明能量是按群速传播的
。

L o u q us t一H ig gc us 认为
,

在波组情况下
,

波动振幅是可变的
,

此时
,

在近似倩况下
,

就可以导得笋
: ,

即把 矛
:
与 矛

2
之差归结于波组与单波的差别

,

这种

分析并不能认为是完善的
,

这将在下一节中予以分析与讨论
。

二
、

问 题 的 解 答

正压涡度方程(7) 式是在无辐散条件 (3) 式以及刀平面的条件

f = f
。+ 夕, (2 2 )

下所推得的
,

(2幻式实际上也就是 R os sb y波的主要物理基础之一
。

直接利用 (1)
、

(2)两式来推求能里方程
,

虽然它已引用 了无辐散条件(3) 式
,

但是却无

祛引用刀平面的条件(2 2) 式
。

因此能t 方程(4) 式与(10) 式所包含的条件是不同的
。

我们可以将方程 (1)
、

(2) 两式作一些改写
,

使其包含了无辐散与刀平面近似这两个条

件
,

这时
,

它们的形式为

口“ _ , ‘ .

d协_ 口
, Z r ‘ 、

.

石万一 J U 一 万万一一百石、钾一 J , ,

d ” _ 。
_ _

d够_ 口
, 」 ,

_ L 、 。
_ L

节1
.

一 一 J 替一 了:
.

一 一节二、尹一 J 甲 , 一 P 甲
以 - . 了 . J

(2 3 )

(2 4 ) ,
一

在(2 4 )式中
,

较 (2 3) 式多了一项由于 夕作用所引起的附加力
。

而此力将是引起能t 变化

的主要因子
。

将(2 3)
、

(2 4)两式
,

分别乘以
。 , 。 ,

则可求得

‘恤.J口、l
产

户勺内O,目,�
J‘、
‘夕.、

留
十 v

·

瓦一 。

其中

”
3 一

(
。
“ 一‘, ’十冬刀, , , : (功一 f , )

‘

如果将 (2 3)
、

( 24 )两式
,

代人 声
2 的表示式

,

则可求得

、.子
‘

产、叮‘no勺‘,臼了
.、了几
�

。 / 口
, . , . ,

.

、

d
, , . ,

.

、 、

、 分
尹

‘

“一又万
L节L势一 J , ) ,

一
厉

叹, 气, 一 J , ) ) )
+ 户

如令 A :
为

A : = 功栖一f价“

_
.

, , _ _ 、 、 , , .

_ _ _ _
、旧A

,

d A
,

、

则 ‘“了)式甲用弟一观 PJ 与欣气硒犷
,

一百穿户
, 比较 (2 8 )式与( 1 6 )式

,

也可发现 A 与 A : 是

不同的
。

利用运动方程与无辐散条件
,

可得平衡方程
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一 , , 」 ,
_ L 、

_ 。口叻
V 一
、势一 J F j一 一 尸节丁

.

以 了

如取波动形式解 (1 7) 式
,

代入 (29 )式
,

则得
必一了协二夕五1哭二

一

少
节 J y 尸 无

z 十 饥
Z r

于上式中
,

将积分常数 G (t) 略去
。

用 ( )表示对整个波动范围内求平均
,

如此可得

(2 9)

(3 0 )

a

1一2万: 二不夏贾二了丽了=
刀,

无2 + 饥2 (3 1 )

在振幅
a
为常数时

,

有

d万 2

d少

一旦丝卫一
口x (3 2 )

因此有
口二享

尸 (3 3 )一?Fs
一一

这就表明
,

这二种波动的平均能量通量是相同的
。

反过来说
,

如果振幅
a
是可变的

,

则 (3 2)

式不成立
,

因之 了
2
与 笋

3
就不相同了

。

这时
,

相同条件下得出不同的平均通量形式
,

这种

结果当然是不合适的
。

从以上的分析也可以得出这样的结论
,

声
2 的通量形式是合理的

。

另一方面
,

如果直接利用未经改写的 (1 )
、

(2) 两式代人 F :
的表示式

,

则可得
。 /口A d A 、 君

儿二火万
,

一万夕
十 厂 ‘

其中A 如 (1的式所示
,

可以证明 A 与 A Z
有以下关系

,

即

毛
‘

争

1
, .

d = 一 d Z一下
~

J 梦
‘

故利用 (3 1)式及(1 7)式
,

可知

二 二 1

一d = 一 d Z一不
~

J p
‘

‘

由于 f 为 y 的函数
,

故

口万
、 _

万二- 二

关 U
以y

(3 4)

(3 5)

(3 6)

(3 7 )

如此
,

当我们对(3 4 )式取平均
,

便可以知道 声
2
不等于 笋

, ,

这就说明在不同的条件下
,

能

量通量形式是不同的
。

总之
,

声
:
与 了

: 的差异
,

是由于推求 声
:
时没有考虑到刀平面这一特点所引起的

,

并

非如 L o u q ue st 一H ig g eu s 所认为那样
,

是由于波动振幅的可变所造成的
。

三
、

波动的位能与 L ag ra u ge 函数

为了方便起见
,

将 (23 )
、

(2 4) 式写成矢量形式

d尹 _
, ,

诵了= 一 v ‘必一 J势)一又0
,
声p为 (3 8 )

上式右侧第一项为一保守力
,

设质点从其平衡位置 (设为零点)位移 夕距离
,

则克服此方
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所作之功为

丁
。节

·

v (, 一 , , , 一丁
‘(, 一‘, ,

在一个波动范围内
,

由于物理量的周期性
,

往北或往南运动
,

此物理量的差值总和相互抵

消
,

故就整个波动范围内求积分
,

其值等于零
。

这就表示
,

就平均而言
,

(3 8) 式中的第一项

是不起作用的
。

而在第二项所表示的力的作用下
,

质点从其平衡位置向北移动 , 距离
,

则

需对质点作功
:

, 一

丁;
“, d y

(3 9 )
·

其中(君
,

功为 子在 劣
,

y 方向的分量
。

此功就成为质点位在 叮处的能量
。

当 价为波动解时
,

可求得

占y = 秒占‘= ‘k功己亡

或者

k
刀二 一二

~

节
从J

(4 0 )

于此已假定 t = o 时
,

砂(0 ) = 刀。
,

即 , 。= a e “杏才+ . , 》,

将(4 0 )式代入 (3 9)式
,

娜叮可求得

1 0
.

势 =
.

苛 P 甲粉
‘

(4 1 )

从此可见
,

在 刀作用下
,

可以使质点得到了上式所示的能量
,

此表示 式与 B u c h w al d叨

所得到的相同
。

现引人新函数F
,

它满足

价= F
.

(4 2 )

于上式中用附标表示微分
,

由于

d y = . 占名二
d砂

二 F
二 :
占亏

如此
,

可以将 , 表示为

叮= F
,

(4 3 )

同理
,

有

省- 一尸 (4 4 )

将这些表示式代入 (39 )式
,

则得

。 一

音”
‘

·

尸
’

(4 5 )

按照力学原理
,

知道动能 E 可以写成

二一

合
(尸二’+ F

, :

(4 6 )

如此
,

可 以求得 Lag
r a n ge 函数为

; 一二一二一
音

{(‘
二 : , 十 尹

, . , )一 , 尸
二
尸

.

}
(4 7 )

利用变分原理
,

可求得与此 L 相对应的 E ul er 方程为

V ZF
. : + 刀尸

二 . = 0 (4 8 )
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如果将 (42 )式代人上式
,

就得到

V Z少
. + 刀功

,
= 0

这就是正压涡度方程
。

所以只要我们能够写出合适的位能表示式
,

就能够 得出 L a g ra ng
e

函数
,

利用它不仅使向题的物理本质有了深刻理解
,

即可 从分析力学的角度 了解祸 度方

程的机制
,

且使向题特别是某些非线性向题得到了一种近似解法
。

而 (4 7) 式的 L ag
r a n ~

g e 函数与 W hi tha m 〔3」
等人的结果是相同的

。

如果寻求 L ag ra ng
e 函数并不是一件容易的事情

,

有时
,

与一个微分方程相对应的变

分问题并不是唯一的
,

此时
,

必须挑取一个具有力学意义的函数才为合适
。

在下一 节中
,

将利用本节方法分析非线性祸度方程的 L a g r a
ng

e 函数
。

四
、

非线性R o ssb y 波的L a g r a n g e 函数

非线性的运动方程
,

可写成

才一劣,
一,凸一已孕一y

一

口一口
一乙

。 ”
�

.
州

解一t公工t口工口
入口工
入
0

十氛祝

其中

乙
。
= 雪+ f 二绝对涡度

‘

争

。一诱+
冬( 。

, + 。2 ) 一 总能量
‘

在无辐散以及 刀平面的条件下
,

( 4 9) 式还可改写为
:

口V
_ , , , 、 、 _

.

灭; - = 一 V L甲一g o
p ) 一叻V g

。

几尹.

(4 9 )

( 5 0 )

(5 1 )

相似于上节的讨论
,

上式第一项
,

在 (必一氛刃呈波动情况下
,

对整个波动范围平均
,

此 力

所作之功等于零
,

而上式第二项是引起能量变化的作用力
。

在此力场下
,

所作之功为

‘ 一

孙
v:

·

‘节+

介
, ‘,

( 5 2 )

如果近似地以 v乙
。

来代替上式中的 v乙
,

其中 v雪
。

表示在平衡点的相对涡度梯度
,

则 ( 5 2 )

式可写成

w !
丁濡}

。, ‘二 +

[:(
, +

刽
。

)。 ( 5 3 )

相似于上节处理
,

在 功为波动解时
,

可得

w 二
音{(

, +

器!
。

)二
, 。 +

箫}
。, :

} (5 4 )

如以尸来代替
,

则 。 可表示为

1
切之万{,

‘
.
尸

二 +

剖
。 ,

·
,

二
一

剖
尸

‘
尸

乃 ( 5 5 )

这就是位能表示式
,

利用此式可将 L “g ra n
ge

一

函数写成
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1 「一
。

一
。

~
, , 。

.

_
。
一 l

、
~ _

。
一 ! ~

、

1
山二百t

刃一, + r
·

飞一 刀 ·L L户 + v
‘
刀 , ·

!
。’刃 二

一 v
‘
才

.

‘二

}
“ 刃 , ’ J

(5 6 )

这一表示式与 Pr ig og in 户
」
所得出的广义摘的制造率在形式上是相似的

。

在他的工作中
,

广义摘的制造率 巾可写成中(T
,
T 。

)
,

其中 T 。
为某一平均沮度

,
T 为局地的沮度

,

而在我

们的工作中
,

在 L 之中
,

含有某一平衡位里处的俨乙
;
!
。,
v , 尸

. ,

!。
。

相似于Pr ig og ine 闺 及

F in la y so n 的处理方法
,

即作泛函

.
、声、声月才只�叹��勺

‘了.、‘‘吸、J 一

J
L‘”d ‘

求此泛函的极值时
,

令护 F
‘二

!
。 ,

俨 F
. ,

!。为不变
,

而在求变分之后
,

再令

v ZF
. 二

!。= v , F
. 二 , V , F

. ,

}。== v , 尸一

这种处理方法
,

Fi ai ay so n 称之为限制性变分原理
,

对这种方法 的数学 讨论
,

见〔6〕
。

利用

( 5 6 )
、

(5 7 )式
,

可求得 E u le r 一La g r a n g e 方怪为

v ZF 二 + 刀F
,

一尸
, .

俨F
, . + F

, .
v , 尸

r .
== 0 (5 9 )

这就是非线性涡度方程
。

(5 6) 式就是对应于非线性祸度方程的 Lag ra ng . 函数
。

w hi th a m o 〕
曾求得线性涡度方程的 L ag ran ge 函效

,

而未能求得非线性漏度方程的

L . gr a n g e 函数
,

最后
,

他宜称对于非线性涡度方程只能用 C lc 血 变换来进行研究
。

但

可以利用上述方法求得与非线性涡度方程相对应的 L ag ra n ge 函数
。

五
、

结 束 语

利用 (2 3) 与 ( 2 4) 式
,

可以将 刀效应反映到运动方程中去
,

因之
,

可以得到与正压涡度

方程 (线性 )完全相似的能t 通量形式
。

此外
,

从 ( 24) 式可知
,

在 夕乎面中
,

存有一个附加

的 y 方向的力
—

刀价
,

克服此力场所作之功可以用 夕价( y一y0 )来表示
,

如取 勃为乎衡点

位置
, y 为离开平衡点的位移

,

这样
,

就可以得出本文的结果
。

利用相似的原理
,

可以求出非线性运动方程中考虑 刀效应后的位能 表 示式
。

此时

附加力场是由于绝对祸度分布不均匀所引起的
,

而波动的位能就 是克璧服 此 力所作的平

均的功
。

利用这种物理推论
,

很易求得 刀平面中非线性涡度方 程 的 Lag ra n ge 函数
,

这

就使我们得到了较为深刻的物理基础
。

至于如何利用此 L ag r
an ge 函数来分析 与研究波

动的特点
,

将有待于以后的进一步工作

,
、
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