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论变l 线性相关系数的相互制约及其对

多元线性回归方程拟合优度的影响
’

王 盘 兴

(南京气象学院 )

提 要

本文提出并定且地研究了三个变最间线性相关系数的相互制约关系
。

在此墓础上讨论了

因子相关对多元线性回归方程拟合优度的影响
。

提出一种选因子的标准
,

并初步论证了它的

合理性
。

一
、

引 言

多元线性回归方程是气象科学中广泛使用的统计学方法之一
。

天气预报领域内回归

分析的实践指出
,

回归方程的预报效果极大地依赖于预报因子的合理选择〔”
.

有效的预

报因子应当与预报量间有清楚的物理联系和好的相关关系
。

但是
,

在很多场合(如长期天

气预报中)
,

我们对前后期天气间因果联系的物理机制知之甚少
,

选择预报因子不得不主

要地依靠统计手段
。

经验认为
,

有效的预报因子应符合下述要求
:

(l) 因子与预报量的相

关系数绝对值较大 , (2 ) 因子与因子间的相关系数绝对值要小
。

然而
,

近年来的实践提出了一些新向题C20
。

例如
,

使用某些方案建立多元 回 归 方 程

时
,

其最终人选的因子并不一定是供选择的所有因子中最能满足上述两个要求的那些 因

子
。

一些作者山研究了这个问题
,

提出
:

某些情况下因子间存在一定相关时有利于提高多

元线性回归方程的预报效果
。

统计学在其它学科中的应用也遇到类似的 问 题
,

M
.

肯德

尔山研究了这类现象
,

并对此 作了定性分析
。

这就对统计学天气预报中究竟应当按何种

原则选择预报因子的向题提出了与传统观念相对立的一种意见
。

本文从线性代数基本理论出发
,

导出了变量线性相关系数间存在的制约关系
。

在此

基础上定量地讨论了因子相关对多元线性回归方程拟合优度的影响
,

提出了一种选择预

报因子的原则
,

并对它的合理性作了初步论证
。

二
、

变量线性相关系数间的制约关系

与预报量 Y 具有线性相关系数
r J , , : 的预报因子 X ,

,

X :
间的线性相关 系数

; : :
之间

本文于 1 9 8 4 年 5 月 7 日收到
,

2 95 魂年 1 1 月 1 4 日收到修改 稿
.
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存在何种关系
,

是本节研究的问题
。

设样本容量为 n
,

则 Y
,

X ; ,

X : 可以表作实数域上 n 维线性空间 r 中的向量
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由变量相关系数及线性空间中内积定义得

: : 一Y0
·

X 全
, 2 二 Y o

·

X 呈 ( 3 )

: 工2 一 X 全
·

X 呈

将
n
维线性空间 V 分解成直交的 两个子空间 U

,

W
,

共中 U 是 尸 所在的一维 子 空

间
,

W 是
。 一 1 维子空间

。

即

V = U + W ( 4 )
_

式中 十 为直和记号
。

此时
,

显然有 Y。 ,

X 兮
, X 旦在子空间 U 中的分量的模

}r o ,

卜 1 ,

l工l
‘

l= l
: ,

!
,

IX 旦
‘

I = I
: 2

! ( 5 )

和它们在子空间W 中的分量的模

Ir o“
卜 。,

l尤空
‘,

l二 杯 i 一 ,
r

,

IX 旦
‘,

I = 杯 i 一 :
圣

’

( 6 )

设在子空间w 中分量 x l”
,

X 吕” 的交角为 中
,

因此
,

其内积为

到 l,. 理
I, 一 杯 1 一杆丫 1 一雌

’

c o s , ( 7 )

往意 X 空
,

X 旦在子空间 U 中的分量的内积

x 兮
‘

·

工旦
‘= : 1 : : ( s)

_

及 ( 4) 式给出的直和关系
,

得
: , 2 一 x g

·

x ; = ( x l
’十 x 早

‘’

)
·

( X 呈
’ + x 旦“)

= 义早
‘·

x 全
‘十 义空

‘,
·

叉2
, ‘

( 9 )

以 ( 7 )
、

(8 )代人 (9 )式得

: l: = ; 1 , 2 十 杯 i 一 ,
资杯 i 一 :

落
e o s 切 (1 0 )

( 1 0) 式给出了预报因子 X l ,

X :
间的相关系数

: , :
与相关系数

: : , : :
间的制约关 系

。

其右端 自变量的取值区间为
: , , : 2〔〔一 1 ,

1〕
, 甲任[ 0

, 二〕
.

又由向量间央角的定义知
,

Y “, X 全
, X 呈间的夹角 a , , 口 2 , a : :

间有如下一一对应关系
/ \

a l = f
“

人了二 a r c C 0 s 了i
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a Z = 1
尹”X 孟=

a r e e o s : 2 (1 1 )
厂\

a , 2 = X rX 吕= a r e e o s : : 2

利用关系(1 1) 可将
, : :
对

T : , ; 2 , 甲 的依赖关系用图 1 显示出来
。

图 1 , : , : : ,
甲 对 , : :

的制约关系示意

对 (1 0) 式的研究得
,

甲 = O时
, r : :

取得其极大值
r ” ,

一
r : r Z + 丫丁二刁

一

杯1二不
~

, 二 二 时
, r l :

取得其极小值
r ”· ‘一

r : r Z一丫
.

不耳了丫不耳「
甲 在 [0

,
, 〕上取值时

, : 1 : 的平均值为

(1 2 )

(1 3 )
·

不
一

青丁:一
d

一
r Z

(1 4 )
·

即

牙一2
一一

,,值川由(1 0 )式知
,

它也是 X 全“
,

X 呈
‘’

正交时的

r 一2

由(1 2 )
、

(1 3 )式
, : , : 的变幅

△; : 2 = ; 1 2一厂
: : 2 . ,

一 2丫 i 一 ;
r 丫 i 一 ,

鑫 (1 5 )

由 (1 2 )一 (1 5 )式给出的
; , 2二

: , r , 2 . , 。 ,

于: 2 ,

八: , :
与 r : , : :

的关系由图 2 给出
。

图 2 表明
:

因子间相关的性质 (r : : 的正或负)主要受制于因子与预报量间 的 相 关 性

质
,

与预报量相关性质相同 (: : , : : 同号)的两个因子间主要表现为正相关
,

反之
,

则主要表

现为负相关
;
因子间相关的程度(: : : 绝对值大小)则随因子与预报量间相关程度的加强而

加强
; 当且仅当 ,

了+
:
;《 1 时

, : : :
才有取得 。值(对应因子间不相关 )的可能

。
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‘.

-
三

、

制约关系对二元线性回归方程拟合优度的影响

给定样本容量为
n 的预报量 Y 及因子 X

,

(j 1一川后
,

可以建立一个 夕元线性回归
方程

,

少一 b。十 乙 b
,

x
,

(1 6 )
‘

J = l
户

其中
,

仑是预报量的回归估计值
,

b。
,

b
,

是回归系数
,

x
,

是预报因子取值
。

方程 (16 )的拟合优度 K 通常用它的回归平方和 。与预报量离差平方 和
; , ,

的比值表

示
。

即

K = 舰
/

s y y

已经证明
,

K 与复相关系数间存在关系

K 一R Z
(1 7 )

而

五“一 1一 D / D
。
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·
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行 列式 D
、

D 。的元素
: ,

是 Y 与 X
,

的相关系 数
, : , : , :

是 X
、:

与 X
, :

的 相 关 系数
,

显 然

r 沙‘, :

= r 一才一。

另外
,

由(10 )式得
, 矛‘, :

一 : , : r , :
+ 杯不万杯 z 一 :

亨二
e o s ; , : , :

式中 甲, : , ,

是 X 兮
: ,

X 梦
.

在子空间W 中分量的交角
。

若以
r
记

, ,

之总体
, r 尹
记

, , : , :

之总体
,

切 记 甲 , : 、:

之总体
,

则由(1 7) 一 (21 )式得

二 , _ _ , 、 _
,

_
_

旦里
,

甲 ; p )
J i 、 , ·

甲 ; I, 产 一 l

一 下厂丁二一二, - : 勺
口 。、了 ,

甲 j尹 j
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(2 2 )式表明
,

因子数确定后
,

方程(工6 )的拟合优度取决于预报因子与预报量相关系数的总

体及子空间W 中因子间交角的总体
。

因为 (2 2) 式已引入了因子间相互制约关系(10 )
,

式中
, ,

切 有明确的定义 域
,

用 它 讨

论 K 的取值规律是方便的
。

我们将先讨论 尹= 2 的情形
,

侧重研究因子间相关联系对拟合

优度的影响
,

从中引出稳定最优因子对概念
,

给出一种新的选因子标准
。

然后
,

利用二
、

三

两节的结论讨论一种简化情形下多元线性回归方程拟合优度曲线的性状
,

考 察拟合优度

随因子间相关联系和因子数变化的规律
。

由(2 2 )
、

(1 9 )
、

(2 0 )
、

(1 0 )式得二元线性回归方程拟合优度 K : 的表式

K Z = (: 了+
r
;一2 , : : 2 : : 2 )/ (1 一心

2)
, : 2 = , 1 : 2 + 杯丁不下杯r二砚

- c o s ,
(2 3 )

由 (2 3) 式知
, : ; , : :

一经确定
,

K :
便仅是

; : :
或 甲 在它们所对应的定义域上的一元函数

。

因此
,

容易通过研究 K :
对

: : :
或 , 的导数来认识函数 K : 的性质

。

由此得:到 厂
:
的 可 能

极值点为
:

1
.

对所有的
: : , : 2 :

或

卯= 0 , 汀

犷2 2 = r 1 2 . a x , 犷2 2 扭 s n

(2 4 )

.

对同号的
: : , : 2 ,

还有

(2 5 )

或
:
九

/ , 2 二 , ? 八
, 2 上 , 2 、 2 、

_ 召 , 1 ! I 从 , , . 】 ! . 生 、 , 龟

= a r e ‘ 0 5 屯~ 气: - - 一- - 一一 l/ 气一二二甲, , , 一 矛一 1 1
、

、 艺 了‘

{
,

. _

‘ 、 ‘ 丁’了’ / ‘

}
= 二置止二立一扩(

,

李丝丫
一 1 」

艺 犷1 r Z , \ 乙 了I T 2 /

.

对异号的
: l , : 2 ,

还有

。

一
。r 。。。s

伙匕止
、

了(
~

宾华丫
一 1 )

、

。 。
、 ‘

介
r ’ 。 r 。

丫
了’了 ’

“ }
‘2 6 ,

~
_ _

* * r t十 暇
,

/ l r 亨+ 了支 \
‘ ,

J
卫兄 了 , 2

-
- 二一- 一一一 , r l一芯了甲一了一 . 一

1

- - -

一 乙 7 lr 2 , 、 乙 了工T Z /

因此
,

当 : ; , : : 同号时
,

K :
有三个可能极值 点

,

它们是 辛一 。
, 二 , 切 攀

或
; : 2 一 ; , 2。

: , : : : ‘
。 ,

片
: ;当 , ; , : : 异号时

,

K :
也有三个可能极值点

,

它们是 切 = 。
,
二

,

,
* *

或
: 12 一 : : : 。 , : , : 1 ?二 ; : ,

,
亨贫

。

分析表明
,

上述可能极值点均是 K : 的极值点
。

对
: , , : : 的不同组合

,

这些点上 K : 的

极值性质(极大
、

极小)和取值由表 1 给出
。

由表 1 知
:

(l) K :
的极大值只出现在 几 : 的极

值点上(: : 2二 一 :

或
: : 2 . , 二

上) ; (2 )
,
t
Z , :

t言上 K :
恒取极小值

; (3 ) K :
的极大值均为 1 ,

极小

值均为 m a x (,
贫

, :
盖)

。

图 3 a
一

c
给出了表 1 所列五种类型的一些 K :

曲线
。

个号指示了 K :
极小值位 置

。

我们首先根据图 3 分析
, : 2 二。(即因子间线性无关 )时 K Z

的取值规律
。

发现
,

当且仅
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表 I K
:

极值点的位置
、

性质和取值

r : 、 , :

特征

分 类
极 大 值 }

二

杯
.

小 填
位置 ( r : :

) K
: 位置 ( r : :

) K
:
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1

二 in (卜
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}
,

}
, :

{) = 0

r ”二
: , r l二 . 1 . ,

r
: = r全蓄= 0 In a x (,

于
, r

圭) = : 1

-

叫l,
曰..J,曲‘

,J.引引n�
,�.翻U

r JzO、。

川日日//
。

今.
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图 3 a

一 0
.

2 0 0
.

2 0
。

4 0二

a (虚线 )
、

b(实线 ) 类 K
:
曲线

X 刀

,

礼
.

夕

, 。

乡
)

产
...; /

·

⋯黔:

0
。

.

眨,
·

‘

干、

落趁歹
。.1二

. .

一
、 已

0
。

魂

乃
。

5

二
_

一竺
二声

、

乏
. . . . ~

O , 2

, 1
.

0 一 O
。

台 一 0
.

6 一 O
。

‘ 一 0
。

2 0 0
。

2 0
。

4 0
.

6 0二 1
.

0 r 二:

图 3 b c( 虚线 )
、

d( 实线 ) 类 K :
曲线

当
: r十 7

芳= 1 时 K :
才取得极大值 1( 图 3 a ,

b)
;
否则

,

当
;
贾十 嘴> 1 时

,

由制约关系 ( 10 )
,

.

不存在
, : 2 = 0 ,

因此
,

也就不存在 K Z }
, : :二 。;

当
;

卜烤( i 时
, K Z = :

货+
r
盆< l ,

它 不 是 K Z
,

的极大值 ,特别地
,

对
。
类情形 (图 3 c)

,

K :
}

, :

。。
取 K :

的极小值
。

因此
,

从拟合优度曲线

的形状看
,

传统的选因子标准一般不能保证选到最优的一对因子
。

在样本容量较大的情
-

~ , . . . . .
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一 1
.

0 一 0
.

8 一 0
.

6 一 O
。

4 一 0 2

图 3 e

0
.

2
.

0
.

4 0
.

e 类 左
:

曲线

况下
,

我们能够选到的因子
,

其与顶报量间的相 关 系 数 一 般 不 易满 足
:

资+ 雌> 1 的条

件即
。

此时
,

按传统的标准选因子建立起来的二元线性回归方程
,

其拟合优度只可能处于

一个较低的水平
。

假定我们所研究的气象过程可以看作平稳随机过程
,

则其统计特征将不随过程的推

移而变
,

作为统计特征之一的拟合优度也就是回归方程的预报优度
。

因此
,

我们对于提高

回归方程的拟合优度是极感兴趣的
。

于是
,

对二元线性回归方程
,

就存在一个挑选最优因

子对 (使 K :
达到 1 的一对因子)的问题

。

最优因子对的位置已由表 1 极大值栏给出
。

考察图 3 a ,
b

,

发现其上
a , 。

类曲线(虚线 )两端邻域内斜率绝对值有显著差 异
, 。 类

右端大于左端
, 。
类左端大于右端

。

这一差异随
:
圣+

r
盖和 1

;

卜
:
; }之缩小 而 增 大

,

极 端

地
,

当
:

卜
,
; 时

,

虚线退化为相应图上的实线
,

其右 (左 )端之极大值退化为极小值
。

这种

情况使我们有可能从 a , c
类的两个 K :

极大值(它给出 2 个最优因子对 )中区别出一个相

对稳定的最优因子对
,

称它为稳定最优因子对
。

而对于 b
,
d 类

,

保留下来的一个 K :
极大

值其右(左 )邻域内 K Z
曲线的斜率绝对值较小

,

也称它为稳定最优因子对
。

稳定最 优 因

子对的
: ; :
取值已用符号

“

△
”

标注于表 1 上
。

在实际工作中
,

我们处理的大量问题 是 属

于
,
了+

,
兰和 1心一

,
引均较小的问题

,

并且
, : , :

的变动是不可避免的
。

因此
,

从最优因子对

中区分出稳定最优因子对的工 作是有重要实际意义的
。

由稳定最优因子对性质出发
,

引出一个选择二元线性回归方程最优因子的标准
:

(l) 因子与预报量间相关系数绝对值要尽可能大 ,

(2) 当因子与预报量间相关系数符号相同时
,

因子与因子间相关系数的代数值 要 尽

可能小
;
当因子与预报量间相关系数符号相异时

,

因子与因子间相关系数的代数值要尽可

能大
。

这个标淮的第一点与传统的选因子标准相同
;
第二点在 吐 + 鸡) 1 时 (小样本时会迂

到 )与传统的选因子标准相同
,

在叶+ ,
笠< l 时 (大样本时普遍存在)与传统标准相异

。

这个标准的合理性可以从下面两方面得到论证
:

首先
,

它是将因子对作为 整 体 看 待

的
,

因此包含了它们之间联系对预报量的作用
;
而传统的选因子标准则立足于单因子的作
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用
,

因此排除了因子间相互联系对预报量的作用
。

已有的天气学知识支持新的选因 子 标
、

准
。

例如
,

上游关健区出现适当的温压场配置(例如
,

斜压扰动) 时
,

预报区域未来出现某

种天气的机会要比其上单独出现上述配置中同类温度场或同类气压场时预报区域未来出

现该种天气的机会多得多
。

这种情况表明
,

物理模型中温压场是作为一个整体与预报区

城未来天气相联系的
,

尽管关键区中温度场和气压场间存在密切的联系
,

我们也没有理由

将其中之一排除在统计模型之外
。

其次
,

新的选因子标准排斥将同一时刻 (时段 )邻近两

点的同一要素选作因子对
,

因为
,

要素的空间代表性往往使
, : , , :

同号而使
r : :
取较大的

正值
;同理

,

新的选因子标准排斥将同一地点(地区)相近时刻 (时段 )的同一要素选作因子

对
。

因此
,

新的选因子标准能够保证所选因子对包含较多的预报信息
。

四
、

制约关系对多元线性回归方程拟合优度的影响

在讨论因子间的相关联系对多元线性回归方程拟合优度 K , 的影响 前
,

必 须指 出
:

(1) 因子数 尹远小于样本容量 玲 ; (幻 因子间相关系数按(10 )式受制于因子与预报 量 间
;

的相关系数
。

从 (22 )式出发的讨论将导致一系列实际计算
,

无法一般地揭示制约 关 系 对 K
,

的影

响
,

文献 [ 2
, 4〕中包括大量这方面的例子

。

为此
,

设 Y 与所有因子间的相关系数均为
, ,

所

有预报因子间的相关系数均为 尸
。

此时
,

制约关系 (1 0) 取形式
; , = ; 2 + (1 一 : 2 )e o s 甲 (2 7 )

·

而 (1 9 )
、

(2 0 )给出的行列式为

r r

⋯
r

1 , ,

⋯
了,

r , 1 ⋯
T ,

r , r ,

⋯ 1

(2 8 )
‘

,工1IT

一一

、.了

P
,

r了

�

‘
龟

D

L 。( r , ;夕 ) = ( 2 9 )
·

r,r, 1尸1
.

尸1尸r,

计算行列式 D
,

D 。的递推公式为

D ( ;
, 了, ; 夕) 二 ( 1 一 r Z ) ( 1 一 s , )

尸

( 3 0 )
。

5 . + 1 二
3 -

1 + 召 i

夕一 1

竺必
1一 r

.
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P 一 1

D 。‘二
‘ ; , )一 (, 一 ‘; )

’一’

fl (1 + “)
‘= 1

(3 1 )

忿‘+ 1
t‘

1 十 t‘

利用 (2 7 )
、

(3 0 )
、

(3 1 )式将 (2 2 )式化作
夕一 1

K (:
,

* ; , )二卜 (i 一 , 2 )n
i = 1

1 一名c o s 切

1 一 (艺一 1 )e o s 甲 /
1 + 云[ : 2 一 (1 一 : 2 )e o s甲]

i + (艺一 i )〔, 2 一 (i 一 犷2 )e o s 切」

(3 2 )

此式给出了 K
,

与
T , 甲 , 夕 的关系

,

或由(2 7) 式
,

它给出了 K
,

与
, ,

尸
, p 的关 系

。

不 失一

般性
〔3〕 ,

讨论
, 〔 (o

, 1 )
、

切(;
,

)如表 2 所给值时 K
,

随 p 变化的特征
。

表 2 中 1 , 3
,

5 点 又J

应
: z

取 :
所允许的极小值

,

平均值
、

极大值
; 2 点对应因子间完全不相关的情形

,

只对
; 气

杯了小二
J 卜、、 。 , 。拓 二。 * 卜。 , , 二功 。

_

。拓二。 * 、 , “、。

气广成立
; 4 点对应因子间相关程度与因子和预报量间相关程度相等的情况

。

表 2 尹 的五个特性点

点 序 因子间相关特性

2 了 t 一 1 极 小 谊

a : 。。o 、

(
- 了 ,

1 一 r z 完全不相关

三
2 平 均 值

a r C CO S

r

1 + r 名 与 尸 相 当

将表 2 中五点的 切值代人 (3 2) 式并化简
,

得

1
.

K
, 二 1 ,

尹一 2

_ , , 。 _

1
2

.

K
, = 夕户

,

p 《去
,

~
一

~ 7 山

(3 3 )

(3 4 )

3
.

K
, 二

4
.

K
, 二

5
.

K
, 一

尹r Z

夕; “二 (l一 r Z)

少
2

.

(3 5 )

尹r

T 2

十 (1 一 r )
(3 6 )

(3 7 )

对
: 二 0

.

5 ,

用 (3 3) 一 (3 6) 式计算了表 2 所列五种情形下的 K
,

曲线
。

图 4 表明
,

对于确定的
,
和 尹

,

多元线性回归方程的拟合效果将因因子间相关系数 的

增大而变差
。

其中
,

第 3 点的 , 或 衬具有临界值的意义
,

当 , > 要或
, ‘< , ,

时
,

理论上存
~

一” “

~ ~
“ ‘ 、 ’ J 月 ‘ 一 ‘”

’
n j r

一
产 、 ’ 砚

一
砂 ’

~
, 矛 ‘

即 ‘、 ’

一
了 ‘ 2 ~

一

、
一

” 刁 ’

~
护 .
一

’J
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/
,

,
护

. . . . - - 二

口户口
. .

一一
.
.

一一
。

尹

.
. . . . 曰. . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .
.

- . . .

. . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 口. . . .

.

,

4

.

一
口 ,
一‘

. . . . . . . -.

‘
.

-
. 一 ~ . . - . .

⋯
~
⋯

-氮0.O.

图 4 不同 尸对应的 K
,
曲线(r = 0

.

5)

在以有限个因子达到拟合率 1 的可能性
,

反之
,

则因子的增加将不可能使 K ,
达 1

。

例如
,

对情况 4
,

即使无限增加因子
,

其 K ,
值也不可能超过 叹本例为 0

.

5)
。

实际工作中经常迁到的样本对于取得高相关系数的因子而言似乎是太大了
〔的 ,

而 对

于增多回归因子来说又似乎是太小了
〔们

。

例如
,

对于一个容量为 62 的 样 本
,

得 到 一 个
r > 。

.

33 0 的因子约需查找 10 0 对关系 ,而对这样的样本
,

因子数取到 6 已是相 当大 了
。

此时
,

若严格按照传统的选因子标准去选取预报因子
,

将不可避免地去普查数以千计的关

系
,

而所得多元线性回归方程的拟合优度也不过略高于 0
.

5
。

因此
,

我们平时所见到的许

多复回归方程
,

其较高的拟合优度已经包含了因子间相互作用的贡献
。

五
、

结 语

探讨提高多元线性回归方程拟合优度的途径是近年来许多学科对多元分析提出的一

个重要研究课题山
。

在实际工作中
,

传统的选因子的标准已不全为人遵守
,

一些回归方案

中并不包括限制因子间相关的条件
。

本文的工作指出
,

传统的选因子标准有可修改之处
;

但是
,

由于理论上存在不稳定最优因子对
,

它对于一些仅根据复相关系数大小取舍因子的

回归方案是一种隐患
,

因此
,

这类方案都是不完好的
。

在天气统计学领域内
,

如下两方面

的问题也许更具有实质性
。

其一是把天气演变过程作为平稳随机过程看待是否符合客观

实际
,

已有一些文献c6 ,73
,

讨论了这个问题
;
其二是线性联系是否是天气演变过程前后联

系的普遍形式
,

文献比
〕
对这个向题进行过讨论

。

本文是在过程平稳和线性相关联系存在

的假定下讨论多元线性回归方程回归因子间的合理关系的
。
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