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本文从描写大气运动的热力
一

动力方程组出发
,

在无摩擦和绝热的条件下
,

统一地分

析了在中高纬度和低纬度所包含的大气线性波动
。

这种分析对于海洋波动基本上也是合

适的
。

1
.

基本方程组

我们采用通常的局地坐标系(x
, y ,

习
,

相应的空气速度为 (u , 。 , 、 )
,

又设空气的压强
、

密度和温度分别是几 p ,
T

,

则在无摩擦和绝热条件下
,

描写大气运动的基本方程组可以写

为

d u
/ d t一 f

。二 一 1/ p 刀尹/ 口二

d ”
/ d t + f

。 = 一 1/ p 口尹/口y

d w / d t = 一 g 一 1 / p d尹/ d
:

d p /口t + 口p
u
/口

二 十 dp 。
/口y 十口p w / d

: 一 O

尹二 P R T

dl n 尹/ dt = , dl n p / dt

(1 )

其中 t 为时间
,

f 为 C or iol is 参数
,
R 为气体常数

, g 为重力加速度
, 丫= 。,

/c
。

(。
。 , 。,

分别

为定容和定压比热 )
,

且

d / d t = 0 / d t + 、 0 /口
二 + v d /口y + 切 口/ d

: (2 )

方程组(1) 是封闭的
,

如撇开状态方程
,

也还是封闭的
。

除极高纬外
,

它适合于整个大

气
。

设大气的基本状态为

汀= 0 , 石二 O , 历 = o ,

厂= 刃(: )
,

万= 乃(: )
, 了,

= 甲 (: ) (3 )

这样做
,

不失一般性
,

而且运算上简便
。

(3) 严格地满足 (1) 有

d厂/灸二 一 g 户
,

厂= 万R 少 (4)

我们把大气波动看成是迭加在 (3) 上的扰动所形成的
,

即设

r, = 肠 , , v = 沙, , 毋 二 w ,

夕一刃(的 十厂
, 户= 万(: ) + 尸

, 少 一 7 ,

(: ) + 少 / (5 )

* 本文于 1 9 8 1 年 1 月 8 日收到
, 1 98 1 年 n 月 30 日收到修改稿

。
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带
“ ‘”

的量是扰动量
,

且假定 厂《乡
,

尸《万
,

将 (5 )代入 (1 )
,

且引人

m
, 二
二 万肠

产,
饥

产, :

则线性化的方程组为

T ,

《望

万v 产,
饥

产:

二户w 产

口m 二/ 口t一f m 二= 一 0夕
/

/O
x

口m ; /口t十 f m 二二 一口p产/口y

d m
‘

二/ dr == 一 0 ,
‘

/口
: 一 g p ,

dp
/

/ d t + dm 二/ d二 + Om ; / Oy + d m 二/ d
: = o

p ‘

/ 户一夕
‘

/歹一 , ,/ 矛

d夕‘/ 口t + e
呈N

Z
/ g

·

m 二=
e
呈d p ,

/ d t

(6》

其中N 二侧 g 印 n
石/山(百为位温的基本状 态 )是 Br

u nt
一
v 就s就; 频率

, 。 : == 杯下万歹
一
是

L a p la e e
声速

。

视 g
,

N
, 。 :

为常数
,

(6) 可化为

少饥
‘, = o (7 )

其中

夕二(口2
/ 口t

“ + N “)(d / 口r V Z 月
一

刀口/ o x ) + (口2
/ d tZ + f

Z)6 / d t (口
2
/ d

: 2 + a 口/口
: 一 l/

e
呈d

Z
/ d t

“)

(8 )

这里 V Z 为水平 L a p la e e
算子

,

刀为 R o ssb y 参数
, 。 = N Z

/ g + g /
c
里

。

(7) 即是我们讨论整个大气线性波动的偏微分方程
。

2
.

中高纬度的大气波动

设 (8) 有下列形式的单波解

。 ; = A e 一’/ ““” e x p ￡{(k ; x + k Zy + k 3 : )一。 t}

A 为振幅
, 。 为圆频率

,
k l ,

k Z ,
k 3
分别是 x , y , :

方向上的波数
。

(9) 代人(7) 得到 。 的下列五次代数方程
。与一。三。

3 + 。了。
* 。2 一

卜。孟。 一。奢。
, = o

其中

「。三= (k Z + 拼 2 )e
里+ f

Z , 。会= (k , N Z + 拼 2
f

2 )e
呈

LO活一 k ZN Z e
里

, 。了= k Z e
呈

, 。 *
= 一刀k

l
/ k

Z

而

壳2 二 k l十 k 圣
,
饥 2二 k呈十 (1 / 2 。)2

显然 。
。

表征水平声波的频率
, 。*

表征 R os sb y 波的频率
。

准确地求解(1 0 )几乎是不可能的
,

我们近似地求出它的五个根
:

1
.

中高频波

(1 0) 左端包含 。,

的两项可忽略
,

则(1 0) 退化为下列准二次方程

。 4一。三。
2 + 。

(9 )

(1 0 )
‘

(1 1 )

(12 )

(1 3 )

它的解为
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{。置
一

等{
‘

丫瓦噜了}
一

手{卜杯不德了)
(1 4 )

显然
, 。 : , 2

表征惯性
一

声波的频率
, 。 3 , 4

表征的是惯性
一

重力内波的频率
。

2
.

低频波

(1 0) 左端仅保留最后两项
,

则(10 )的第五个根是

。。= 占20 ,

(15 )

其中

占2 = (。
c

/ 。
,

)4 = k Z万 2
/ (k

ZN Z + 哪
2

f 2 )< 1 (1 6 )

当 m Z
f

Z<< 无ZN “
时

,
占2
、 i , 。。、。

, ,

这就 是 R o ssb y 波
;
而 当 左2 万2 << 饥2

f
2
时

,
占2

貂 k ZN Z
/ m

Z
f

Z ,
k ZN Z

口
吕‘尧‘吮竺; 7 了

~

口
111

一

J
-

* ,

这就是超长波
。

3
.

低纬度的大气波动

在低纬
,

f、刀y
,

这样
,

方程 (7) 是变系数的
,

此时设波动解为

m 二= A (y )。
一’l“口

‘ 万e x P艺(k l二 + k Z : 一 。 t)

代人到(7) 得

d “A / d y Z + (一刀k ,
/ 。 + 。 2

/
a Z e
呈一 k 荃一刀

2y 2
/ a

Ze
呈)A = o

其中
a “= (N “一。 2 )/ (饥

? e
呈一。

2 )

作下列变换
y = 杯a e :

/刀 粉, 。 = 侧刀a e : , ,
秃, = 杯刀/

a e :
z

则(18 )化为无量纲形式

d “A / d 叮
2 + (一 l加 + , 2一 12一刀2 )A 二 0 ,

这是 W
e
be

r
方程

。

再令

且 = e 一 1 / 2
·

”’B

则 (2 1 )化为 H e rm it 方程

d “B / d 刀
2一 2 , d B / d刀+ (一 l/

v + v Z 一 22一 z )B = o

要求 A 或 B 对所有 , 有界
,

定得本征值为

一 l/
, + , 2一 12 一 z = 2 , 2 ,

(n = o , 1 , 2 ,

⋯ )

而本征函数为

(17 )
,

(1 8 )

(1 9 )

(2 0 )

(2 ] )

(2 2 )

(2 3 )

(2 4 )

B 二 H
。

(动 = H
、

(钊刀/a
。:

y)

走 姓二 。一 , , 2 ”
’

万
。

(刀) = 。一 , ‘2
·

”‘a
” ‘

·

”万
‘

(杯万丁;石瓦y.)

这里 H
。

(刀)(
, : = O , 1 , 2

,

⋯ )是 H 已r m it 多项式
。

下面分
n 二 0 和

n 》1 两种情形讨论
:

1
.

兀 一 O

此时
,

(2 4 )化为

(2 5 )
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(, + l)(v Z一Iv 一 i )= 0 (2 6 )

要满足上式
,

下列二者之一必须成立
:

(1 ) v 二 一 l

以 (20 )代人
,

并使 l
, ,
分别换回 k ; , 。 得

。2 = a Z k荃
e
呈 (2 7 )

将 (1 9) 代入
,

则得

。 4一 (掩贫+ m Z)c
呈。

2 + k量N
Z e

卜
。 (2 8 )

这就是 (13 )中 吞
2 = k荃

,

(k Z = 0 )
,

了= 0 的特例
。

因此
, n = o 的情况说明低纬度大气包含声

波和重力内波
。

它们的频率分别是

沙
一

鄂丫亘噩亘
险

,

4 一

翻
卜价

一 4

(刹
‘

}
其中

印三
:

= (k 节
一

卜m ’)“呈
, 。会

,

二川万
2 。
呈

(2 ) v Z一 Iv 一 1 = 0

以 (2 0 )代人
,

并使 l
, v
分别换回 k , , 。 得

。 2一 a k , e : 0 一 a 刀c : = 0

它形式上是 。 的二次代数方程
,

但注意(19 )则不然
。

我们仍近似求解 (3 1 )
。

对于中高频波
,

忽略 (3 1) 左端最后一项
,

得

。 = a k ze :

它就是 (邵 )
。

对于低频波
,

保留 (3 1) 左端后两项
,

得

。。= 一刀/ k
,

这是沿 二 方向传播的 R os sb y 波
。

2
.

n 》 1

此时
,

我们近似求解(24 )
,

注意 (19 )近似有

(3 0 )

(3 1 )

(3 2 )

(3 3 )

「1
, 。>> m a x (N

,
m c 二 )

“ = 1
、 , I

L 工v / 阴 c 石 0 低 m ln Llv ,
m c 石 )

(3 4 )

(l) 高频波

此时
,

(2 4) 左端第一项可忽略
,

得
, 2 = 12 + 2 儿 + 1

以 (2 。)代 入
,

并取 a 一 1 ,

则有
。爹

, : = k了
c
呈+ (Z n 一

卜z )刀e :

它显然表征含 夕影响的声波

(2 ) 中频波

仍然用扩3 5 )
,

但取 a = N / 阴 。二 ,

则有
。苍

,

、 一 五子/ 跳
2

·

刃“十 (2 n + 1) = 刀/ 。
·

N

(3 5 )

(3 6 )

(3 7 )
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别口几

它即是含 刀影响的重力内波
。

(3) 低频波

此时
,

(24 )左端第二项可忽略
,

得
, = 一 l/ (1

2 + Z n 十 z ) (3 8 )

以 (2 0) 代人
,

并取
a 二 N / 饥

c : ,

则有

。 5

一
刀、1

/ [
* : +

弩
(2 · + 1 )

〕 (3 9 )
. 马

它表征低纬 R os sb y 波
,

即东凤波
。
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