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提 要

本文提出了一种向量场经验正交展开的方法
。

我们对万 x T 个离散点上的向量所构成的

一个N x T 维矩阵
,

设法寻找一组称为经验正交函数的向量
,

使其中每一个分量都在均方意义

下最接近矩阵的每一列
。

这组向量可以从特征方程确定
。

对于有N 列元素的矩阵 (注意每一

个元素都是一个向量)
,

有不少于N 个经验正交函数分量
。

用这些分量所作向量场的正交展开

级数收敛很快
。

给出的展开实际例子说明
:

向量场经验正交展开
,

可以比一般标量场经验正交

展开
,

取得更好的效果
。

一
、

引 言

近年来
,

在数值天气分析和预报中
,

经验正交函数得到越来越多的应用
〔, 一了〕,

经验正

交函数的一个特点
,

是它可以与气象资料更密切地结合起来
,

不仅展开系数
,

而且连正交

函数本身都是根据气象资料在展开过程中确定的
。

这样
,

用经验正交函数展开
,

不仅展开

函数的气象意义明确
,

而且展开级数的收敛速度比任何其它正交函数展开的收敛速度要

快得多
,

所需保留的项数
,

要比其它任何正交展开中的项数为少
,

这就能大大地压缩信息

量
,

从而带来很大的方便
。

此外
,

经验正交函数还可以对任意不规则的离散点进行展开
,

比许多正交展开具有更多的灵活性
。

然而
,

不少的气象要素场
,

却是向量场
,

如风场
,

位移场等
。

在气象中常见的位移场有

副热带高压中心
,

台风中心
,

气旋中心等
。

如何对向量场进行经验正交展开 ? 1 9 7 3 年
,

作

者
〔8 一’”“

提出把向量写成二维数 (即复数的代数式) 后进行展开的方法
, 1 9 7 7 年

,
D

.

M
.

H ar d y〔, ’一’2」
提出把向量写成复数的指数形式后进行展开的方法

,

本文给出并完善了 1 9 7 3

年的工作
,

并以风场为例讨论了如何把对标量场进行经验正交函数展开的方法推广到向

量场的展开中去
,

并且给出了应用这种展开法的实例
。

二
、

向量场的经验正交展开

我们讨论如何对风场W 进行经验正交展开的问题
,

设这个场共有N x , 个数据
,

记做

本文于 1 9 8 1 年 3 月 2 6 日收到
,

1 9 82 年 2 月 1 日收到修改稿
.
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w 二 , ,

注意 * 二 ,

是一个向量
,

它的第一个下标可以表示测站所在位置
,

共有N 个测站
,

像这

样的观测共有 T 组
,

由 w , ,

的第二个下标表示
。

我们要求出向量正交函数
,

它在均方意义

下与 T 组观测值中之任一组最接近
。

可以把N x , 个离散点上的向量组成关于元素为二

维数的N x T 维的资料矩阵 ,

切1 1

叨 2 1

W 1 2

⋯
’

⋯ W l,

毋 2 2 . ,

⋯
’ .

功 ZT

(1 )

、I

J!
lto夕

‘

、夕

w N I W N 2 . , . .

⋯ m N T

一1
.

|
口‘|
‘
l||
l|

一一

w 的元素 w * J = 。 * 、 + ￡。
* , ,

￡= 钊二1
~ 。

设有N 维向量 甲 ,

它与矩阵 。 中的每一列在均方意义下最接近
。

记向量 甲 与 w 的内

积为帅
, w )

。

w 在均方意义下最接近 甲意味着

L = (甲
, w )(甲

, w )= 甲
* w w * 中 (2 )

达到极大
。

这里及以后
,

字母右上角的
‘ * ’

为共扼转置符号
,

字母上方的
‘

一
’

为共扼符

号
。

引进矩阵 。 的相关矩阵 G
,

它定义为
:

G = w 切 *

(3 )

于是 (2) 式可以写成
·

L = 甲
书
G 切 (4 )

我们选取向量甲 ,

使得 L 在 甲* 甲 = 1 的条件下达到极大值
。

这就提出了一个求条件极

值的变分问题
。

利用拉格朗 日乘数法
,

把它变成一个无条件极值的变分问题
。

以 久表示

某一待定常数
,

于是可把问题归结为求N x N 维矩阵 G 的特征值和特征向量问题
。

即求

G p = 甲久 (5 )
1

的特征值和特征向量
。

G 的元素为

g
* 护 = 乙 (。

* , + ￡v
* , )(、

、, 一 iv , 、 ) (6 )

吧卜
g

。,

的共扼复数为 g
、, ,

易见 g
* ,
一 g

J 、。

因此矩阵 G 等于它的共扼转置矩阵 G
农 ,

所以 G 是

H er m ite 矩阵
。

相关矩阵 G
*

可以是降秩的
,

因而 G 是半正定的
。

对于N x N 维的半正定

的 H er m it e
矩阵来说

,

共有不大于N 个实的特征值
。

与特征值相对应的特征向量互相正

交
,

并且可以以这些特征向量为列
,

组成一个N x N维的酉矩阵
。

于是有

G B = B D (7 )

B
*
B = E (8 )

刃为单位矩阵
,
D 为对角线矩阵

。

D 的元素 瓜(n = 1 , 2 ,

⋯N )都是 G 的特征值
,

并

且按其大小顺序依次排列
,

即 只1> 只2> ⋯ ) 只
。 。

对于酉矩阵 B
,

它的共辘转置矩阵就是

它的逆矩阵
,

并且当它的元素的虚部都为零时
,

就退化为正交矩阵
。
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定义一个N x 少维的系数矩阵 心
,

即

C = B
* w

则有
C C

*
= B

*
G B = D

(1 0) 式表明
,

系数矩阵 C 是行与行之间正交的
。

对于 C 的每一行向量 C
, ,

有

C
;
C言= 久

,

所以
,

用 N 个分量来进行经验正交展开时
,

展开系数的方差为

护 = 兄 C
;

心 = 艺 凡

第 , 个分量对方差 护 的贡献为
。矛二只

,

/ a
“

由(9 )式
,

我们有向量场的经验正交展开式

叨 = B C

或

w , 。
= 兄 B , 。 C 。 ;

饥 = 1

令

、盈

t
‘..J

IIBC

V
·

仁
·

引
.

佗++十ffUBC一一一一一一叨BC

得到分量 U
、

V 的展开形式为

U = B
,
C

,

一B , C
z

V = B 五
C

, + B
z
C
左

(9 )

(1 0 )

(1 1 )

(1 la )

(1 2 )

(1 3 )

于是
,

可以根据 (1 1) 式或 (1 3) 式将离散的向量场进行经验正交展开
。

展开式中 B 的

每一列列向量称为经验正交函数分量
。

在形式上
,

展开式(1 1) 与一般标量场的经验正交展开完全相同
,

不过在(11) 式中
, w ,

B 和 C 的元素都为二维数
。

H er m it e
矩阵 G 的特征值和特征向量可以利用解复特征值问题的减模 Jac o bi 方法同

时求出来
〔‘”」。

在电子计算机上求 G 的特征值和特征向量时
,

会碰到N 》 T 的情况
,

这时可以通过矩

阵变换
,

大大节省计算工作量
。

为此
,

先求 T 、 T 维的相关矩阵 吞= w ’w 的特征值和特

征向量
,

然后再根据矩阵的某种转换关系求出N x N 维矩阵 G 的特征值和特征向量来
。

将矩阵 吞的特征值按大小顺序排列好
,

组成对角线矩阵 力
,

其相应的特征向量组成

的酉矩阵为 方
,

则有
诊方= 且力 (14 )
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方
*

右二 E (1 5 )

不难证明 诊 和 G 的秩相等
,

并且都不大于 T
,

而 乃的非零元素和 D 的非零元素相

等
。

由(1 4 )
,

(2 5 )式
,

有

方
,

诊去二力 (1 6 )

(1 6) 式两边右乘 , 、 T 维矩阵 孟
· ,

再左乘 T 、 T 维矩阵 力告
,

因为力的非零元素为大

于零的实数
,

所以力指是存在的
。

这样
,

得到

力
一

晋户
.

珍二力
一

告力去
·

(1 6 a )

注意到 (力
一

彭
·
二力号

,

(i 6 a )可以写成

(w 右力
一

乞
· 。 一力

一

幼全

令N 、 , 维矩阵 云一 w 去力
一

专
,

上式右乘 T 又 T 维矩阵 , ,

云
,

结合(3)
、

(6) 两式
,

得到

云
*

o云= 力 或 ‘云= 石力 (17 )

因此
,

对 H er m ite 矩阵 G
,

还存在另一酉矩阵 B ,

使得通过上述相似变换
,

化成对角矩

阵 力
。

比较又17 )式和 (7 )式
,

注意到 力和 D 中的非零元素相等
,
所以与特征值相对应的酉矩

阵 且和 B 中的特征向量是一一相等的
。

这里
,

我们所得到的结果与 (2 )中的结果在形式

上完全一致
。

所以可以从 诊求得的特征值和特征向量按下式进行经验正交展开
,

即

叨二 B C

行= 示护

应该指出
,

在对向量场具体进行经验正交展开时
,

还可以采用另一种计算形式
,

U + 艺V = (B
,
C

* 。 + B
,
C

, 。

) + 云(刀碗C
二 。 + B

,
C

, ,

)

于是

U 二 B
,
C * 。 + B z

C
, 。

V = B ,
C

* ; + B
:
C

, 。

(1 8 )

(19 )

因为

(2 0 )

其中
:
C

* 。
= B 头U

,
C

, 。 = B乡U
,
C

* ;
二 B 又下

,
C

, ;
= B 奋V

。 ‘ / ’

为转置符号
。

三
、

收敛速度的分析

仍以凤场为例
,

对以上的展开方法的收敛速度问题作一些定性分析
。

取以下 2 x Z 维

的简单情形
,

即
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“ z + 乞刀-

” 3 + 玄妙s

u Z + 矛沙2

” 4 + 玄”4
(2 1 )

_ 「9 lx 9 1 2 〕
G 二 }

.

}
L g ZI 9 2 2 山

其中
:

gl
: = 时 十毗+ 好十。鑫

9 1 2二 , : “ 3 + 刃 , , 3 + “ 2 “ 4 + ”2沙‘+ 葱(劫 3 。, 一 肚 , 秒: + “4”2 一 “ 2 秒4 )

9 2 1二 “一, s + 秒 : 公3 + “ 2 “ 4 + ”2公4 一艺(铆 3 ”z一 林 , 秒3 + “ 4 公2一 “ 2”4 )

9 2 2二峭十心 + 。
鑫十

。
聋

G 的两个特征值的近似值分别为

4 4

只、全习 (、子+
。
子)一 S /兄 (、; + 。

子)

4

只2 , 习 / E (。箩+ , 子)
J = 1

S = (”: ”4一 ”2”3 )2 + (。 , 舫‘一 u Z u 3 )“+ (u : ”4 一 u 3秒2 )“+

+ (“ 2 0 3 一 u 4 v l)2一 2 (拐 3秒; 一助 , 公3 )(份 4”2 一肠 2”4 )

离散的向量场经验正交展开的收敛速度取决于诸经验正交函数分量对方差的贡献
。

对两个分量的情况
,

它取决于差 d =

4

兄 (
。
; +

。
萝) 一 2泞}户

1 +
衬

。

‘愈大
,

收敛愈

快
。

d 的大小则与展开流场的能量和速度分量的分布情况有关
。

能量愈大的展开流场
,

收敛愈快
,
展开流场的数值和方向的分布愈均匀

,

收敛也愈快
。

因此
,

对于气象向题
,

一般

说来
,

冬季流型展开的收敛速度要比夏季流型展开的收敛速度快些
,

因为前者的动能比后

者大
;
在同一季节内平直纬向流型展开的收敛速度要比经向流型展开的收敛速度快些

,

因

为前者南北风
, 改变方向的范围和程度比后者小得多

。

四
、

展 开 的 实 例

选取 1 9 7 9 年 1 月 15 日一 17 日北京时 20 点我国的探空测风资料作为展开场
。

分别

取 4 3 个
、

4 1 个和 4 0 个测站
,

每个测站在垂直方向取 s 层
一

(包括 1 0 0 0
, 5 5 0

,
7 0 0

,
5 0 0

, 4 0 0
,

30 0
, 2 00 和 10 0 毫巴 )上的资料

。

在资料覆盖的地区
,

这三天内盛行平直西风
。

利用 (20 )

式沿垂直方向进行展开
。

因为垂直方向取 8 层
,

因此有 8 个特征值
,

并有与之相应的 8 个

经验正交函数分量
。
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表 1 向量场经验正交展开诸分量的特征值及其对方差的贡献

谕
一

沪之
1 5 日 1 6 日 17 R

久1

0 全

2 2 6 9
.

4 6 4

0
.

9 5 3

3 10 4
.

89 8

0
.

9 3 3

3 0 2 1
.

2 36

0
。

9 25

6 4
.

9 3 4

0 0 1 9

9 8
.

86 6

0 03 0
,

~ , 卜

1 0 8
.

5 40

0
.

0 33

凡此

3 4 4 0 6

0
。

0 1 0

6 2
.

9 47

0
.

01 9

5 2
.

8 92

0
。

0 16

凡衅

只只444 2 4
.

1 7 666 2 5
.

4 7444

aaa 轰轰 0
.

0 0 777 0
。

00 888

1 4
.

7 1 5

0
.

0 0 4

1 2
.

7 5 5

0
。

0 0 4

2 3
,

6 52

0
,

0 07

日吕压

血

人O

1 0
.

3 8 1

0
.

0 0 3

1 0
.

2 5 6

0
。

0 0 3

1 6
.

3 5 1

0
.

0 0 5

万么.

.

人口

8
。

42 5

0
.

0 0 3

7
.

3 1 5

0
。

0 0 2

10
。

8 6 3

0
‘

0 0 3

了2下

.
述口

3
。

5 8 9

0
。

0 0 1

4
。

3 9 1

0
.

0 0 1

3
.

7 0 8

0
。

0 0 1

凡毗

采用减模 Jac o hi 法所求得的诸特征值只
,

(# = 1 , 2 ,

⋯
,

8)
,

列在表 1 中
。

第 , 个分

量对方差的贡献 a ,

也同时列在表 1 中
。

为了进一步考察向量场展开的实际效果
,

我们把 1 月 17 日的资料展开中的前三个经

验正交函数分量的和绘在图 1 和图 2 上
。

相应的实况图则分别绘在图 3 和图 4 上
。

为了

比较
,

还把相应标量场
。
和

, 经验正交展开中前三个分量的和绘在图 5 和图 6 上
。

可以

看到
,

在实况图 3 上
,

我国西南地区有一强西风中心
,

在标量展开的拟合图 5 上没有出现

而在向量展开的拟合图 1 上出现了
,

只是强度还不够
。

比较图 2
、

图 4 和图 6 ,

也可以看

出
,

在实况图 4 上广东有一南凤中心
,

在标量的展开图 6 中没有出现
,

而在向量的展开图

2 中出现了
。

实况图 4 上
,

河套为很强的北风区
,

向量展开的拟合也比标量场展开拟合的

较好
。

以上这些细节都说明
,

本文所提 出的向量场经验正交展开方案
,

可以比一般标量场

经验正交展开
,

取得更好的效果
。

.

五
、

结 束 语

本文提出的向量场经验正交展开的方法
,

是标量场经验正交展开的 自然推广
,

它不仅

在物理上更符合气象向题的特点
,

也保持 了经验正交展开级数收敛快的优点
,

因此
,

它是

一种浓缩庞杂的气象信息的有效方法
。

它的展开过程简单
,

只需要解一次特征值问题
,

从

而可以节省很多计算工作量
。

所有这些
,

使得它能在气象科学中找到广泛的应用
。

“

随着技术的发展
,

具有较复杂性质的对象常具有较大的价值
”

E1’
」。

向量场的经验正

今
、

�
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交展开是在气象科学和计算技术发展的前提下
,

在较简单的标量经验正交展开的基础上

提出来的
。

随着科学技术的进一步发展
,

一些更为复杂的间题
,

如三维空间中不规则离散

点上向量场的展开问题也必然会不断地提出来
,

这时
,

我们可以利用比二维数更为复杂的

广义数
—

四维数来处理这个问题
,

因为数学家已经建立了完整的四维数间的运算规则
,

我们不难利用类似二维数展开的方法来讨论四维数的展开
,

因此
,

这类处理方法有着一定

的应用潜力
。

}}}

一一
_ }}} } {{{

歌
...

亡亡亡点
.
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