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有 限 区 域 预 报 中 的 一 些 问 题
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(中央气象局气象科学研究院) (南京气象学院)

提 要

文中首先讨论了在固定边界条件和半固定边界条件下
,

采用平流方程和浅水波方程计算

时引起的误差 ,给出了误差方程和解析解答
。

结果证明
,

在固定边界条件下
,

采用平流方程时

误差以风速从边界向中央传播
。

在流入处附近
,

误差使波变平 j 在流出处附近
,

波幅增大
,

波

变窄
。

而采用浅水波方程时
,

误差则以速度】。 + 。I和 1、一 。}从边界向内传播
。

可是
,

在半固

定边界条件下
,

采用平流方程时误差却只以风速沿气流方向传播
,

没有波的叠加所引起的波幅

增大现象
。

根据上述结果
,

作者提出了
,

在半固定边界条件下
,

适于平流方程的逆风差分格式
,

还对格

式的计算稳定性进行了讨论
。

最后
,

用这格式作了一维套网格的单向和双向方法的个例计算
,

并和用蛙跃格式和欧拉向后差格式的结果比较
。

结果发现
,

修正的单向逆风差分格式最好
。

一
、

引 言

众所周知
,

在有限区域预报中
,

边界误差相当严重
。

在西风带中
,

积分时间超过 48

小时
,

预报就不太可靠了
。

这是一个困难的问题
。

但是
,

从大量计算结果发现
,

由于人为边界条件引起的误差
,

由边界向中部传播
;
在流

出处附近
,

波较窄
,

波幅增长较快
,

而在流人处附近
,

波较宽
,

有变平的趋势
。 亡,」

这些现象
,

过去虽有人进行过研究
,

但很不系统
,

且多着重于流 出处的研究
,

并且
,

在流人和流出处附

近
,

由于人为边界条件引起的误差对波的歪曲的不同
,

还没有人研究过
。

下面我们将针对

这些现象进行系统的研究
,

并提出相应的差分格式
。

还就套网格预报进行了试验
。

二
、

固 定 边 界 条 件

1
.

平流方程

1) 问题的提出

考虑平流方程

本文于 1 9 5 0 年 10 月 s H 收到
,

19 8 1 年 3 月 20 日收到修改稿
。
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方程 ( l) 在无界线段内可以有单波形式的准确解

A = A oc o sm ( 劣一 舰 t)

O簇 x 镇 l 内
,

则

A ( 0
,

t ) = A 。e o s o u t

A (l
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,

0 ,一A 。? s , n m ‘

( 6 )

方程( 1) 在 L 内求解
,

其初始条件可以设为 (5) 的形式
,

但由于资料的限制
,

无法取形

如 (3 )或 ( 4 )的条件
,

因而
,

在实际计算中
,

有不少人就取 A 不随时间变化的条件作为边界
’

条件
。

而且
,

由于某些计算的要求
,

还要规定两个这样的条件 (以下称
“

固定边界条件 ,’)
。

这对于方程 ( 1) 来说
,

边界条件就多了
,

问题成为不适定的
。

这样
,

就不可能在这两个条件

下
,

研究方程 ( 1) 的性质或用这些条件求出的解和无界线段的准确解之间的差别了
。

不过
,

从计算经验来看
,

在两个固定边界条件下用方程 ( 1) 进行计算时
,

在计算开始后

一定时间内
,

除边界附近计算结果和方程 ( 1) 在无界线段内的解相差较大外
,

在其他地方

相差很小
。

如果我们能改变问题的提法
,

使之成为适定的
,

(如改变方程阶数
,

不改变定解

条件 )而同时又能解释这些结果
,

应该认为
,

这种作法是有意义的
。

所以
,

如果由( 1) 导出的某方程的解
,

在计算开始后一定时间内
,

在 L 中部和方程 ( 1)

在无界线段内的解相等
,

而在边界上又满足两个固定边界条件
,

则把这解看作是在这两个

条件下用方程 ( 1) 计算得到的结果 (不计计算造成的误差 )
,

是合理的
。

下面我们将根据这

个想法进行讨论
。

从方程 ( 1) 可以推出

口ZA

d t Z

d ZA

d x Z
( 7 )

易证在条件 (5) 和 ( 6) 下
,

方程( 7) 在无界线段内的 D / A k m b er t 解就是式 ( 2 )
。

当然
,

这解

也满足 ( 3) 和 (4) 式
。

因此
,

在初始条件 ( 5) 和 ( 6) 下
,

用两个固定边界条件求得的方程 ( 7)

的解是否可以看作是在同样条件下方程 ( l) 的计算结果则只要看在 L 内
,

这解和D 产A le m -

b e rt 解的差的分布就可以了
。

2) 误差方程和其解答

为了考查固定边界条件弓}起的误差
,

我们不妨把方程 ( 7 )在无界线段内
,

在条件 ( 5) 和

( 6 )下的解作为准确解
,

记作A 伽
,

t) ;
而方程 ( 7) 在 L 内

,

在固定边界条件

A ( o
,

t ) = A 。 ,

( 8 )

A (l
,

t ) = A o c o s m l (9 )
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和初始条件(5)
、

(6 )下的解作为计算解
,

记作减(x
,

。
。

这两个解一般是不同的
。

令

d二 A 一才
,

(1 0 )

并令l= 。刁
, 妈是正整数

,

A 是波长
,

则 d 将满足下列方程和定解条件
:

d Z占
。

d Z占.

舟洽= ” 2号头
~ ,

(1 1 )
口tZ 一 ‘ 口劣2 ’ 、 占 孟 产

占(x
,

o) = 0
,

(1 2 )
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,

子(x
,
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,

(1 3 )
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A o (e o s

,
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,
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(1 4 )
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,

‘, 一

{A o (e o s 饥“ t一 1 )
,

当 t> 0
(1 5 )

可以得到方程(1 1) 在定解条件(12 )~ (15 )下的解是

当 ,

给
或 , 、

宁
A 。
〔
c o s m (x 一 舰 t)一 1〕

, 当李< ,

, 。
〔
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t > 星二兰

锡
(1 6 )

利用 (1。)和 (16 )式
,

则才的表达式是

A o e o s 哪(劣 一铆 t)
, 当 ‘(令或

_

l一 劣

右气

—
A 。 当音<

‘

, 。
〔c

o s , (二一
‘
卜

。0 5 。 (二 + 。‘) + 1〕
,

当 ‘>

宁
;

令
〔
。0 5 , (二一

,卜
c o s 。 (二 + ”‘, + 2〕

,
.

厂

!
.

1
!!
窗七

一一
才

当‘> 音且
‘>

宁 (1 7 )

从 (1 6) 式可以看出
,

误差 占是从两个边界点向内传播的
,

在未传到的地区
,

误差为零
。

这说明解 才可以看作是在固定边界条件下用方程 (; )计算得到的结果 (图 1 。 一
d) 仄蔺

1 。一 。中可以看出
,

不论在那张图上
,

在流人处附近
,

才为一常数
,

波越来越平
,
在流出

处附近
,

波越来越窄
,

到 t = 3 过/ 4 。 时
,

波幅突然增大为原来的 3 倍
。

这看来可以说明
,

在固定边界条件下
,

数值预报大多在流出边界附近场特别乱
,

容易出现计算不稳定
,

而在

流入边界附近
,

场比较平直 (如正野文
, 1 9 57 山)的缘故

。
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图 l a : = 。时岌沿 x 的分布

图 1 ‘ 。= A / 4 、 时岌沿 x 的分布

图 1 。 : = 2 通/4 , 时 岌沿 x 的分布
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图 I J : = 3 述/ 4 、 时 宜沿x 的分布

2
.

浅水波方程

在一维空间的情形
,

线性化的浅水波方程可以写成

鲁
+ 。

豁
十

骼
一 。

,

鲁
+ 。

豁
+ 。

豁
一。

(1 8 )

(1 9 )

其中U 和 中 都是常数
,

其他都是气象上常用 的符号
。

方程组 (1 8) 和 (19 )可以化成对角型方程组

口尸 d 尸
百了+ ” ,

百子
.

(2 0 )

口Q
.

口Q
舟于 十 公 , 味子

‘

一 0
口t

‘ , z
口劣 一

甘

其中 P = c 。 + 梦
; Q 二 e 、一诱

; 。, = U + e ; 。2 = U 一 e ;

对方程(2 0) 和(2 1) 分别对 ‘微商
,

可以得到

(2 1 )

。二杯石

d Z尸

d t Z
= (U + c )2

d Z尸

d 劣 2 (2 2 )

d ZQ
, , , 、 。

d ZQ
一万; 芍甲= LU 一 c 夕

“ .

万二丁
U 丢一 U 苗

一

(2 3 )

用和前面类似的方法
,

在线段 L 内
,

在固定边界条件下求解
,

可以得到类似的误差方

程和定解条件 ; 因而
,

也可以求 出类似的误差表达式
。

所不同的
,

只是须用 U 十 c 和 U 一 c

分别代替 U 而已
。

也就是说
,

在这种情况下
,
尸 的误差以速度 !U + cI 从两个端点向中央

传播
,
Q 的误差以速度 IU 一

。
!从端点向中央传播

。

但是
,

由于
。
远大于风速 U

,

其传播速

度比平流方程中波的传播为快
,

其中央可用预报范围也远比之为小
。

三
、

半固定边界条件

所谓半固定边界条件
,

是指在边界一端某物理量 A 不随时间变化
,

而在另一端其随时

间的变化由预报方程(如方程(1 ))所决定的边界条件
。

这种边界条件
,
C h ar ne y 等比在开
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始研究数值预报时就曾提出过
。

他们证明
,

在这条件下
,

正压涡度方程 的解是唯一的
。

现仍以方程 (1) 为例来进行讨论
。

设在流人处
,

dA

口t

在流出处
, (2 4 )

、11卜||,

0A一0x肠

0,一一一一一

d A
门

瓦
~

这时
,

误差方程是

口占 dd
.

百了二 一
“ 石丁 (2 5 )

如准确解
、

l仍和上节所取的一样
,

则上方程的定解条件可以写为

d (劣
, 0 ) = 0 (2 6 )

占(0
, t) =

0 ,

当 t簇 0
,

A 。(c o s 饥公 t一 1 )
,

当 t> 0
(2 7 )

易见
,

在条件(2 6 )和 (2 7 )下
,

方程(2 5 )的解是

当‘、
会

(2 8 )

A o
〔
eo s 抓(x 一 ‘ t)一 1〕

, 当 ‘> 会

厂!之!l
、

一一
、夕
rJ‘

劣
叮了、.

O

上式表明
,

误差只能由
x 二。处沿 “ 方向传播

,

没有逆风速方向的反射波存在
; 只有

在 t> l/ 。 后
,
流出处才会受到影响

。

和误差(28 )相应的计算解是
:

一
{{

。 c。

”“一
“ ‘)

,

、
苦 卫0

t《三

(2 9 )

当 t> 会

从(2 9 )式容易看出
,

在流人处附近
,

波将愈变愈平
;
在误差没有传到的地区

,

波仍保持

原来的形状
,
在流出处附近

,

没有波变窄或波幅随时间陡增的现象
。

这些情况表明
,

取半

固定边界条件
,

其结果比在固定边界条件下的结果要好
,

至少从计算稳定性的角度来看
,

是比较好的
。

但是
,

在浅水波方程或初始方程的情形
,

则比较复杂
。

由于这时不仅有沿气流方向传

播的波
,

还有逆气流方向传播的波
,
直接用形如 (24 )的条件

,

不能定解
。

不过
,

如对于沿气

流方向传播的波
,

只在流人处规定边界条件
,

对于逆气流方向传播的波
,

只在流出处规定

边界条件
,

则对于每一种波来说
,

这种条件和半固定边界条件相似
,

其所引起的误差传播

的情况也应当是相似的
。
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四
、

差 分 格 式

丁
.

简单的逆风差分格式

根据上节的讨论
,

如采用半固定边界条件
,

则因在流出处无法使用中央差
,

须用向后

差代替
。

为了使物理考虑合理
,

时间差分还必须用向前差
。

这就是一般所谓的逆风差分

格式
。

以二维的乎流方程为例
,

如所知
,

最简单的逆风差分格式是山

A鉴丁士” = A 公
, 一只: (A I万二一A ‘

牡
1

.
,

)一 只: (A S百
, 一 A , 弓

一 , )
,

(当u :二
, , ,

:二
, ) o 时 )

其中 只
, 一试护△t / d

,

又2一试夕△t/ d
。

虽然
,

当判据

(3 0 )

m a x }V }△t

一节了一一气杯万
t3 1 )

满足时
,

这格式是稳定的
,

并且没有非线性不稳定出现
,

但是
,

在时间积分过程中
,

波幅

衰减比较明显
,

这是一个严重的缺点
。

下面我们将针对这个问题进行讨论
。

2
.

改进的逆风差分格式

为了克服简单逆风差分格式的缺点
,

我们可以推导较高精度的格式
。

如不计
二 、。

随时间和空间的变化
,

在△t时刻前位于 (坛一只, ,

J一只
2 ) 的空气质点将到

达网格点 (艺: J)
,

按平流方程
,

我们有

通 :丁
+ , , = A :马

,
.

卜
, :

(3 2 )

令

、 :;
工

,
; 一 , :

一 , : 十

(
一

斋
“厂命

凡

)“
十

命(
一

云
, f一

命劝
‘” , “2 十

命(
一

斋
“1 一

命哟
‘3 ’

A d 3 十⋯

;一劣A一y口一已已一d
一
,

八�
、

禅

如沿 劣 和 y 方向
,

项
,

均可略去
,

则

A :犷
1 ) =

, * 一少A ~ 少A
二 ,

一 ~ ~ ‘ * ‘ ,

~
_

L *
一 少A 、 少A

, ,

习 n 乡 吞盯
,

几吝有下万二二班节下布四狈
,

飘粉甘佩 简甲言们演二二或二系二 四
以 沁 口 J 。 以 祷 口y

又子d Z 口2 \ /
_

口
式 , a 十 一~ -二一一 忿一二

.

】
·

吸1 一 - 二一- 人 , a 十
艺 U 劣

‘

/ \ o y

义若d
Z 口2

d y Z A ( 3 3 )

如取
兴

、六v 1 ~
J

d ZA I _
。 」

口2A I _
。 ‘

二七 :二, ~ 二
.

丫
.

人
。 - , 号- ~ 宁

.

‘尧‘~ - ; - - W 二班
。

一 , ; - ~ 下尸 ;; 七‘- 二二~
义护言d

艺 a
’ 一

a 劣
“ 以 2

’

下
‘

a y
‘

a
‘

则 (4
.

4) 式相当于

·

7 A 十 O (△t
,

尹 ) ( 3 4 )
琦V

一一一
A一t

八O一口

其中 V 是水平风速
;
甲是哈密顿标符

;
还可以取向后差

V
:

A 二
3 A

‘, + A ‘一2 , ,

一 4 A
‘一 : , ; ,

当 舰 : ,

> o
,

4 A
‘、 : , ,

一 A ‘牛 2 , ,

一 3 A
‘, ,

当
翻‘,

< o ;
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二
, “一

{
、;‘一{
二 ;A 一

{

3 A
‘, + A

‘, , 一2 一 4 A
‘, ; 一 : ,

当
公‘J ) 0

,

4 A
‘, , * : 一 A

‘, , 一 2 一 3 通
‘, ,

当
秒‘,

< 0 ;

A ‘, + A一 2 , ,
一 Z A

‘一 1 , , ,

当 “ “) 0
,

A
‘, + A

‘+ 2 , ;
一 Z A

‘+ , , , ,

当
u ‘,

( o ;

A
‘, + A

, , , 一2 一Z A
‘, , 一 : ,

当
。“ ) 0

,

A
‘, + A ‘, , * 2 一 Z A ‘, , 、 : ,

当 ” . ,

< 0

(3 3) 式可以写成

, : 一 A :。一
令

(二
·

“ : 一“
!
二;群 :))

,

A : :

一
, : 一
夸

(、
,

, : 一 , 2二 ;、: )

(3 5 )

(3 6 )

于是
,

在流出处
,

除图 2 中 万
、

N ⋯⋯T 八点外
,

A 随时间的积分都可以使用 (3 5) 和(3 6 )式

了
。 ’

在这八点上
,

可以用其中某点周围三点的 群尹”值的算术平均代替该点的 斑犷”值
。

在计算区域的内点 (指计算域内除边界点以外的点 )上
,

可以取中央差
,

即

V
二
A = A

‘一 : , ,
一A

‘一 : , , ,

V 里A = A
, 、 : , 矛 + A 一 : , 矛

一 2 月
‘,

等
,

差分方程仍为 (3 5 )和(3 6 )

..

⋯ ⋯ 。 R

⋯ ⋯
.

Q

..口互
.⋯y

图 2 在边界流出处不能用二阶向后差的网格点

3
.

差分格式的艳定性

按照 Ri
c ht m ye

r“ , ,

在 只:
和 久:

均取常数的情况
,

我们可以得到
,

差分方程 (35) 和

(3 6) 的放大矩阵的特征值八是

「 ~
.

~ 2 汀
.

。 4 兀 ,

/ 。
.

2万
.

0
.

4 井 、)
刀 = 魂 B

, + C
: e o s二二二 + D

. e o s二二:
~

一 I (C
lsin

~二二二 + D
lsim 二二

‘

、冬
t

‘ 一

夕
一

夕 \ P 尹 / )

〔_
.

、 2 汀
.

~ 4 汀
,

/ 。
.

2 汀
.

。
.

4 汀\〕·

之B
。 + C

。 e o s二二
~

+ D
。 e o s 二二二一 I 【C

, sin 二二二 + D
Z sin 二二二二】卜 (3 7 )

(
- 一

q
一

q \
一

q
一

q / J

其中

~
.

3
, .

对
伪 = 工一万人 , 十亨

,
C -
一 2 , 1一 “:

, ” 又

一誓
+

誓
;
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tl,Q
一,臼一1一 二八U

图 3 特征值 1才 I随 A
二

的分布
(1 表示 几二。

.

0
,
2 表示 之二 0

.

1
,

3 表示 久二 0
.

3
,

4表示 久二 。
.

5
,
5 表示 2 二 0

.

7,

6 表示 久= 0
.

9
,
7 表示只二 1

.

0
。
)

~
‘

3
,

.

几攀
万

,

~ 1一 = , 人 , 十 =
二

艺
一

Z

C Z 一 2 “2 一“量
,
”2

一普
+

譬
;

I 二杯二丁
; 夕 , q 各是沿 x 和 y 方向的波数

, 夕= 刀
二

/ d
,
q 二才扩d

,
才

二 ,

J
,

各是 二 和 y

方向的波长
。

为了简便
,

我们绘制了在不同 1几
;
I情况下

,

当 q * co 时 }A l随 刁x 的分布
。

(图 3) 从图

中可以看出
,

当 1只
:
1簇 1 时

,

对所有的波
,

!找 l都小于或等于 l ,

即格式是稳定的
。

在二维
, ,

~ _ ~ 。 .
~ _

,

二
_ _ _ , 。 ,

_ _ , ‘ 、 、_ ‘
。 _ _

~
, , 、 、 _

_ _
.

_
、
m a x }寸1△t

的情况
,

显然
,

只要【又
,
!簇 1 且 !又

:
!簇 1 ,

格式就是稳定的 ; 这实际上要求言= 兴匕巴 ( 1
。

~ ‘ ” ‘ ’ ~
‘

一
’. ” ‘ ’

一
’ ‘ ’ -

-

一“
‘

一
产 .

” r “
~ ~ 一 ~

,

一 ~
“ 一

产 、 ’

“
一

~ 一
一‘ 一

d 一
。

对于差分方程(3 5 )和(3 6 )
,

当空间差商取中央差时 C ro w fe y阅曾证明在一维空间的

情况
,

稳定性判据和上面一样
。

五
、

套网格预报的情形

从经验我们知道
,

在套网格预报中
,

粗细网格之间的内边界
,

特别是流出处附近
,

常易

出现不稳定现象
。

虽然
,
D av ie s的等提出过一些克服这困难的方法

,

但还不能令人满意
。

根据差分理论
,

在粗
、

细网格中
,

波动的移速是不同的
。

若在内边界上
,

以粗网格预报值作

为细网格的边值
,

则其作用
,

相对于粗网格
,

和
“

固定边界条件
”

相似
。

根据这种想法
,

考虑

在一维
,

粗网格为循环边界的情形
,

我们用如下五个方案进行了试验
,

即

方案 1 先计算粗网格
,

后计算细网格
。

在内边界用粗网格预报值作为细网格边值
。

粗细网格均采用格式(35 )
,

其中空间差分用中央差
。

方案 2 计算方法和方案 1 相同
,

但在细网格计算区内和粗网格相重的点上
,

用细网
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格预报值代替粗网格的值
。

方案 3 在内边界
,

空间差分用前面提出的向后差
。

其他和方案 1 相同
。

方案 4 在内边界
,

空间差分用前面提出的向后差
。

其他和方案 2 相同
。

方案 5 在内边界流出处和其下游紧邻二点上
,

空间差分均用前面提出的向后差
,

但

梳出处用细网格距
,

下游二点用粗网格距
。

其他和方案 3 相同
。

在这些方案中
,

方案 l
, 3 , 5 是 Phi lli Ps 所谓的单向方案

,

方案 2 和 4 是他所谓的双向

方案
。

试验时取预报区为 1 6 0 0 0 公里
,

粗细网格距分别为 40 0 和 20 0 公里
,

时间步长分别为

1 和 0
.

5 小时
。

(图 4) 初值为一余弦波
,

即 (5) 式
。

准确解取(2) 式
。

试验结果如图 4 所示
。

从图中可以看出
,

双向方案 2 和 4 ,

不论在计算稳定性
、

波幅

和位相上
,

都比单向方案 1 和 3 好
;
而方案

.

3 在计算稳定性和位相上比方案 1 有改进
,

特

别在内边界流出处附近寄生波消失了
。

但单向方案 5 比方案 l和 3 好
,
在移速上也比双

向方案 2 好
,

和方案 4 相近
。

由于单向方案工作量少
,

方案 5 有实用意义
。

2
、

= 0
.

5 t 二 30 0小时

方案工 方案l

方案2

·

~ 拭丫甘戈爪产
·

方案3 高詹 奋子全\歹声一x黔一
李份

势啼

方案4 X 准确解

_
“ . _

口 八 八/J
和厂屯厂

-

下丈一又
X 图 5 方案 1 和娃跃格式

,

E ul er 向后差格式

计算结果的比较(说明同图 4
。

)

矛住议解 屯
八厂

·

图 4 五种方案计算结果的比较
(实线是粗网格计算值

,

虚线是细网格计算值
。
)

还分别用 E ul e r
向后差和蛙跃格式(二者空间微商均用中央差

,

但后者在第 l 个时间

步长用三步法向前差 )代替方案 1 中所用的格式(3 5) 作了计算
。

其结果和原方案 1 的结

果如图 5 所示
。

从图中可以看出
,

不论 E ul er 向后差或蛙跃格式
,

都有明显的寄生波
。

其

中蛙跃格式最明显
。

E ul er 向后差格式则波幅衰减比较 明显
。

在这些方面
,

方案 1 比它

们要好
。

这些结果看来和前面的理论分析是一致的
。
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