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引 言

在数值天气预告以及动 力气象问题的研究中
,

人们常常需要求解如下型式的椭圆型

线性偏微分方程

么� �劣
, , �一拌�� �‘

, � �� � �劣
,
� �

、

�� �

其中 拌 为常数
,

也可以为零
。

虽然近年来初始方程已经得到广泛应用
,

但是如�� 型式的

准地转涡度方程仍然在有些国家的业务预告中使用
,

特别是在一些动力气象的研究工作

中仍需大量应用
,

因此研究求解它的方法仍然是一个重要的课题
。

��� 式最常用的解法是迭代法
,

近年来又发展了几种直接解法
。

迭代法收敛不快
,

有

外推迭代
、

加进张弛因子的迭代以改进收敛速度
,

但是如后面还将叙述到的迭代法还有一

些严重的缺陷不易克服
。

为了减小逐点迭代时误差的积累并加速收敛
,
� �� �� � �

、

� �� 提出

了一种推进一订正一推进的方法
,

采用了富氏变换及迭代法的混合
。

六十年代以来出现

了大量的直接法
,

减少了计算量
,

提高了计算精度
。

其中较典型的如
。 � � � �� �

,
�

�

�
�

〔幻

应用快速富氏变换将二维间题化为一维向题
,

用高斯消去法求解
, � � � �� 的降维法

〔, 〕 ,

� �� � �� 的广义括去法〔�〕, � � �� � � � 〔‘」的循环降维分解法
,
� � ���� 〔�〕以及其他作者曾讨论

比较了这些类型的解法
,

对于泊松方程来说
,

这些方法都能大大减少计算量
,

但是当 � 依

赖于 � 时或 拼气。时都没有进行过讨论比较
,

它们大都存在问题甚至不能使用
。

其中有些

方法编制程序比较繁复
。

至于快速富氏变换的采用
,

对于非线性的� ��� � � ��� 方程来说
,

相

对于谱展开方法比较而言
,

它能够大大减少计算量
,

但仍然比差分迭代法慢
。

下面我们介

绍一个完全的富氏变换解法
,

编制程序比较简便
,

克服了迭代法区域中心下降的严重缺

陷
,

在保证精度的前提下
,

计算量能够与迭代法不相上下
。

我们在半球旋转适应过程的数

值试验中部分采用了这一算法
,

取得了良好的结果
。

�
�

方 案 的 推 导

我们先以 � �� ��� �
方程为例给出数学推导

,

然后再把它推广到 � �� � � �� �� 方程
。

写出的� � �� �� � 方程如下
�

△� 一� ���

上式的有限差分形式为

丁兰竺共共
,

竺五
一 、叁竺裂礁竺止

一 �
‘ , 、

飞
。 �

、。 ‘ ,
一

又“ � ,
’

、
� �

厂
二 �

�� �

本文于 �� , 。年 � 月 � , 日
’

次�� 
,

���牟 � �� � 一 �� 玫 到修改脚
。
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为清楚起见
,

我们先单独讨论对� �
二 ,
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� , � �实行的 � � � 正

、

逆变换
。
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�
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再对 尹 �尹
, 叮�和 台�少
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卯实行 � 和
二
方向的 � � � 逆变换

�

�
, 、

�
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一 八
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同样对 � �夕
,

�� 施行�� 和 �� �那样的运算
,

就得到 � �二
‘,

� 、

�
。

这里
�
号表示取共扼复数

。

由��� 和�� 
,

��� 式可见
,

逆变换可以用正变换来表示
,

从而可以利用同一个程序
。

以后为

简便起见
,

我们将用 尸
, , 。 ,

�
, , 。

分别表示 � �夕
, 口�

,
� ��

, 夕�
,
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‘, ,

分别表示 ��
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�
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�
�
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。

对方程 �� 施行
� 方向 � � � 变换后

,

就有
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几
,
�

, , 。 � �
, , ,

�� 一 � �
’

�� �
, , 。

令

��� �

, 一 �
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(
1 4

)

F
一 , -

口
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只
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+ 又

. ( 1 5 )

当网格点取定时
,

可以首先算出 又
, 、

几, 。

g (
二 ,

y
) 是已知的

。

所以对 g (二
,

y ) 作
x 、

y

方向 F F T 变换后可得到变换系数 G
, , 。,

由(15) 式则可解得 f (二
,

y)
的变换系数 F

, , , ,

对

F , , ,

再做 y
、
二 方向的 FF T 逆变换

,

则得到f (
, ,

y) 即是方程(2) 的直接解
。

上面整个过程可用下面流程表示
‘
方向 , 方向 由(1 5)

_ ,
, 方向

, 二 方向
_

,

g
‘, ‘

截萦
g, , ‘

不蔺矿g
, , ,

一
J, , ,

1 蔺矿J
, , ‘

飞蔺赘J
‘, ‘

( 1 6 )

在优程 (16 ) 中
,

正
、

逆变换都可用同一型式的公式来实现
,

对于编制计算程序是十分方便

的
。

今取赫姆霍兹方程

△f (
二

,

y ) 一户
Z
f (

二
,

y
) = g (

二 ,

, ) ( 1了)

不妨假设 拼 是常数
,

用正方形网格
。

(
1
7) 式的二阶有限差分形式为

:

f
(f
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f
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)
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( f

‘, , + :
+

f
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:
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其中 J 为格距
, c

= 4 + 产, 尹
。

同上述关于泊松方程的变换相类似
,

即得

(18)

F , , ,
=

d
Z
G

一 , ,

又
, 十 又

, (
1 9 )

只是其中只
,

和 只
。

取不同的值
,

而是

,
,
一 Zc o

架
一c , 一2

005

竿
·

其次
,

流程(16 )对赫姆霍兹方程显然也是适用的
。

3

.

计算结果及比较

我们用本文建议方案求解正压涡度方程

△

鲁
一、
需

一 “
(2 0 )

同时用差分迭代进行求解以资比较
,

现将计算结果及比较讨论简述如下
:

图 1 虚线是甲的初始场
,

对于北极点是对称的
,

按理说以后的流场也应具有同样的对

称性
。

图 2 是用差分迭代法求解的120小时预告图
,

可以很明显地看出对称性已经被破坏
,
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,
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需
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(2 0 )

同时用差分迭代进行求解以资比较
,

现将计算结果及比较讨论简述如下
:

图 1 虚线是甲的初始场
,

对于北极点是对称的
,

按理说以后的流场也应具有同样的对

称性
。

图 2 是用差分迭代法求解的120小时预告图
,

可以很明显地看出对称性已经被破坏
,
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流场发生了很明显的歪曲
。

显然
,

这是外推迭代法误差积累的结果
,

L or en

z 〔, 〕
曾作了一个

, ,

一
, . , 、

_

~ 一
、 . ‘

~

.

一 一一一
_ 1 ‘

_

、 , ‘ , 、_

一一
、 , ,

~ 一
, , ,

_
~

~
一二

,

一
, 一

. _ . ‘ .
_ _

_

估算
,

外推每前进一列精度下降 2音个二进位
,

只有当矩阵的行数和列数都很小时勉强可.H 一
’ ‘ ’ J

协 ~
’

。一
‘

~
曰
~ ”下

一
2

‘

一凡、一
’ 产 、 ’J

一
尹

~
~

” 碑 ’ J

~

一 n 产 勺

~

” r ’

卜
‘
J

’

~

~

,

升
J

以用
,

而气象向题的特点是矩阵的行
、

列数都很大
,

这是产生明显歪曲的原因之一
。

原因之

二是
:
气象问题往往需要反复求解方程(20)

,

有时甚至要求解上千次才能得到最后的计算

结果
,

这样每一次求解产生的歪曲又被严重地积累起来
。

当预告时间较短而流场本身又

l
}

图 3

非严格对称时
,

这一点是不易被发现的
。

图 1 中的实践是用本文提出的直接解法求解

的结果
,

它在计算过程中对北极点始终是对称的
,

完全克服了外推迭代法产生的歪曲
。

图 3表示上述例子中区域中心点高度随时间

的变化
,

图中曲线A 是外推迭代法的结果
,

在n 天

的预告中高度持续下降
,

达 270 米之多
。

这一现象

并非在所有计算例子中都会出现
,

但是一经出现

就无法控制
,

过去许多人曾经多次碰到同类向题
,

而且减小迭代收敛误差反而使这一现 象 更 为 严

重
,

发生这一现象的原因至今尚未得到解释
。

图中

曲线 B 是用同样的初始场但采用本文解法计算的

结果
,

变化的幅度是很小的
,

与天气实践相符
。

由

此可见
,

本文建议的求解方法也可以较满意地克

服了迭代法的这一缺陷
。

由于计算中对各个量需要正
、

逆变换
,

在格点数相近时直接法所需计算量比差分法有

所增加
,

我们作了试验比较
,

当变换法采用比迭代法大一倍的网格距时
,

其解的精度仍然

高于迭代法
,

这样就大大减少 了总的计算量
,

使使用的计算机时间少于迭代法
.
此外

,

气

象问题上往往只需要实数部分的运算
,

这样计算也可进一步减少
,

使得本文建议求解方

法在速度上大大高于迭代法
。

本方法的推导曾请王宗浩同志审阅
,

特此感谢
。
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