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应用变分原理积分正压原始方程
.

王晓林 夏大庆 吴辉旋

(北京大学地球物理系)

提 要

将正压原始方程组无量纲化以后
,

把量级近似相当的动能与有效位能之和守恒作为变分

约束条件
,

有效地控制了非线性不稳定
,

使长时间积分中能保持总能最守恒
。

其结果可和其

它积分方法相比
。

一
、

引 言

积分原始方程模式的要点之一
,

是要保持积分区域内能量守恒
。

一般采用守恒的差

分格式
〔, 〕。

如将变分方法用于积分原始方程组
,

对能量守恒实行变分约束
,

也可避免非

线性不稳定
,

而保持能量守恒
。

佐佐木曾设计了一种用于一维正压模式的变分约束方案
〔2 一3 〕。

本文 推广到二维的情

况
,

通过将正压原始方程组中量级近似相当的动能与有效位能之和守恒作为变分约束条

件
,

以抑制非线性不稳定
。

在有限区域
、

固定边条件
、

边界内一圈进行平滑的情况下
,

时间积分正压原始方程

组时
,

常常出现动能持续下降
、

系统逐渐减弱的现象
。

即使采用没有平滑作用的时
,

空

差分格式(如中央差)
,

也不能避免这一趋势
。

这里
,

我们试图用变分方法对正压原始方

程组实施能量守恒约束
,

希望能抑制这一趋势
。

二
、

正压原始方程变分约束

正压大气的控制方程组为
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式中
, h 为自由面高度

,

其它符号是气象上常用的
。

易于证明
,

在水平闭合区域 , 内
,

总能量是守恒的
,

即

合钉
。

(·’ +

vz+ 。’hd
仃 一 。

本文于 一, 7 9 年 7 月 i 0 B 收到
,

1 9召。年 2 月 i 日收到修改搞
.
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或 丁
。

(U Z + 沪 + g “, h‘『一常数
(2 )

上式为时间积分过程中的能量约束条件
。

令 汪
、

石
、

兀为积分过程中的预报值
, zt

、。 、

入为调整后的值
。

在时间积分过程中
,

通过

变分约束
,

使由 u
、二 、

h 算得的总能量与初始总能量 T 。
之差的绝对值 小于某一给定小量

时
,

便认为遵守总能量守恒定律(2 )
。

此外
,

还要求离差(u 一左)
、

(。一 公)
、

(h 一兀)的权重

和在全区域的积分最小
。

根据变分原理
,

这就是求泛函

J 二 乙〔
a (u , ,

一 泣
、,
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的极值
。

式中
, a ,

尹为相对权重
,
又为拉格朗 日乘子

。
a ,

月给定
,
又由解方程得到

。

按理
,

积分过程中
,

应用上述变分约束可使总能量近于守恒
。

但是
,

由于位能比动

能大 2一3 个量级
,

变分约束主要对位能起作用
,

不能充分有效地限制速度场的解
。

如果

应用动能与有效位能之和守恒的性质
,

对这两个量级近似相当的物理量之和实行变分约

束
,

有可能收到较好的效果
。

为此
,

将控制方程组无量纲化
,

得到
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式中
,

再为无量纲平均高度
,

h, 为无量纲扰动高度
。

u 二厂u,
,

工
, 人= 万 (五+ 入, )

, t

H 再和 H h, 两部分
,

效位能之和守恒
,

即

L
,

二万
r’ 。 特征量取 L 二 1 06 米

,

H = 10
4
米

,

。二 厂。, ,

(二
, 夕) = (劣

‘, 少,

)

厂 = 1 0米 / 秒
,

将 h 分成

可以把有效位能从总位能中分出来
。

总 能量守恒演变为动能与有

譬丁
。
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对应于差分的控制方程组
,

有
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;
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相应的泛函为
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式中
, a 、

月和 又的意义同前
。

若认为
u 、。
和 h 具有同量级误差

,

则调整率也应相同
,

得
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到比例关系 月/a = g / 再H
。

如认为流场比气压场更可信
,

则可令
a = 1 ,

于是口= 盯轰H
。

由(6 )的变分为零
,

即JJ
尸
= 。。

用间接解法可得 E u le r 一L ag Ta o
ge 方程组
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;
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h :
, 二

(1 + 又再)2 一 2 几荞:
,

将(1 1 )一 (1 3 )代人 (1 0 )
。

由于 又很小
,

2 9 万 (z + 几兀)[ (1 + 又再)2一 2 几石;
‘

]

故可略去其高次项
,

得

(1 3 )

尸}轰习 (可户十石脚 十 乙粼
‘

(创尹十司川
+ ‘H 再分一 T 。

刻 3 T 。一 再厂2

刀 (应分十公;; )一 g H E 不
(1 4 )

艺三门|
J

考虑 再》h,
,

以
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云:,
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h :
万

引
矛
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作为迭代初值
,

用迭代法求解 u:
矛 ,

讨
,

和 拭
, 。

当 T 。
与由变分后

。
二

, , 。
二

,

和 ll:
,
算得的总能量 T 之差的绝对值小 于某一给定的小量

时 (在我们的试验中
,

取 !T 一T 。
! < 1 0 一T 。)

,

调整即告结束
。

在较长 时 间 积分后
,

仍

会产生一些误差
。

但如迭代终止条件取得更小
,

计算时间花费太多
。

三
、

二维理想场试验

为了试验在二维情况下
,

能量守恒变分约束对非线性不稳定的控制能力
,

我们取两

种初始高度场
〔, “。

:
.
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式中
, L 是区域长度

,

D 是宽度
。

夕。= D / 2
。

有关常数取为

H
。二 5 5 0 0米

一 ‘

L 二 60 00 公里

H
l = 一 2 2 0 米 D 一 5 2 0 0公里

H
Z二13 3米 f 二 1 0 一4秒

一 ‘

百 = 9
.

8 米 /秒
2 △二二△y 二 3 00 公里

在南
、

北边界
,

等高线与边界乎行
,

从

而保证边界的法向通量为零
。

另外
,

区

域内均有西风急流带
。

I 类初值为一个

波
,

11 类初值还包含三个短波
。

初始风场由地转关系求得
,

南
、

北

取固定边条件
,

东
、

西取周期性边条件
。

在约束条件下
,

用易于产生非线性不稳

定的时
、

空中央差分格式积分无量纲化

的控制方程组 (4)
,

时间步长取 10 分

钟
,

使用时间平滑
,

以抑制计算解
。

总能量 (10
,
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犷气么性
图 1 总能量随时间变化图

—
初值 I

i 无变分约束

·
~ ⋯初值工

2 变分约束

对初值 I
、

11 分别进行有
、

无变分约束的试验
,

结果如图 1 所示
。

在无变分约束的

情况下
,

初值 I 积分至第 4 夭
,

初值 11 积分 2 天后
,

总能量开始迅速增长
。

实行变分约

束后
,

非线性不稳定受到了抑制
。

初值 I
、

n 积分到 40 天
,

总能量都仍近于常值
。

己〕二互

图 2 初值11 5 天(
a )和 1 0 夭( b )预报图

图 2( a )
、

( b )分别为初值 R 的第 5 天和第 10 天预报图
。

预报场是光滑的
,

图中急流

仍很清楚
,

槽脊也很明显
。 _

为进一步考察积分过程中
,

变分约束对抑制非线性不稳定的作用
,

又对一维情况下

作了较长时间的试验
。

在满足线性稳定性条件下
,

‘

积分平流方程
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口u 口u

刁于十 “刁万二 。 (1 8 )

给定两种初值 u (二
, 0 ) = sin Z二 x (1 9 )

u (x ,

0 )二 1
.

5 + sin Z汀 二 (2 0 )

格距取 3 00 公里
,

仍用时
、

空中央差

一
一一一门 分格式

。

图 3 给出动能随时间变化
。

把脸尸L..钊“O幼叭-幽.

与0 . 3 0 2 5 0
, 一一气交了一一 , 一丽茹

无变分约束的情况下
,

对于没有基本

气流的初值 (19 )
,

仅积分到 80 步就

出现不稳定
,
对于有基本气流的初值

积分时间
(z0 )

,

计算不到 加0 步也出现不稳定
。

涉如 试验结果表明
,

对于初值(1 9)
,

每 5

步变分约束一次
,

对于初值(2 0)
,

每

2 步变分约束一次
,

都能保证德定地

积分到 6 0 00 步以上
,

相 当 于 2 00 多

天
。

能介l�加的于

图 3

4 ‘扣 口困J 口J习

( b )

空中央差分下
,

积分时间
(步数 )

怂
动能随时间变化图

初值 ( 1 9) 1 无变分约束
,

2 每 10 步变分约束一次
,

3 每 5 步变分约束一次 ,

初值 (2 O)l 无交分约束
,

2 每 压步变分约束一次
,

3 每 2 步变分约束一次
。
)

四
、

实 例 计 算

以 1 9 7 8 年 4 月 3 日 0 8 时 冈0 毫

巴高度场作为初始场
,

取地 转 风 初

值
,

分别对无变分约束
、

总能量守恒

变分约束
、

动能与有效位能之和守恒

变分约束三种情况进行试验
。

图 4 表

明
,

无变分约束时
,

48 小时后动能损失 16 % , 总能量守恒变分 约 束下
,

动能损失也达

15
.

5 %
,
而动能与有效位能之和守恒变分约束下

,

动能仅损失 8 %
,

动能下降的趋势受

到部分控制
。

动能的损失可能来自两个方面
:

一是变分调整的误差
,

二是为了抑制计算

解而施行的时间平滑
。

动能 ( 10 , 来
,

秒
,

)

, L

、欢 , 二 ,

一
, 气 一 , , 二 : 丁刃二一六 , , , 一

卜, , 沈令 ~ ~

血
’

一亩
. ,

碗
, .

面 ~ 交 ~ 在
. .

布一积 分时 间
(小时 )

图 4 动能随时间变化图
(

—动能与有效位能之和守恒变分约束
,

-

一总臼级守佰史分约束
,

·

一无变分约束
。
)
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比较以上三种情况下
,

沿 45
O

N 纬圈
,

50
“

一 1 4 0
“

E 的 48 小时高度廓线预报及实况

(图 5 )
,

可以看出
,

以动能与有效位能之和守恒变分约束的预报结果最近于实况
。

即使

积分时间较短
,

其优越性已明显可见
。

位势什米

5 6 0 r

5 3 0‘六一, 绘一六一, 份一嗽产一六尸 夕韦磨

口甘 。‘ r o o u 二、J lu o l lu 一‘U IJ O
‘一

~

图 5 19 7 8 年 4 月 5 日 0 8 时 (4 8 小时预报) 50 0 毫巴
、
吐S

O

N 纬圈高度廓线图
(

—
实况 ;

一无变分约束 ;

-

一总能量守恒变分约束
,

⋯⋯动能与有效位能之和守恒变分约束
。
)

五
、

结 语

对控制方程组无量纲化后
,

在时间积分过程中施以动能与有效位能之和守恒变分约

束
,

这是一种行之有效的抑制非线性不稳定的方法
。

它不需要加平滑或粘性耗散项等来

削弱扰动振幅
。

时间积分过程中加上变分约束
,

也比其它方法节省计算时间
。

个例预报

表明
,

在这种约束下
,

动能损失最小
,

预报的槽脊强度也更近于实况
。
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