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小尺度起伏条件下云滴连续增长的焉尔科夫

过程和它在积雨云发展中的作用

徐庆芳 李桂忱 温 景 赏
(中国科学技术大学) (中国科学院地球物理研究所)

一
、

引 言

暖云降水起伏理论说明了云雾降水微物理的一些本质间题[1]
.

这方 面 的 一些结 果

(例如文献〔l] 一〔3〕) 与一些观测事实比较接近
.

在文献〔4 ]里曹说明了云中的某些起伏

场相关时间可能比较短
,

水滴的随机增长过程要用马尔科夫过程来处理
.

这里有一类不

连续地增长过程 [51
。

而对于连续的增关过程里
,

周秀骥也曾指 出
〔61 ,

可应用 K朋M o r o pe B 第

二扩散万程处理
.

本文将在半径的某种面数 z( R )空间上建立起这种方程
,

并求出其相

应的分析解
.

由此
,

我们可以看出
,

在起伏疑结和起伏碰并作用下
,

怎样会在很短时间内
,

产生足够多的降水胚胎来
.

这类起伏过程仍有很大的作用
.

不但在全暖的对流云里
,

而且在有泳晶的积雨云里

都有相当的影响
.

近年来在中纬度地区的观测
,

也越来越多地证明了这一点
.

我国在溯

南和上海都曾发现
,

大云滴 (或呀降水胚胎
,

大小在 1 0 0 产 以上)在各种各样的对流云中

普遍存在
.

诸如淡积云
、

中积云
、

浓积云等
.

在浓积云里出现更多
,

达到了雨滴的浓度

(1 0
2

一1 0 3个/米
3
)甚至最多能达到 1少个 /米

3 ,

已经足可以产生一次降水了
.

国外的一些

资料 [7, 幻
也提供了这方面的事实

.

还有人曹专门对正在发展成积雨云 的 浓积 云进行观

测[9] ,

结果指出
,

在所观测过的浓积云中
,

绝大多数都是先产生了很多的(1 0
3

个/ 米
3
)大云

滴 (d > 25 0 刃
,

然后才形成了冰晶
,

变成积雨云
,

而冰晶一出现
,

就和原来的大云滴一样

大小
,

它是在大云滴的基础上进一步发展的
,

而不是相反
.

这些事实都说明了
,

第一
,

在积

雨云发展的前一阶段
,

暖云的起伏过程
,

应该能产生出大云滴来
,

无须冰晶作用
.

第二
,

冰晶产生了以后
,

它们的尺寸比较大
,

大云滴也已经形成
,

所以
,

这时的冰晶作用不大会象

过去所张调的那么重要110 ,l1 ].

二
、

水滴在半径空简上的扩散方程与求解

凝结增长和看作是连续增长的碰并过程
,

其大滴的半径增长速度是
:

登
一 “(“’‘(

‘
,
·

式中 y (t ) 是云中湿度场
、

合水量场
、

或湍流加速场
,

M(R )是半径的某种面数
.

式可得
,

(l)

积分(一)

; 一 ; 。 +

{:
* (t) J , 一 * 。

+

{:
、(* )y (

才
)J

不.

(2 )

水滴的关大
,

就好象它在半径空间上向前运动一样了
.

M(R )y (t ) 就是运动的拉格朗 日
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速度
.

当 Y (t) 在小范围上起伏
,

而大范围上 萝是均匀的
,

则水滴的运动速度 左就具有
“
脉动

”

性质
.

这和弥散物质在湍流介质中扩散过程相似
.

当湍流尺度不大时
,

可以用扩散

方程来处理
.

然而公式(l) 还表明
,

水滴在半径空间上的运动逮度与位健有关
,

因此
,

其转

移概率也和位健有关
,

运动成为非均匀的
“
湍流扩散

” .

这在其实的湍流扩散中
,

也还没有

解决
.

不过
,

在我们的问题中
,

可以做一个变换
,

将运动变成
“

均匀湍流
”

性质
.

把公式(l)

中的 M(R ) 移到公式左方去
,

并引进新的空间
: ,

公式(l) 一(z) 就变成
:

、少
�
、刀,j月,

尹‘、了
.
、1

M ( R )

d R
,

— ~ X 、t 少
,

浮t

(况 1
,

” f
‘

. ,

f
‘ 、 , ,

_

、 , _

万 ~ 1
.

ee 吮气- ee 于
. . 心入 ~ 且 之召 不 ~ 1 1 、犷少心 不

J凡 M气R ) J 0 J o
(
二 > 0 )

,

[在 ( 3 )式中
,

对于含水量而言
, y (t ) 非负 ]

.

孩样
,

水滴在
,
空间上的运动仅和起伏场有

关
,

与
z
大小无关

.

当运动是高须性的随机运动 ( ‘《 几 )
,

则可以用抛物型的扩散方程

来描写t13 飞

旦丝工进么进2 +
立 r犷牙 ( : . : )一立 r。甲( 二

.
, ) 1

.

口t d z 一 ’ -

一 d 名
刁 - ( 5 )

式中 甲( 二
,

t) 表示水滴在
, 时刻

“

走
”到 ,

处的概率
.

Y 是平均
“

运动
”
速度

,

郎起伏场的

平均值
.

D 是在
二
空间上的扩散系教

.

按泰勒定理【l3]
,

由云中起伏场的起伏性质决定 :

。 一

{J
“H (

: , ‘: 一 ‘

一
, 一平

’·

H ( t) 是云中起伏场的拉格朗 日相关系教
,
场 是相关时间

,

岭 是起伏场的方差
.

张度
, a : 一 业

.

( 6 )

内 是起伏

Y

水滴 自凝结核上凝结
,

以后的大小不会比初始半径要小
.

在重力碰并增长时
, 口值为

正
,

以后也不会再比初始半径小
.

因此
,

在
二 ~ 。 (郎 R ~ R0 ) 处有一个不可透过的

“

反

射壁
” :

{。鲤业边 一 夕二 ( : . , ) 1 一 0
.

L 口劣
一 ‘ 一

J ,

间
( 7 )

考虑初始时刻
,

大滴是单谱
,

则有 :

砂 ( 0
, z

) ~ 占(
,
)

,

占是狄拉克函数
.

在过程中没有其他的源
,

暂时也先不研究水滴跑到云外的情况
,

应满足归一条件
:

( 8 )

则解还

{
’ 二 ( 二

.
: ) 了: 一

J o ( 9 )

总结公式 ( 5 )
,

( 7 )一 (9 )
,

得到下列定解条件的扩散方程
:

旦丝业孟业 +
立 [ ? 砰 ( : ,

, )一兰 rn w ( 二
.

, ) 1
.

d t d言
一 ’ -

一 口名
孟 - (

。 > 0 )

汤鲤业乙业一
L d 名

砰( o , :
) ~ 占( : )

{了
W (一 ‘

)‘
“ -

乎、(
· , :

)
1

:
却 一 。,

,

1
.

( 1 0 )
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至于水滴的概率分布密度
,

由下式中得到
:

飞 , / 一
_

、 _ _ , /
_

、 d 君 1
, _ _ / , /

~ 、

ZV 又K
, 多少 ~ 尽下 又才

, 不j
.

— =

—
月/ L 乙 又代 少

, 多j
.

d R M又R )
(1 1 )

以下我们求解方程(1 0)
.

合

牙(
。 。 t

) 一
。
(
z , t

)
e 、p (

a : + b ,
)
。

代入公式(1 0)
,

消掉平流项
,

以定出
召 , b

.

马上可得
‘
一 至/ ZD

, b 一 一沪 / 4 D
,

则

、‘了、、Z、,了、.了、、2,�之�连
月
哎2麦U11

J.l曰1.J.三,工‘
、龟了
、了r、./妞、Z妞、

了夕 夕2 、
伴 、忍 , ‘少一 “、z , ‘)

exP 长万万
名 一而

‘

)
·

将 ( 12 )式再代入方程 ( 1 0 )
,

则有关于
“
(
: ,

t) 标准形态的抛物方程
:

u
( o

, z
) = 占( 男)

,

,

召一浮
,毛
‘

一Z口一口
D一一

“一td一口

{鱼 一工
“

1 一

Ld 君 Z D J
z = o

用富氏核变换方程 ( 13 ) 〔I4]
,

富氏核 K (又
,

幻 是 :

K (‘
, ·

, 一

福
.

式中 h ~ 幸/ Z D ,

则解出 试
z ,

t)
:

兄e o s 又才 十 五si n 凡z

(又
,
+ 人,

)
‘/2

z + y t
_

; _ .
、 一

~

三些一
_

二,

_

厂_
-

扩
-

、_ 夕
_ _ _

了j
_

_
上 见

二

、
.

J
, _ _ _

Z f几玩犷
_ 一扩 。_

1
“ \ ‘ , 卜 J

一 一
户

—
‘入F 、 几 二 , 几

~

二 ‘人F f 二二

“
- 二二

‘ ,
一

各L

下
二二 亏 ‘ “ ‘ f

丫 二D t “ 4 u t / z 口 、 z 口 4口 / “

V 二 “。 J

由( 1 2 )式可知
,

此时
,

1 「 (z 一 亨约
2
〕 V / 幸 、f

,

‘ 八 + 夕八1
伴 “

, 不夕 = 一下= 二= e x P ! 一

—
l 一 竺

.

丁 e x P 瓜—
z 】、1 一 岁 爪-

二二二二 lr
,

丫 二D t L 4 D t “ 2 口 \口 / L \2丫 刀 , / ,
-

式中 必是误差面数
.

而水滴概率分布密度 N ( R
,

O
,

很易由 ( 1 1) 式求出
.

三
、

小尺度的起伏凝桔增长

水滴的疑结增炎速度是 [l] :

尺△ C

P

1

R
( 1 7 )一一

尺一才d一d

式中 K 是水汽分子扩散系数
, p 是水的密度

,
△C 是过饱和水汽密度

,

按前节结果
:

二 一 {
R

二
、* 2 一 {

‘
△ c 、‘

,

JR 。 ZK J O

Y (
t)

D 一

一 △ c (t)
, Y ~ △ c ,

, 久e : 。一 a 久e : 。
(△ c )

2 ,

( 1 8 )

式中
a
是起伏强度

, a 一竺
.

以下我们按 ( 1 1 )
、

( 16 )公式来计算起伏凝结增关速度
.

△ C

关于 么c 的数值
,

我们用 N ei bu rg er 和钱整武的结果[l5j
.

把他们计算出来的
,

云滴均

匀地由凝结核谱凝结长大到平均半径等于 20 拜 时
,

所需要的时间
,

等效地推算到相当于
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公式(1 7 )中的 △ C
.

计算结果
,
△ c ~ 3. 65 x 1 0 一 ,

克 /厘米
3

(积雨云情况)
.

关于起伏张

度
,

估计有三种可能
,

郎 :
丸

。 一 1 ,

1/ 2 , 1/ 3
.

关于
丁。,

以云泡生命估计
,

大约是 3 0 0 ,

2 0 0 , 10 0 , 5 0 秒
.

由此
,

我们选 出刀值中 硫
e : 。的 5 , 5 0 , 1 0 0 , 3 0 0 秒四种数值

,

大致可以

代表各种强度的起伏
,

并可进一步算出不同的半径
:
空间上的扩散系数 D (表 l )

.

至于

凝结核的初始大小
,

影响不大
,

可以忽略不计
, R 。

~ 0
.

它们的初始浓度
,

取做 3 00 一5 00

个/ 厘米
3

(这大致相应于可以活化起来的大核浓度 )
.

而 R ~ 2 。户 的浓度
,

应该达到 l一

10 个 /厘米
,

·

产 ,

以这段时间作起伏的凝结生长时间
.

表 2 列出了计算结果
.

表 1 积雨云中起伏湿度场所造成的
,

在半径
二

空间上各种扩散系数 D (秒
·

克 2 /匣米‘)

飞飞卜之
~~~ 555 5000 10 000 3 0 000

333
.

6 5 X IO一
999

6
.

6 7 义 1 0一
, 777

6
.

6 7丫 10 一
, ‘‘

1
.

33 K 1 0一
l ,,

4
.

0 0 义 1 0一
l ,,

讨讨\二
\\\

6
.

6 7 K 10 一
趁777

6
.

6 7又 10 一
, 666

1
.

33 K 1 0一
1 ,,

斗
.

00 火 1 0一
1 ,,

333 0 000 1 80 0一 19 4 000 1 1 50一 14 0 000 9 5 0一1 2 5000 8 00一 1 00 000

555 0 000 1 77 0一 19 0 000 1 12 0一 13 5000 8 7 0一1 1 9000 7 8 0一 9 5000

表 2 表明
,

起伏凝结过程在生长 2师云滴方面有重要的作用
.

没有起伏的均匀生长

需要时间 2 2 0 0 秒(将近 3 7 分钟)才可形成
.

在有中等起伏时会提前到 20 分钟郎可
.

在

很弦的起伏条件下
,

只需 13 分钟
,

约相当于原来的 1/ 3
.

然而在弱起伏时(例如
a < 30 拓

,

: 。 < 50 秒 )则作用不大
,

生长时间与均匀长大相近
.

四
、

小尺度起伏下重力碰井速植增长

水滴长大到 20 产以上
,

这时重力碰并起主要作用
,

由此一直到降水胚胎
,

可以看成是

连续生长过程
.

这种过程的半径增速是
:

d R E 讶

— ~ 一
乙二“ 。

d t 4 p
(1 9 )

当 q 有小尺度起伏时
,

同样可以采用方程(1 0) 来解决
.

这时 (1 0) 式中各变量含义如下 :

一 二旦
. .

E △ “

d R

d t

“ Y ,

才(
t )d t

.

~ 。
聂
: 。
矛

.

(2 0 )户IJO机
一一口

_ (
月 4 p

,
。

汀
— ,

—
“ 玄、

J R 。E △“

D
,

一q一一
一Y

计算时
,

取 E ~ 1/ 2 ,
△“ 用顾震潮等的经验公式[Z1

,

牙/ △
“ ~ A + B R

.

在 C
.

G
.

5
.

制

中
, A ~ 5

.

5 X 1 0 一7 , B ~ 8 x 1 0 一, ,

牙一 l 克 /米
3

.

a
乌
: 。
也选取 5 , 5 0 , 10 0 , 3 0 0 秒四种

.

R 。

~ 2 0 声,
N

。

~ l一 10 个/ 厘米
, .

降水胚胎 R 一 1 0 0 产 ,

浓度是 10 ,

一 10 ,

个/ 米
3

·

10 产 ,

达到此浓度时间哄起伏生长时间
.

结果列于表 3
.

原来均匀生长
,

需时 盯 分钟
.

有中等
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孩度起伏则提前了 50 多
,

只要 23 分钟
.

有最张的起伏时
,

可以进一步缩短到 12 分钟
.

同样
,

对于弱起伏
, a < 30 务

, : 。 < 50 秒
,

则起伏的作用不大
.

表 3 积云中含水量起伏时
,
由较大云滴 (20 户)长威降水胚胎 (天 二 1 00 户) 的时间(秒)

起伏场强度 a 它

几

D (秒
·

克
,

/厘米勺

均匀生长时间

起伏生长时间

5 义 1 0一
‘2

5 义 1 0 一
j 卫

3 只 10 一
1 0

2 7 9 0 2 7 9 0

弥散物质在几何空间上扩散
,

除边界限制外
,

既可前进
,

又可倒退
.

但含水量并不出

现负值
,

所以云滴在半径空间内
,

除边界上不倒退外
,

每一步都是向前的
,

只是向前的快慢

不同
.

因此
,

方程(10 )还不能完全反映这种运动
.

当 a 宁 < 1 时
,

方程(1 0) 的近似程度好

一些
.

而对丙 ~ 1 ,

甚至大于 1 时
,

影响就大
.

这时用方程(1的描述扩散时
,

对其增关速

度估计偏低
。

我们且用一种数值计算方法
,

粗略地讨论一下
.

将全部生长时间分成数段
.

把第一时段结束 时
,

按方程(10) 所得的滴谱
,

进行分割
,

分成很多单谱 R 、, R ‘

处的浓度现

在是 N (R
‘,
△ ,
)△R ‘

.

在第二个时段时
,

云滴分别 由 R , 出发
,

各按方程(1 0 )向前扩散
,

依

此类推
.

最后在结束时
,

把各自所得结果分别相加
,

郎可得出终了时的滴谱
.

我们试算了

一种中等孩度的起伏
,

喝
: 。 ~ 5 0 ,

(相当于
a 。 一 1 /2

, : 。 一 200 秒 )
,

原来它生长出降水胚

胎时间是 1 5 0 0 秒
.

现在
,

当把
,
分成三段用以上办法处理时(每一段△ , ~ 50 0 秒 )

,

则在

1 5 00 秒后产生的降水胚胎有 1 0 3

一 10 ‘个/ 米
3 ·

10 产 之多
,

比前增加了一个量级
,

具实的

生关时间
,

要比 1 5 0 0 秒还要短
.

0-,‘43
户,6,
J

一一一一一一一

目下对湍流介质中的捕获系数研究还

很少
.

而屯对生长时间的影响
,

在起伏条

件下更为突出
.

本文对 E 做 了 常 数 的假

设
,

这种 E 在均匀模式中的作用是线性的
.

于
二值若增一倍

,

则生长时间缩短一倍
.

但 毒
是

,

常数 E 在起伏条件下则作用是非线性 胃
的

,

并且作用加大
.

图 1 给出了 E 值在起 竺

伏条件下的影响
,

这是一种中等张度的起

伏
,

嵘
二 。一 10 0 秒

.

当 E ~ 1 /2 时
, : 二

1 0 0 0 秒可 以 长 出 1 0 0 产水 滴 有 5 0一 5 0 0

个/米
3 ·

1D 拼之多
.

如果 E 加大一倍
, :
缩

小一倍
,

则长 出 的 1 0 0 拼 水滴有 多。。0一
5 0 0 00 个 / 米

, ·

10 产 ,

大了两个量级
,

也就

是说
,

生长时间还可降低
.

事实上
, 斗00 秒

0 2 0 4 0 6 0 8 0 100 12 0 】4 0 16 0 !8 0 20 0

双(闪

图 I E 对随机增长的影响

(D 二 10 一 10 克
, ·

秒
·

厘米
一‘

q = l。一克
·

厘米
- 3

)

就已经有了大水滴 2 00 一2 0 0 0 个/米
” ,

10 产
.

反之
,

如果 E 一 4 / 10
,

是原 E 值的 4 / 5
,

那

么时间加关到原生关时间的 5/ 4 ,

郎 1 2 5 0 秒
,

是否可以长出同样多的水滴来呢 ? 显然也

不行
.

因此
,

研究在湍流介质中的捕获系数看来更是需要了
.
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五
、

桔 斋

综合上述各节
,

得到以下几点初步看祛
:

(l) 当起伏场尺度比较小时
,

云滴的连续性随机长大
,

可以化为一个在半径空间上的

扩散问题来处理
.

(2 ) 这类起伏仍可起相当大的作用
.

不但在全暖的积云里
,

郎使在冰晶化的积雨云

中也有很大作用
.

观测已经表明
,

在中纬度地区
,

积雨云的发展
,

往往在冰晶化以前
,

在暖

云阶段中就已经形成了大量的降水胚胎
.

对于这么大的水漏来说
,

平均的重力碰并速度

要比转移凝华来得大I1l]
,

所以
,

后来冰晶郎使出现
,

其相伴的转移凝华过程可能也不大会

象 Ber ge ro n
所张调的那么重要了

.

(3 ) 小尺度的起伏凝结和起伏碰并
,

在积雨云的暖云阶段可以起重要作用
。

起伏的

弦度很张时
,

只需 20 分钟就可从凝结核长出降水胚胎来
.

中等强度的起伏
,

需时也只要

4 0 分钟左右
.

(4 ) 大水滴的发展
,

在 。一2 。拜 阶段
,

起伏凝结起重要作用
.

其中 10 一20 拜范围
,

一

些碰并过程 (重力电碰并
、

湍流电碰并
、

不连续重力碰并 )又同时起作用
。

水蒲关到 20 产

以后
,

由含水量起伏所造成的连续性重力碰并增关就起主要作用了
.

致谢 : 顾震潮教授在整个工作过程 中所给予的指导和鼓励
,

作者深表谢意
.
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