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提 要

本文用差分模拟绝对涡度守饭定律
,

构成正压偶度方程的两类差分格式 � 积分

守伍型格式和相当于准拉格朗 日型格式
�

前一类型格式的显式部分是条件稳定的
,

隐式部分是无条件稳定的
�

后者全为无条件稳定的显式格式
�

可以依据实际需要和

可能
,

来放大无条件稳定格式的时间步长
�

本文还根据格式的计算耍求
,

讨论了
“

风”塌的计算和平滑问题
,

以及差分方程的

边
、

初条件�计算边
、

初条件�的给法
�

井通过理想爆计算和实例预报
,

检验了几种显

式格式的计算效果
�

一
、

引 言

从实用 出发
,

延长正压模式特别是斜压模式的预报时限
,

需要节省计算量和保证计算

精确
�

在保证一定的精确度前提下
,

放大时间步长是减少计算量的最好方法
�

检查物理

定律是否满足来识别差分格式
,

并通过简单计算检查格式的数学误差
,

是保证精确度的必

要途径
�

可以预期
,

微分形式模式所具有的物理属性�如能量
、

动量等守恒性质�
,

必将作

为选择预报方程差分格式的条件
,

根据物理原则
,

经过数学加工
,

构造出计算用的差分格

式
,

必将是差分方法数值求解预报方程的基本步骤
�

将新差分格式首先用来计算正压模

式
,

是检查新格式能否用计算斜压模式的重要方式
�

本文拟从差分模拟绝对涡度守伍定

律出发
,

构造正压涡度方程的几种差分格式
�

井用理想场和个例预报计算
,

初步检查其中

一部分格式的预报效果
,

目的限于说明一种构造差分格式的方法
,

和所得格式在实际预报

中应用的可能性
�

为了后面叙述的需要
,

把正压涡度方程及其一种等价形式写出来
�

如所周知
,

正压准

无水平辐散祸度方程
�

匹
� 。

匹
�

,

矍
一 。

口� 口二 口夕
���

�其中 � 一 △必 � �
, “ � 一口沪�口� 。 一 口中�� �

,

沙是流函数
,

�为地转参数
,
△ 为水平

拉普拉斯算符�是描写流体质点绝对涡度 互
,

沿着轨线以质点本身运动速度 �
。 ,

刃 传播的

单向波动方程
,

也是绝对涡度守恒定律的数学表达式
�

若在�� 式中考虑整层辐散作用
,

则 互代之以 △沙十 � 一 � 沪
,

其中 , 是常数
�

而且
,

不论 。 为零与否
,

方程��� 等价于下列

形式的方程
�

�

本亥于 � ��� 年 � 月 �� 日收到
,

于 ���� 年 � 月 �� 日攻到第一次修改稿
�
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�雪
� �

�

�互
�

�乙 �
。

�
�下� � 月

—
� 下一 �, 月

—
—

� ,

� �
一 � 二

一

��
�� �

式中

� 口�
� � � � �奴 �� �彻一‘

�一吞
一一

依据气象流场的变化特点
,

适当选择常数 � ,

可以使得 物
, , ,

随着时间
‘
变化缓慢

,

接近

常定值
�

数值预报图解法实践证明
,

这样选取的 � 一风场
,

对放大计算 的时间步长是有利

的
。

二
、

艳对涡度守恒定律的差分模拟

能够正确描写祸度方程��� 的物理性质的差分格式
,

自然是一些模拟绝对祸度守伍的

格式
�

为导出这种格式
,

我们进行了下列二方面运算
�

�
�

对方程�� 施以面积分运算
�

李 ���、
� 一 ���粤里书粤里、� 一币

“
夕� 一币

,

沁
,

�� 
� 君 州 州

、 � � � � “

一一了了,,,,

�������
�������

�������
�������

这里
,
是半球 �或有限�范围的预报区域

,

� 为其周界
�

在适当的边界条件下
,

周界

积分可以为零
,

于是得出平均层上绝对涡

度之和为常量
,

� 「�
, , � 。

二� 龟� � � � � � 。

口� 护 �
�� �

将
。
分成相等的正方形 �不必一定要

求正方形
,

矩形也可以
,

如图 � 所示�小区

域之和 艺
。‘,

相应
。‘
的周界记为 �‘� 将时

间区间也分成若干相等的小区间 ��, 一
� ,

�� ,

,��
�
�
�

于是 �� �式可写成为
�

别
���� 抽 一

别
�� 一‘

肺一默抓
‘

咖
� �

至
,

心号�� 

由此式看出
,

在每个
, 、
及 ���

一, ,

�� 
�
�上

,

右边周界积分近似求积之后
,

如能保证出入 �‘的

涡度输送量保持抵消
,

没有涡度的泽增或泽减
,

则在
,

上求和之后
,

利用 � 上的边界条件
,

�的式一定能够近似满足
�

��十 , ‘�� 一 艺 ��
‘’一‘““ 一 �

‘

叮

�日日�,’’

名���

因而
,

可以近似积分下式
,

来构造保持涡度守恒的差分格式
�

妙
“�� 她 一

妙
‘’一‘

恤一�洲妙一补
�� ��� �� �

从 �的式
,

可以得出逼近 ��� 式的若干种显式和隐式差分格式
�

比如在积分号下取平均值

可以得到
�



王宗皓� 预报方程差分格式的构造方法

� �

一 �言
, 一 � 一冬 ��

�互�
力

�
, 一 �

二雪�二
‘� �

。互��
, 一 �

。互��
,
�
�

�� �

这里
� 为时间步长

, 左为水平格网步长
,

右下角表示图 � 中的格点
�

若要求计算平流项更

有代表性
。

可以将
“ , 。

代之以加权平均值
。

比如用 ��� �
� 。 十 姚�代替

“,
等

,

这样可以得

出 �

互亨
� ,

一 ‘
,一‘一共 ��

。‘��
, 一 �

。互��
‘� �

。雪��
,一 �

。

雪�
么�

�
, �

。。

�互
�一互���

, 。

�互
�

一雪
�

��
�

���

一般如用更复杂的近似积分公式
,

所

得出的是一些隐式无条件稳定格式
,

并能

近似满足�� �式的要求
�

由于求解麻烦
,

这

里略去不列 出
�

�
�

假定质点运动的轨线经过 图 � 中的

点 ��
, � , , �� 土

�和 � �几
,

刃
, , ��点

,

从
� �到

�� � �积分心��� 一 。,

则可以得出
�

益护 一 或几
�

�� �

由于 �几
,

劝 不一定是格网点
,

在计算过程

中
,

需要用附近格点的 互值
,

经过线性或

非线性内插法求出 夕
, �

比如
,

当 。 � �
,

。

� � 时
,

重复应用线性插值可以得到
�

�佘子
‘
一 互��

,
一 �� 一 �� ��互�

, � �、�互�
,

一 �� 一 �� ���� 一 �� ��互全
,

,

一 。

� �� 一 �� �� � ��全
。, ,

一。一,

�

� �、��� 一 �� ���全
。一,

,

一。

� ����� ��全
。一�

,

一
。

��� 一

一 �� 一 �对 一 �� ���全
。

,

一,

� �� ��全
。一� , � ,

� �� �互全
,

,

一
,

一

一 �、�����雪全
。 , � ,

、 � 互少
。、

�

� ,

一 户
。

,

� 。 一 户
� � �

,

� 。一�
�

式中 ��
,

�� 表示计算点
,

�。
,

的 表示插值时所用到的格点 �图 � �
,
二 � 〔凡�

, 。 一

��

�刀

一 了
忍 , 刃 一了妈 此处 〔。 �表示数

� 的正整数部分
,

�
‘
�表示正分数部分

�

” � �� “ � � , 。

妻 � � “ � � , 。

� 。等场合
,

有与 ��� �式类似的等式
�

若合

�叼�� �,

公式����就成为文献��」中的公式 �
� ��

‘
��

�

由 �� �式还可得出
�

在
。

) o
,

!
又} < z ,

益舒一 户
二 ,

一。

一 {、} (互全
,

,

一,

一 g全
二、

, 一 。

) 一 {: }(g全
二

,

一 。

一 g全
,

一
:). (11)

此式当 m =
n
一 o 时

,

就是文献[1]中的公式(25
,

2 夕)
.

此外
,

如用拉格朗 日二次插值公式(非线性插值)确定 夕
, ,

由 (9)式可以得出 (
二

妻 。
,

。
) 0 场合)

:

绘产 一 A
oB ‘全

二一
,

一。一 十 A oB I雪全
二、一

。

+ A
O
B

Z

互全
。一1

,

一衅: +

+ 注:刀。

雪全
, , 一 。一,

+ 汉l刀 ;否全
m ,

一。

+ 对, 刀2雪全
。 , 一”

+ ,
+

+ 注2刀。

互全
。+ ,

,

_
,

一 + 效2刀;g全
。 + ;

,

_
。

+ 才2刀2乙全
二斗1 , 一 。 + , ,

式中出现的系数均取其在 (0
,

0) 点上的值
,

系数形式为
:

( 12)



气 象 学 报 35 卷

A 。
一

合
(‘一)(

‘

一
十 ‘, ; ‘ 1

A Z 一

合
(‘ - 。 一 ‘, (‘

一
).

B。一
合
(, 一 +

‘, ( : 一 , ;

BZ一

合
(:
一

‘, ( , 一 ,
·

一 一 (又一 。 + 1) (几一 。 一 l) ;

m < !又} < m + l
,

一 一 (刃 一
。

+ 一)(刃 一
, 一 1) ;

,

< !引 <
,

+ 1.

. 拍-f.
~n + I 式中下角数字见图 3 所示的格点位置

.

由以上所述
,

我们构造出了模拟绝对涡度守侄的两

类格式
.
公式少)和(s )称为积分守伍型格式

.
这类格式也

可以 , 过积分运算
{{{
( ) d

二d y d : 后
,

再应用高斯公式

~m~:呀曰 ~ . 口- n -I

图 3

而近似求积得出
.
公式(10) 和 (12)称为准拉格期 日型格

式
.
这类格式可以依计算点上

“ , ,
的变化

,

自动调整取

数点 ( ,
,

的 的位置
,

使得计算稳定
,

因而均为无条件稳

定格式
.
这种格式在有分离整数位指定的电子计算机(如 104 机器)上实现是很方便的

.

三
、

风速针算和平滑

前面给出的公式 (10) 一(12)均可适当地放大时间步长
,

而不会引起计算的不稳定
.

但因质点运动的轨线并非直线
,

且沿着轨线的移动速度也不一定是固定不变的
,

只有在 公

很小的情况下
,

轨线和移动速度变化所产生的误差才能忽略不计
。

这对采用较大时间步

长作计算
,

必然会引起较大的计算误差
.
要在放大时间步长的同时

,

保证一定的计算精确

度
,

看来引用 B
一
凤场(或类似的凤场)是必需的

.
为了说明引用 B

一
风场的重要性

,

首先讨

论理想的 B
一
风场

.

当 f ~ 夕y + f0
,

f

。

为常数
,

方程(l) 有单波解
:

、,产、、口产,
j
4

口.且�1./几、Z‘、
必 - 一 v y + 汉 eo s (

拌
(
二 一 ct

) +
v y
)

,

c = U 一 夕/ (产
2 + ; 2

)

.

由此引出
B ~ △少 + 口y + b沙 + f0

。

如欲 B 随时间变化是时间步长的二阶小量
,

可以从下式

丝
一 (吞一 二 , 一 , ,

) 才二 c
.

。in (
,
(
二 一 c ,

) +
, ,

)

口t

定出
b ~ 拜2 + v Z,

刀 = [夕一 (产
2
+

2, ,
)

u ]
y + f

o. (
1 5

)

如此
,

对于理想场(13)式
,

得出方程(2)中的 B
一
风分量为

:

1 口B

b 口y 一含
(“一 (。

’
+

·
”U ’一 ‘·

(
1 6

)
一0.一一一一BB

忍t,

‘

‘J.、esL
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这样
,

方程(2)对于理想场(13)变成以速度 勺 ~ c 传播的单向波方程
:

a互 二 , a 互 _
八

-

一1 - . J

—
一
U ,

口t 口x
( 1 7 )

式中 互一 一A (声 + 铲) co
s【试

二 一 ct ) + 妙J 十 内
.
由此看出

,

对一定的流场适当选定

b值
,

而引出 B
一
风场(或类似的风场)可以把二维非线性方程(l) 简化成为等价的常系数

线性方程
,

使问题简单化
.
再来进一步分析选择常数值 b 的实际效果

,

一般地由(3 )式可

以得到
:

必一X口一a

为

一含器一含(
“

器

一含器
一

含(
“

器
十 b

十 b
、 af 、
〕下

—
尽

d y /
业

十

a y

.
己f 、

〕
~

—
,

d
二 /

(
1 5

)

此二式中的拉普拉斯算符用正方形格网的五点差分格式代替
,

取 b

四点上的
u , 。

之平均值加 f 的微商项
:

「 _ 1 小 /孙、
,

尸 研 1 二l u。 当 一二
‘

.

)

,

l
‘: 之二 ! +

二二 二三‘ - 一 ‘二 ) u 、

+

}

一
4 六到 \ 口y /i 4 日y 4 丁洲

一 斗八
2,
则
u , , 。: 等于

hZ 毋
4 Oy

’

_
1 心 厂a必\

.
*2 of _ 1 二

. *, a f

夕刀
~ —

. / 1
—

, 飞一

——
— — / 夕苗 门-

——
,

4 六或 \ d x / ‘ 4 d
x 4 六或

一

4 口二
‘

4

下角
“

i’’见图 1 中所示的格点位置
.
此式类似于文献〔2]中用 子一 生又 必‘ 计算

斗 荞二

( 19 )

广 及

t, * .

对于实际流场如何有效地选取 b值
,

使得
。:
及

, 。
在每个时间步长之内接近常定值

,

而又能保证格式的守
,

匠性质
,

是比较难做到的
.
但从(19)式可以看出

,

用平滑(或平均)算

子处理风场
,

对计算是有利的
.
应用格式(10)和 (1 1) 式于实例预报

,

为了减小计算误差
,

除了采用类似如 为
,

t,B 的风场之外
,

还可以通过下远方式提高计算的精确度 [31
.
首先用

u( t)
,

式t) 算出 犷(
:+ r)

,

求 扩(
: + 动

,

计算出相应的风速分量
:

_·
:

二

上 _、
_ _ 口必

‘ __

丫
J 」 _ 、

_ 。沙
‘

“ 气 乡 一1 ‘ j

— 一

—
勺 犷 、 ‘ 一l 一 ‘ ,

—
—dy- -

一

口万
-

然后
,

由风场

、一 生 [
。

(
,
) +

。 ·

(

t
+

:

) ]

,

。一 生 [
。

(
t
) +

。 ·

(

t

+

:

) ]

2 2

算出祸度场
,

求出需要的 必(
‘
+ 动

.

四
、

边界条件和边值晨吴差的影响

要保证绝对偶度守恒
,

不仅对时间空间差分格式有限制
,

而边界系件的给法不活当
,

也可以破坏守伍性
.
处理边界值我们还未得出完全肯定的方法

.
这里只叙述应用格式

(7)
,

(
1

0) 一(12)来制作 24 小时实例预报和理想场计算的经验结果
,

这些结果对进一步研

究边值处理方法
,

和解释实际计算中出现的边界值误差现象
,

可能有参考意义
.

用 I , ,
1 1

。
表示格式(10) 和 (12)应用到一维方程的形式

,

用 万了(1) 表示普通时间空间

一维中央差分格式
.
取 以

x ,
o

)
~ co

s

洲
,

这里 拼 一 2灯3000千米
。

h 一 30 0 千米
.
用这

三种格式计算方程(1夕) 的下列流入边界值间题的数值解
:
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1
.
固定边界值

2
.
外推边界值

g夕一 ‘(
二 ,

o
)

,

亡2 ~ g (
二 , , ,

) l

r 、
,

式中 r 一 1 表示边界内一圈的格点
.
几

,

11

,
的计算结果分别给在图 4和 5 中

,

“了(1) 的

计算结果和 11
,
类似

,

图从略
.
由图中可以看出不同差分格式

,

对同样的边界条件
,

边值

云二 12 0

....卜..且r卜.卜

!

...‘...‘.且.卜..1

O、、、

胜
“ ‘ , 。。

图 4 用 I- 计算

一
:

龄
、
,

一
loo

{ 树
‘

\
一‘

图 5

误差影响的情况不尽相 同
.
当时间步长减小

,

边值误差影响没有得到明显改善
,

影响范围

仍然随着预报时限延长而扩大
,

只是结果的分布曲线稍许光滑性
.
图中的边界点刚好位

于余弦波的波谷深处
,

因此
,

使得边界点的下游波辜被削平
.
从此不难推测出

,

在作实例

预报时
,

若上游边界位于低(高)压区
,

则在边界之下方的高 (低)压
,

必将被边界误差所减

弱(填塞)
.
这是在亚欧范围制作预报时常见的现象

.
在北半球范围的预报计算中

,

也可

以找到这种例子
。

制作实例预报
,

要用边界条件 aH /沃 ~ 0 (月 表示高度)和 g
, “

f 等的边界系件
,

后者

由格式而定
.
应用格式(7)时

,

以用边条件 d《/加 一 a ,
灯己

。
~ 0 的效果最好

.
这里

“

表示边界外法线方向
,

好的原 因可能与这种格式本身包合有广义解而要求固壁边条件有
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关
.
应用格式(10) 一(12)作实例预报

,

流出处 g 的边界条件不需要给出
,

可由格式本身算

出边界值
.
这类格式对流入边条件误差比较敏威

,

这就是用前述理想场试验流入边条件

误差的理由
.
对格式(10) 采用固定流入处的边条件处理方法

.
当时间步长较长

,

法向速

度较大时
,

除固定边界点上的 g值之外
,

还需要固定几个内点上的 g 值
.
点数由华 的大

人

小确定
.
这可以恢法向速度

r, 。

的数值大小
,

用程序控制机器 自动处理
.
预报结果表明这

种处理边值的方法是可行的
.

五
、

格式性能的数值检输

在第二节中
,

从模拟绝对涡度守
J
匠出发

,

构造了几种差分格式
,

这些格式的性能如何
,

还需要用其他方法(如数值计算)进行检查
.
单凭差分格式模拟物理定律

,

不能完全保证

格式的计算性能一定好
.
因为在作差分模拟时

,

多少还带有一些任意性
,

下面叙述数值检

查结果
。

1

.

理想场计算
.
这里主要检查格式(7)

和(10) 一(12)的稳定性和精确度
.
格式(7)

的线性化形式和普通中央差分 II I(l )完 全一

样; 只有计算非线性方程(l) 才能检查(7)的

稳定性和精确度
.
为此

,

用 t 一 。,

和 t ~ 一 l

的(18)式作初始值
,

并由微分(13)式算得
u ,

。 ; 用 丁 一 1小时
,

h 一 300 千米
,

波长取为

30 00千米
,

用 (7)式和普通中央差分二维 格

式(以 111
‘

表示) 计算方程 (l) 的初植问题
.

由计算结果(图 ‘)此较看出
,

格式(7)是稳定

的
,

而且精确度比 111
’

高
,

计算时限愈长
,

两

者的精确度差别愈大
.
由这里的简单计算结

果
,

似乎可以看出格式 (7) 对非线计算误差

有一定的抑制能力
.
图 6 中叮时表示准确解

(2
.
10)表示用文献 [l]中的公式(25)

,

(
2 7

) 计

算结果
,

(
2. 3

) 表示用本文的格式(7)所算出

的结果
.
格式(10) 一(12)可由计算线性方程

(17)来检查
.
格式(11) 的线性化形式和( 10)

式完全一样
.
用 互(

x ,

0)
~ co

s 产二 作初值
,

计算检查结果给在表 1 中
,

其中 A 表示振幅
,

甲表示位相
. 二 ·

c
/

h 表示稳定性条件
, 产c

·

r 为准确位相
.
为了比较在表中还给出

II I(l
)的检查数据

.
由表中可见

,

几
,

I 几 是无条件稳定的
,

而且时间步长愈长
,

振幅和位

相的精确度愈高
.
几 的位相精确度较高

,

但振幅值严重偏低
.
II I(l

)的位相精确度最低
,

振幅值的精确度也不及 11
。 的精确度

.
此较看出

,

以格式 11
二 的计算性能最好

.

2.个例预报
.
选用 1958 年 1月 27 日 00 时欧洲沿岸 , 00 毫巴高空阻塞形势发展作
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为试报的个例
.
预报范围为 24 x 20 个格点

,

格宽 400 千米
,

时间步长取一小时
.
用预

报准确率 丫
、

均方误差 Q 和相关系数 c 作为检查数据(表 2)
.
表中只给出格式(7)

、

格式

111
‘

和文献【l] 中的公式(28 )
,

(
2 7

) 的预报检查数据
.
其余的格式试报结果尚需作进一步

试报检验
,

这里暂略
.
从表 2 中可以看出

,

格式(7)的试报结果较好
,

有可能在实际顶报中

应用
.
也可以看出

,

文献「l] 中的公式(28 )和(27)预报意义不大
.

表 l 振幅A 和位相 沪随 m 的变化

(其中 C = 10
.
267 米/秒 人 ~ 30 0 千来

,
户 = 2二/ 3 0 0 0 千米)

格格 式式 用用 阴 , 000 阴 = 111 拼 = 222 单 位位

丁丁丁丁 了
= 111

T
= 444

r , 888 了
= 999 r ‘ 1666 下 二 1777 小 时时

III... AAA 0
.
979222 0

.
95 1111 0

。

9 9 7 333 0

.

9 8 1 333 0

。

9 9 4 777 0

.

9 8 3 666 米米

甲甲甲甲 0
.
0 7 7000 0

。

3 0 7 222 0

。

6 1 9 666 0

。

6 9 4 444 l

。

2 3 1 888 l

。

3 1 2 333 弧 度度

1111... AAA 0
。

9 9 9 777 0

.

9 9 6 666 0

.

9 9 9 555 0

。

9 9 9 999 0

。

9 9 9 222 0

.

9 9 9 000 米米

卯卯卯卯 0
.
0 73 444 0

.
2 9 5 000 0

.
6 1 7888 0

。

6 9 1 999 l

。

2 3 朽朽 l
。

3 1 2 222 弧 度度

11111护护 AAA 0

。

9 9 9 444 0

.

9 9 1 333 0

.

9 9 8 888888888 米米

甲甲甲甲 0
.
0 6 8 111 0

.
2 8 1000 0

。

6 1 7 888888888 弧 度度

拜拜拜C
·

了了
0
.
0 7 7 444 0

。

3 0 9 999 0

。

6 1 9 999 0

。

6 9 7 333 1

.

2 3 8 555 1

。

3 1 6 999 弧 度度

二二二三三 0.123222 0。斗9 2 888 0
.
9 8 5 666 1

.
1 0 8 888 l

。

9
7

1 333 2

。

0 9 4 55555

丙丙丙丙丙丙丙丙丙丙丙

表 2

格 式
准确率 均

弃赞
。 相关系致

C 边 界 值 处 理 方 法

格式(7)

格式111
’

亥献[IJ中(25)和(27)

555
。

8 666

,
.
: 8

} 边界上及向内一圈

dH~~二, ~ - 二二 V

口才

8
%

格式(7)

, , 。

_

}

, , ,

}

n 。 ‘

}
“ 一 “ 一 ‘““ 一 d“ 一

, ‘ ·

。 7 0 . 1
.

“
. 0 .OU . -气r , - 一

.气r
- 一 一号 r一 一 -二 , 一 一

U
1 1 1 0多 O 刃 O 月 O 月

本文的主要计算结果
,

在 1963 年全国计算技术经验交流会议上报告过
,

在会上听取

了许多宝贵意见;廖洞贤同志对本文定稿也提了宝贵意见
,

文中附图是刘元状同志代绘
,

作者在此均表示威谢
.
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