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气象周题中椭圆型狄氏边值周题数值解的迭代法
*

王 宗 皓
’

(中国科学院地球物理研究所) 户“

提 要

本文从天气学的事实出发
,

应用自共扼椭圆型边值简题解的商单格林函数表达

式
,

建立适合解动力气象学中椭圆型方程狄氏边界值简题的数值迭代解法
,

这个方法

有较普温的意义
.

目前
,

气象中常用的近似方法
一

Be : oy c oB 方法
、

M a山Ko B朋 方

法
、

Fj 盯to ft 方法以及外推 L ie bm
~ 方法都是本女所提方法的特殊情形

.

在本文

所提方法的一般形式基础上
,

还可以对上述各种近似方法的准确度
、

收徽情况以及改

进途径得到明确的了解
.

作者将公式 11 : 用在数值解平衡方程的豁算中
,

作为本文所

提方法的数值舒算的检脸
,

熟用籍果表明本文所提方法有理瑜橄括意 义和实用前途
.

一
、

引 输

适用针算气象简短的差分数值解法至少应当满足两个要求
:
首先

,

舒算方法本身需用

的辅助参数要少
,

或者是可以在哥算过程中能用最筒单的公式
、

花最少的运算量所形成的

参数二 因为气象阴愚本身带有相当多的数据 ;如果方法本身也带有很多固定的需要存放

的参数
,

就会导致舒算枕决速内存储单元容量需用紧张
,

不得不动用慢存储单元
.

这样
,

相对地减小了针算机原有的针算速度
,

而达不到攀值贰验工作特别是预报工作需要最快

得出拮果的要求
.

其次
,

舒算方法要以最快速度求得满足一定准确度的解
.

因为气象简

题数值舒算的运算量很大
,

而且椭圆算子求逆又占艳大部分运算量 ;如果舒算椭圆算子的

近似方法收救很慢
,

不仅满足不了最快得出拮果的要求
,

而且对整个针算过恻值利地进行

也有很大的影响
.

目前
,

气象咫惫中常用 的方法有很多种〔卜环氏
1

例7] 。

其中有的近似程度差
,

有的可靠性

得不到保征 (特别在电子舒算机上应用 ), 有的虽准确
,

但效率不高或不便于使用
.

本文的

目的是在上远考虑的基础上进行初步探衬
,

提出了气象阴题中椭圆型算子近似求逆的迭

代法
.

尸

二
、

迭代法的理言俞基础

亏1
.

基木镇报方程及其近似解法的考虑
J

在准地搏风或准无水平幅散假定下
,

对一般物理模式[13] 在物理上进行适当筒化
,

以照

顾数学处理方便
,

在适当上
、

下边界条件及侧边界条件下
。

预报过程可归拮为求解以下椭

*

本文 19 6 2 年 2 月 2 8 日收到
.

习
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、1/、,
产

户P

囿型方程祖的边界值周题[4, s]:

L (u) ‘ J( Q )
,

’

B (u ) ~
,

0,

然后解以下初值阴题
’

‘ .

Q ‘ (
x , y ,

口 三 (
x , y ,

〔 D
,

〔 r
.

(1
.

1 )

(1
.

2 )

)

乙声
‘

甘头

(臀)一
Q 〔”

, “( ‘ ( ”’

(1
.

3 )

气

- 一

叫
‘

、 一 f( Q )
,

(L 4 )

作出预报
,

自p先解定常阴题
,

然后解非定常阴题
.

此处
,

D 为预报 区域
,

r 为其边界
。

〔0
,

川

为预报时限
.

由此
,

明显地可以看出运算量集中在求解定常阴履的(1
.

1 )和(1
.

2 )式上
.

一般靓来(1
.

1)
,

(1
.

2 )式是 自共朝边界值阴愚
,

其解答有筒单形式
:

·
(Q , 一

{
刀 G (。

’,

。)‘(Q
‘

, ‘
·“,

’

‘,
‘

·

菩
·
(Q

,

Q”‘(Q”
·

(‘
·

, ,

式中 少 ‘ Q
‘

(x’
,

犷
,

澎) ; 砚(口
’,

口)称为格林函数
,

它具有对称性
,

在 r 上取零值
.

:
‘

必填指出 (L Z )式右端为零的条件不是限市少性条件
.

’

因为我们总可以作未知面数的

替换
“ 一 “: ; 把非零边界条件棘变成零边界条件

, 。 ,
是满足非齐次边界条件的已知面数

.

当用数值方法解边界值尚愚(1
.

1)
,

(1.2 )式时
, “ :
可以取作满足非零边界条件(1

.

2 )式的任

何第零极近似解
.

这时
,

(L幻式的右端没有本质上的变化
.

在实际针算过程中
,

总是选格网点集玩 及边界点集 r ,
代替原来的区域 D 及其边界

I
,

并可使得 玩 U r * 〔刀 U r
,

在 D
,

中定义 L (
“
)及 B (动 的差分算子 玩(u) 及 B (u)

,

用 J。(Q
*
) 表示 J( Q )

’

在格网点上的值
,

么 表示格网点
.

于是代替 (1
.

1 )
,

(1
.

2 ) 式的是差

分方程
1

.
-

-

一
-

-
·

-

L 再
(
“
) = Z

。
(口

滩
)

,
· ’ 一

Q 为 〔 D * .

(1
.

6 )
_ 、

乳如) 一 。‘
.

’
一

Q * 〔几
. :

、

“
(l .7 )

其解可写成与 (1
.

5 )式类似的形式

u
(口

为
) 、

·

艺
a
(口

*

弓口二)J
为(口又)

.

(1
.

8 )
几

.

;
·

. ·-

一 二

”
Q
盆 二

(l
.

5) 式中的系数
。
(蜘

,

以) 不难近似地或握输地求得

二
‘ 一

’

,

周题在于在实际爵算中
,

对每点
‘

口办要求针算出一套权系数
,

并存在机器内存中
,

然

后利用这些系数球照 (七分式或(1. 5) 式去针算解答
.

这样做并不一定方便也不必要
,

我们

知道 IO 八HH [z0] 的天气枕补精果
:
多数堤合下

,

相距的一千公里的两地 24 小时变压相关系

数几乎为零
.

因此
,

别用这一挑补事实
,

对补算过程作进一步商化 : 将 刀,
分成若干子集

马
,

夕书 几 2 ,
‘

二 蕊 m 于 吸 X
_

、 x n})
)

在子集的边界 r、上尽其外边拾出与 p “皿 的

拮果等价的附加在权系数上的假定

a( 口
* ,

县又) 、 爪 Q又眨
’

几
, , ,

一

口
*

〔 D 、I.
(1

.

9 )

这样
,

在 D 、 ,
中(1

.

5) 式可写成
”

; (口
力
) “ 工

a

(。、
,

·

口又)J
*

(口又)
,

口二及 Q 方 〔 D * , , ·

·

Q’
五

(1
.

1 0 )

应当注意到
,

.

10 卿琴的精果毕竟是一般
J

清形或大多数情形下的客艰反映
,

不一定在任何条
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件下都准确成立
.

因此
,

解 (1
.

10 )式在整个 刀*
上有可能使得余差

R (Q
。
) ~ 乙方(寿) 一 J*

(g
五
) 传 0

.
、

(i
,

1 1 )

但是依照 (1
.

10 )式所得的拮果应当是一近似解
,

不妨把这一近似解当作具解的第一近似
.

然后在第一极近似解基础上
,

改变(1
.

1 0) 式中 人(以) 的值
,

依 (1
.

10) 式再舒算第二极近似

解
,

依此撇擅
,

直到 (1
.

1 1) 式中的 R (Q户在 D , 上小到允静范围之内
.

下面我们仅尉希平

面尚题
.

为了下面尉渝的方便起兑
,

我们将 (1
.

1的式中的影响权系数取出来
,

在 刀 ,
上依序 (指

格网点从左往右
,

从下到上的福号顺序
,

以下均同此)排列构造矩障

之

户曰

⋯
召 1 1 a i Z

,

二

口 20 口2 1

⋯
召 2 2召2 1 门

a ” , J

alaZo
r.

l
�

一一一H

洲
·1

州
、

“
翻 .

其中矩障元素假定满足关系式
: 。 i,i 一 1 ~ 。 i,i +1 , 二 “ > 0 , i 表示格网点的福号

,

i 表示与 f

点等距离的点
,

H 是我们构造迭代法的主要元件
,

称它为影响矩障
.

若将 刀、 ,
取成彼此

相等且相交的子集
,

可以使得 H 为对称正定矩障
.

5 2. 迭代叙列的构造

自�二‘

5 2. 1 公式 I
‘

在上节 ( 5 1) 考虑爵算法的基础上
,

我们建立求解方程粗

L存(u ) = J。(Q
方
)

,

Q , 〔刀* ,

( 2
.

1 )
u ~ o ,

Q 。 〔几
一

‘

(2
.

2 )

的迭代叙列
,

并价定 (2
.

1 ) (2
.

2 )式在 D ,
上已恢序排成矩障形式

:

W
·

u 一 T
,

( 2
.

3 )

其中 W 代表系数矩障
, u 是未知 向量

,

T 是已知右端及边界条件所祖成的向量
.

余差向

量

R (
”) ~ T 一 W

·

u (
”
) = W ( u 一 u ( ”) ) (2

.

4 )

表示 ( 2. 3 )式的第 ,
极近似解与其真解的偏差

.

这时
,

若在 (2
.

4 )式中以 H 代替 W ~1
,

将所

得拮果作为 u 的第
。 + 1 极近似

u (” + ‘) ~ u ( “ ) + H ( R (“ ) ) ~ u (”) 一 H
·

W
u ( ‘) + H

·

T 一 M u (”) + H
·

T
.

( 2
.

5 )

其中 M 十 H W ~ 1
.

(2. 幻 式表示一极定常迭代叙列
。

的定称为公式 11
.

若 H 在
,
进程

中在近似程序上有变化
,

PIJ H 一 H 闭 依辑
, ,

此时相应地有迭代公式 12 :

u (” + ‘) ~ u ( ” ) + H (
,
) ( R ( ”) ) = M (

。
) u ( 。) + H (

。
)T

.

( 2
.

6 )
·

其中 M帕 十 H 甸W ~ 1
.

( 2
.

6 )式代表一极非常定迭代叙列
.

公式 11,
2 的收救条件由下面

定理一
、

二抬出
.

定理一 如果 H
。

及 W 同时是对称正 (负)定矩阵
,

并有共同的特征基底
,

则公式 几

收放的充分必要条件是H W 的特征值都在 ( 0
。 2 )区简之内

.

征明
: 因 H 及W 是对称矩障同时为正 (食) 定

,

并有共同特征基底
,

立自p得知 H W
的特征值 标二 一 肠

·

入二 是两正 (负)实特征值之积
,

因而为正
.

迭代矩障 M ~ I 一 H W
的特征值 而 ~ 1 一石。 显然 1耘 }< 1 是公式 I: 收放的充分必要条件t6.1 月 ,

然而 1而 }< 上
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等价于 知评在 (0
, 2 )区周之内

.

靓毕
.

完全类似的可得

定理二 如果 H闭 及 W 是对称同时为正 (食)定的矩障
,

并有共同特征基底
,

则公

式 I: 收救的充分必要条件是 H 闭
.

W 的特征值在(O
, 2 )之内

.

5 2. 2 公式 11 如果在舒算第
。 十 1 次近似 u (“1) 的第 s 个分量时

,

用 了前面针算

的值代替 u( 的 的前面第 1 , 2 ,

⋯⋯S 一 1 个分量的值
,

此时
,

余差向量

R (, , 。+ ‘) ~ T 一 W
·

u (
” , ”+ , ) 一 T 一 (D 一 W

: ~ W
Z

)u (”
, 绍 + ‘) ,

式中 D 为对角矩障
,

W
:

及 W
:
分别为下

、

上三角形矩阵
.

相应于 (2
.

5 )式
,

这里我佣有
u (” + ‘) ~ u (

n
) + H (R (

” , ” + ‘)) ~ u (”) + H W
,

·

u (
n + ‘

少十 H (W
Z

一 D )u (
”
) + H T ~

~ H W
, u (” + ‘) + [ I + H (呱 一 D )] u (

”
) + H T

.

如对固定 H 选一所销放松因子 了以便留有稠整近似的余地
,

这样
,

代替上式有

(I一
; ’H W

:
)u (” + ‘) 一 {I + , ‘H (W

Z

一 D )}u (”) + (I一
: ‘H W

:
)月

·

, ’

H T
,

或者
u (

n + ‘) ~ (I 一
; ‘H W

I
)一

‘
{I + 了‘H (W

: 一 D )}u (”) + (I一
s ’H W

,
)一

‘
·

, ‘

H T =

~ G
·

u (
”
) + F

·

T
,

(2
.

7 )

这里 G ~ (I一
s ‘HW

;
)一

‘
{I + , ‘

H (W
Z

一 D )} 为迭代矩阵
,

F ~ (I 一
s ’H W

:
)月

s ,

H
,

而

且 G + FW ~ 1
.

(2. 7 )式代表一极定常迭代叙列
,

的定称为公式 11
1 .

同 亏2
.

1 一样
,

若

在
,
进程中在近似 H 的元素程序上有变化

,

郎 H ~ H 闭
,

相应地有一极非定常迭代叙列
u (” + ‘) 一 G (

,
)u (”) + F (

,
)

·

T
.

(2
,

s )

其中 G (
。
) 一 (I一

, ,

H (
。
)
W

:
)一

‘
{I + , ’

H (
。
)(W

: 一 D )}
,
F(

,
) 一 (I一

s ’

H (
,
)
W

、
)~1s

‘

H (
n
)

.

且

G( 动 十 F闭W 一 1
.

称 (2
.

5) 式为公式 112
.

公式 11 的收救条件由下面的尉萧拾出
.

为此
,

假定 H 不可豹
,

并可写成块状三对角核形式

(2
.

9 )

A 二
:
一 : , 1

,

二
1 , ,

凡
: , 。,

A, +1,
: ~ A :l( i ~ 1 , 2 ,

⋯
。 :

一 1 )
, ai , > 内 , > o ,

且 H 为实对称正定矩障
,

假定系数矩

阵 W 亦为不可豹实对称正定矩阵
,

且可写成块状三对角拔矩阵

(2一。)B
一

D一一一

, .

1;
.J

一

,,舰‘

W
D

W ;
,

玖 W 玉
‘

W 主 D
3

W 二
‘

厂W

DlW

其中几今~ 1 , 2⋯、)为 W 的对角校元素所祖成的对角块状矩障
.

B ~ D 一W ~ 一 {W
、十

+ W
Z
}

,

今取迭代矩障 G 的相应于特征值 耘 的特征函数为

U 一 {U
, ,

认
,

⋯ U
:

⋯ U
, :

}
,

U
,

一 蟋

这里 。 ~ {叭
,

叻
,

1

二。” ⋯
。动 为 B 及 H 的相应于特征值

公
.

耘
_

及 如 的正交特征面数
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(因 H 及 W 为实对称
,

因而 B 是实对称矩障
,

故其特征函数正交)
,

于是

G U ~ (I一
, ’

H W
:
)~1 {I +

s ,

H (W
: 一 D )}U = 又刃

. ’

不失一般性
,

在下面的尉渝中
,

假定 D ~ I
,

(2
.

1 1) 式的等价形式如下

(I 一
, ,

H )U + , ,

H (久舀W
l + W

:
)U ~ 久。U

,

或者取分量形式
.

‘

{(I 一
,

,H U ) }
,

+ , ’

{H (又
。

W
: + W

z

)U }
‘

~ 又。U
, .

由 (2
.

9 )和(2
.

1的式直接求矩障积不难得到
、

(2
.

1 1 )

. ll.J口.....,,尹愁(2
.

1 2 )

{(I一
s ’H U )}

,

= 一 s ‘A
, IU、 + (I

, ,

一 s ‘

入
,

)U
,

一 , ,

式
,U

, + : 七
‘

勺 {二
s ‘

式
; + (I“ 一

, ’

A
J

t) 一
, ‘

A二
1
}U

,

= (1 一
; ’

久* )又万。
, .

这里取近似假定 U 尸,
~ U

,

~ U
:

+1
.

{H (又
‘

w
: + W

Z
)U }

,

一 A
, ,
(又

‘

w 从U尸2 + W 二立
: U

,

) +

+ A
, I

(又
G

W 二
一IU尸 ; + W 二

‘

U t+ 1
) +

十
.

A二
:
(耘W 二U

,

+ W 二年刀 ,+ 2
) ~

了 l

一 A tl (W补 + W 井
1
)又荟。 + 久荟A

“
(W二

一 : 十

十 W 二
’

)又荟。 + 又oA 二
,
(W 二十 W 二年

1
)又荟。 一

1 了

一 {A, 挤
。。二: 十 久万A

“几产
,

+ 又产二
; 久押、

:
}又套

.

由此、代替(2
.

12 )式是近似关系式
1

户

(1 一
: ’又H )呜 一 又云田

,

下 又
:

(A
J

四
,
一 :
于

一

A
, ,

又套屿 十戊
l呜+ 1久G

)o兰 0
.

于是在正交特征基底 {叭
,

叻
, 。

, ,

⋯
。

。:

}上有近似关系式 ”

1

又。 一 (
; ‘孟

,
又升)久荟+ (

, ,

又。 一 i ) ~ o (A
l ,
。

,

= 又升。
,

)
.

(2
.

13 )

而 }又
。

} < 1 的必要条件是 }
; ’

肠 一 11 < 1 ,

亦郎 。 < : ’

肠 < 2
.

方程(2
.

1 3 )的根

了兀一应宝到华蜒必到些址之犷
2

里H孕臀
正定

·

是卿于少>
.

“)

故 !’: ! < ‘, 0 < ‘升< 夏H, 带
“J

’

表示最大值
·

朋 m ax }丫 人ol < 1
.

最佳的 了 确足如下 :
·

_ 2

叉二 (1 十 丫1 一 (夏泌笼)
2

)
’ (2

.

1斗)
。 门

其中 端 ~ 夏孙/而 < 1 ,

G 的带有最佳 2 的特征值为

丫面丽 一
.

几瑞
1 + [1 一 (天林芳)

,

]合
‘ (2

.

1 5 )

粽上所谕
,

可得

定理三 如果 H 及 W 为准三对角拔实对称正定矩阵具有共同的正 交特征基底

{叭
,

吨
,

⋯
。

,

⋯叭
,

}
,

若 内‘> aii
一

> 0 ,

nlJ 公式 n ;
收放

.

类似地可得

定理 四 如果 H 的 及 W 为实准三对角拔对称正定矩障且有共同的正交特征基底

{。
: ,

晚
,

⋯
。

,

⋯叭
,

}
.

若心
’二>

一

‘沪 > 0 ,

剧公式 11 2
收放

.
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三
、

公式 I
、

H 的特例及其应甩的初步桔果

~ 飞

亏3
.

公式 I
、

n 的特殊情形

目前
,

气象简题数值补算工作中 出现了若千筒单
、

实用而又有一定物理根据的近似方

法tl4 一17]
.

这里
,

我们从就一的观点分析这些方法的本质
,

郭定其准确度
,

并对其中在爵算

机上已握实现的两种方法提 出改进的方案
.

:
‘

亏3
.

I Fj 份tof t 方法
- 一

图解顶报法t71 的主要祖成部分是其中的 H el m holt
z
方程及

Po iss on 方程的近似解法
,

近似解法本身又分等距离逐次平均法和不等距离逐次平均法
.

如果将等距离平均算子在刀
吞
中写成矩障形式

,

就得到矩障 D 一 W
: + W

Z ,

不等距

离的平均算子与此类似
.

将差分方程也在 D 。 中写成矩阵形式
u 一 a D u ~ T

,
一

(3
.

1)

式中
“
是常量

, “ 一 1 时 (3
.

1) 式表示 Po iss on 方程的差分方程祖
.

不等距离平均算子用

玖 表示
,

由(3
.

1) 式以及下列等式

D 、
·

u 一 玖
·

D ;u + D
:

·

T
,

D Z
·

D :
·

u ~ D 3
·

D ZD lu + 玖
·

D :
·

T
,

代 D 3
·

D :
·

D :
·

u 一 D 、
·

D 3D
Z
D iu + D 3D ZD ; T

,

D
。 ·

D 一1

⋯ D
:

·

郎可得出

一 D
。 + :

·

(D
。 ·

D
。
一:

⋯ D :
·

D i
)u + D

o

D
。
一1

⋯ D IT

�lu..D

u = D
。+ 1( D

。、 二 D : ) u + {I + D , + D ZD : + 以D
z D : + ⋯ + D

o D
。
一 :

⋯ D : }T
.

( 3
.

2 )

对于定常情形
,

D
,

与 ,

无关
,

( 3
.

2 ) 式等价于在公式 I ,

中取 s’ ~ 1 ,

H 一 I 单位矩阵的情

形
,

且仅当范数 !ID 川 < 1 定常情形的极限解
,

就是 (3
.

1) 式的准确解
:

丫 u 一 (I 十 D : 十 D 受+ D 受+
·

,’ + D r + ⋯ )T 一 ( I 一 D)
一1. T

. ‘

: 妞3 )

对于非定常情形
,

D ,
.

随 ”
进程有变化

,

(毛约 式
‘

,相当于
”
不定常的迭代公式 Iz

,
·

当

1!玖 }}< 1 ,

( 3
.

2 ) 式的极限解为
‘

u 于 (I 十
一

D : + D ZD I
,

十 D 3
·

玖厂D l 十 ⋯ 士

+ D 、 1

氏⋯ D
; + ⋯ ) T ~ ( I 一 D )一T

.

( 3. 叼

可以从范数不等式 llTI }杯 十 co
,

”玖“< II D 川 < 1 (s 一 2 , ”,

⋯李及范数不等式
0 < 1】u !! ( {I + 1}D 川 + }}D

:
}!
2
+ ⋯ + 】】几 }}

”
+ ⋯今

·

}】T !l

得知
,

(3
.

4 )式右端的极限解为有限值
.

这里必填注意
,

( 3. 2 )式和 ( 3. 的式的右端不是唯一

的形式
.

将 {D
,

}换成另外一串不等距离平均算子矩障 {D 二}
,

为了肯定起晃
,

假定 {D
,

}

的距离大于 {D 二} 的矩离
,

令相应于 {D 汗的极限解为 u’
,

于是可以出现

1Iu 一 u ‘

{l ) {
_

i}D王D IT 11‘ 11联n ;T 11} + { }}D
3D z D IT }1一 lln ;联D IT !}} + ⋯ +

十 {日D
。 ·

玖
一: 二 心

Z

DI Tll 一 IID 几
」
·

D 二一
:

⋯ D 玉O
IT ll} +

·

认
:

荟

~ 52, 1 + e 3, 2,1 + ,’
·

十 s o
n
一1,

.

么 1
+ ⋯ > 0

、

因而 u 羊 u’
.

这就表明 ( 3. 叼 式右端极限解不是唯一的
.

故 ( 3
.

叼 式中用
“一 护代替,’ ~ ”

号
.
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但从(3
.

2 )式中余差项

氏⋯玖D lu 0 0

川1一公
D一一

的快慢来看
,

因为 几的特征值

又刀
,

满足不等式

_

石左
c o s 了

—
, ~

几石人、
c o s ‘

丁/

又几 > 耘
:

> ⋯ > 与
。

> ⋯
尸

不等距离法的余差项趋于零的速度
,

比等距离平均法的速度快
,

就这点而言
,

不等距离平

均法较好
.

亏3
.

2 M a 山K o B M ” 方法 M a坦K o B H : [161 将正压预报模式近似地写成

(譬)
““

‘’“令{景
(△B + ‘

,

功}
“’+

令(臀)
“’

·
‘

(3
.

5 )
、

将(3
.

5 )式用相应的差分式代替
,

用
“
表示

d H

d t

T (月) 表示雅可比算子的差分式
,

BlJ 有

“(。+ 占‘) 一 。
;
‘) + 二干宝

。
:
‘) 一 、u

;
, )

下
+ : (。(‘))

.

“
王刃

J

(3
.

6 )

显然 (3. 6 )式等价于公式 I; 中取影响矩阵
‘ ’

/
‘

’ 、

一
,

‘

一
_

“

丫
’ ” 华 ’

-

一
。

洲

的工作公式的形式
.

自然
,

(3
,

6) 式是针算非常定简愚(预报简题)的桔果
,

由于形式上的

类似
,

使我们察觉出(3. 6 )式的拮果过于粗糙 ; 因为以上一时限的恒向值作为零极近似
,

依

(3. 6 ) 式针算出的拮果
,

只能是预报时限内的倾向的一极近似
,

不能算作顶报桔果
.

从而

我们自然想到准确化(3 .6 )式的方案
:
将依照(3

.

6 )式循环运算若干次的拮果
,

作为要预报

时限内的倾向值
,

可能准确度要高些
.

5 3
.

3 B e 几o y eo s
方法 B e 月o ye o B

提出的局部格林画数法 [1 7
·‘9 ]是 目前常用的近似方

法
.

其工作公式可写成

丁3 _
.

1 小 _
.

1 奋 _ 1
“。

一 一 嘴二二 T
。

+ 二二 )
.

T 、
+ 二二 》

,

T 冷
_

(3 .7 )
L 8 8 仁或 1 6 誉岑 J

-

若在影响矩阵 H 中取
。。

一 三
, 二 : 一生

, 。 , 一 生
,

而且合
, ,

一 1
,

(3. 7 )
‘

式就表示公式 11

8
一

8
一

16
-

的第一极近似拮果
.

为了准确化
,

依 (3. 7 )式斜算出的拮果
,

按公式 I;
或公式 11 :

循环运算

若千次
,

可能对拮果的准确度有所提高
. 一

亏3. 4 外推 L记b m a n n 公式 这个公式是气象简愚数值补算中常用的准确化补算

桔果的迭代公式
.

目前爵算数学界对此法研究最深刻
,

并推广为梭迭代法 (成块迭 代
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法)[10. 11]
.

显然
,

这个公式是公式 U : 中取 H ~ I时的特殊情形
.

按照第一部分的尉箫
,

外

推的 Li eb m an
n
方法中只考虑了针算点上未考虑周围点上的裸差影响

.

若取
一j

l
.

l
..J

月“A

r
沮,

ee
l
.L

一一一H

~ 气
其中

勺l.......eseses‘..es

,土

1

4 + ‘h Z

A 。

1

4 + 『h Z

1

4 十 d 矛

1

4 + ‘h Z

而且把系数矩障 W 作相应的分块
,

RlJ 公式 11 ,

就是成块迭代法t101
.

显然
,

此时影响矩阵

H 与系数矩障W 有共同的特征基底
.

当块矩障 式
,

中 , 一 1 ,

Rlj 系数矩障是 Po iss on 方

程的五点差分公式
.

亏4. 公式 I
、

n 应用到二推常系数椭圆型方程

在 务1 中 已指出术椭圆型运算子的逆运算子是动力气象学简题的主要舒算部 分
,

并

且指出将一般的预报模式握过适当处理可以搏变成二推椭圆型方程
:

以
“
) 二 △、 +

一

。

巫
口x

,

a “

-卜 夕

—
+ c u ~ f(

劣 , 夕)
,

,

刀(
“
) 一 0

.

式中
。

及 b 可以是 (
x ,

刃 的已知有界可侧函数
.

为了筒单起 觅这里假定

量
.

握过变换
.

(4
.

1 )

(4
.

2 )
a

及 b 均是常

。 。 一
’

u 。一去(一+ ‘, )
.

可以把(4
.

1) 式变成如下形式的椭圆型方程

△“ 一 r u ~ F (
x , 夕)

,

(斗
.

3 )

B (
“
) ~ 0

.

(4. 4 )

因此
,

本节将着重尉萧二推椭圆型方程狄氏边值阴履的数值解法
,

我们尉希 r ~ 0 的情

形
,

并假定爵算区域是矩形区域 D
.

.

5 4通 矩形区域正方形格网坐标系枕中的公式 I, 这里假定已定义矩形区域 刀 的

格网点 D 。 〔D 及边界点集 r 方
,

且 刀力 U r * 〔D U r
,

在 粗一2 中尉渝的基础上
,

分 D 。为

若干子集 D
。

贬D 。
(
己 一 1 ,

2. 二 N 一 , , x 匆
, , , 为水平方向上的格网点数

, n : 为垂直方向

上的格网点数) ; 刀
。

与众
,

(e’ ~ 1
, 2 二二 N )

·

的交点不必是空集
.

众所周知
,

在 D 及其边界 r 上
,

坡瓦松方程(确切靓是第
,
极变分方程)

’

“
_

「
一

△矿 一 一 尹吵
,

一 _

“*
}
r 治 0

(4
.

5 )

(4
.

6 )
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的解可以写成
,‘

一 {{
‘(牙

,

一

其中

查得
.

下(
n
) 一 △。(

n
) 一 J(

x , y )
.

“ * 一
: ‘

‘ , y
’

)下(
”
)(

x ’ , y
‘

)己
x ‘

己夕
’ .

“伺
.

格林面数 ‘(x
’ , y

(4
.

7 )

; x , y )可在文献 Lg 」中

(4
.

的式中的△是拉普拉斯微分算子
.

若(斗
.

的式中左端是差分算子
” i 一 1

沪 一 艺
i二二 i

相应的解答形式是
福, 目

‘力
(‘

: , 12 : i;
, i玉)丫(

”
)(‘;

,
矛;)

.

查得
.

(4
.

8 )

仇(‘
: , iJ ; i;

, i三) 可在文献 [ 19 ]

明艺御冲

式中

因此
,

不萧是微分算子或者是差分算子
,

方程(4
.

5 )
,

(4. 6 )的解答形式都可在 D 。 中写

成如下二重和近似形式
u 半

一 艺
凉, : , , : ‘, , (;

1 , , 2 )
,

(*
, , * 2

)〔。
。.

(4
.

9 )
: i

一 忿.

这里我们用 (1
1 ,

iz) 代替 (心 1;)
.

如果此时考虑到在 D
。

的边界
.

r
。

上及其外边附加到权

系数
。

成
,

、上的条件(l
.

9 )式
,

那么
,

(4
.

约
,

(4. 6 )式的解答对 刀。
BlJ 近似地

,

对 瓦 RlJ
“局部准

确地
”
可表示成为

:

~

彩* 一艺
a *i

,

, : : ‘
·

,(‘
, , 、2)

,

(*
, , *2) 。。

。.

(4
.

1 0 )
留工 一 ‘,

留下的简题是如何正确地
、 ’

哈到好处地选取权系数
二
il,i

: ,

这里我们提供几种选取权系

数的可能途径
:

_

一
’

(i) 在补算点附近算出微分方程的格林画数的若干个数值作为权系数
,

并构造影响

矩障 H
.

“ (ii) 算出差分方程在离散点上的格林画数在言」
J

算点附近的若干数值作为权系数
,

并

构造影响矩障 H一
‘

_
‘

’.

一

(iii ) 在 D
。

中利用 r
。

上的条件 (l .9 )式
,

直接解差分方程祖
,

以定 尹n) 在各点的值的

权系数
,

利用这样定出的权系数在 D 几中构造影响矩障 H
.

(i v) 不妨假定解答的形式是
_

一J
口

护 一 艺 几诊
, ,

(4
.

1 1 )

这里 {衫川 }假定选成为核性无关
.

以 (4江功式代入(4. 约式
,

再用变分方法的原理确定权

系数
a , .

利用这样定出的权系数
,

在 D 。 中依序构造影响矩障 H
. ‘ _

. .

(v) 依方程冷
“ ~ J

,

用已有初始查料及过去的查料握验地确定

握验影响系数
,

从而得到影响矩阵 H⋯
‘ ’

_ ‘

不萧用上面哪种方式去选择权系数
,

看来都应敲遵循以下原刻 :

当 D 。

* D
。 ,

r ,
* r

。 , “乎丈或 u) 在
‘

几上的边界条件棘变成为 r
。

上

的边界条件时
,

差分方程祖在 D 再
中的

“
准确解应敲与其在 刀

:

中的准

确解
”
相差很小

.

这个原RlJ 称为
“局部准确解

”与“
全部准确解

”
(自p在

刀。 中的解)的相容原BIJ
.

一‘J. ...1.....卫‘es
....皿.卜呀夕

2, .es妇甲es
志4

,浏l6.we
....占?.
II.l.L.,奋l



3 期 王宗皓 : 气象简题中椭圆型狄氏边值简题数值解的迭代法 2 魂9

前面提供选择权系数的方法 (i) 一(v) 中
,

以 (iii )最筒便
.

若 D
。

是图 1 中所示的九

点
,

此时在 刀
。

中解差分方程祖可得出(3
.

7 )式中的权系数

3
a 。

一 万
, “‘ 一

1

万
’ 召 5 =

1

1 6
(4

.

1 2.)

构造影响矩障

.

气...
.

l
..

ee
.
weeesewe
...J

-飞 ⋯
’

二 a la s

⋯
召王

‘工0a
、

a

a l a o a l
“

二

a s a ia s
-

⋯
a sa la s

三H
矛

a o a l

召I召 0

显然 H 是准三对角拔实对称矩阵
.

不同的元素只有三个
,

而且
a 。 > a ; > 0 , a 。 > a , > 0

.

系数矩障也是准三对角修实对称正定矩障 :

代

一 生 。

4

1

4

W 三

1

4 (4
.

1 3 ).

一l.

es
eese

l
1一4

一

尹
1

1

0
1

4

1

4

1

对于二推坡瓦松方程公式 I, ,

郎(2
.

的式的收放条件
,

从定理一得知为特征值

久月附 一 几月
·

久详

在 (0
, 2 ) 之内

.

为了求得这一拮果
,

我们取 H 及W 的特征函数族为
, r , , 、

.

介x l

田
、”

r ,

= sln 了

—
sln t 警

·

(4
.

1 4 )

上式中 丫 ~ 1 , 2 , 二 协1 一 1 ; , ~ 1 , 2 ,

⋯
, :

一 1 ; x : 一 动
, 劣 :

~ 动 ; , : 一 a/ 人 , 二:
~ b /机

11 ~ 1 , 2 ,

⋯
, 1 一 飞

, i: ~
·

1 , 2 ,

⋯
。2

一 :1 这里
“ , b 分别代表 D 。 的长

、

宽边的长度
,

不

难求得W 的特征值为
-

丹 1 / 丫二左
、

_
.

二叭
师 = 1 一 二, 气c o s

—
个

c 0 5 ‘
勺

.

),

么 \ “ 口 /

(4
.

15 )

H 的特征值为

口. .

*二 一 二。 + : a ,

(
。。 s里丝

~

、
。。s ,

醉、
+ 、a , c o s 里竺

c o s ‘

华
.

入
’

a b / “ 口

(4
.

16 )

.

标因为 二 m
a 二

枷 < 2
,

而弃 m 砍 肠 <. 1 ,

故 又私二 < 2 ,

于是公式
、

I: 收放
.

对于二推二阶坡瓦松方程的五点差分式
,

公式 I: 的工作公式是

“

令
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u
台
” + ‘) 一 二

合
”) + , ’

汉(尺犷))
,

: 。一
T 。

一

(客
必一

4 ·“一

)
·

(4
.

1 7 )

上式中算子

注 (* 合
·

, ) 一
。。

(二‘
·

, )
。
+

。 :

艺
* l

。 , + 。 5

(4
.

1 8 )
月

R

·

艺i=5

在 (4
.

17 ) 式中引进常数乘数 了放在算子A 之前
,

目的在于对固定的算子A 起加速收放的

作用
. : ‘ 的数值可在 (o

, 2 /而神 之简选择
,

而二 为矩阵 H
·

W 的最大特征值
.

5 4. 2 矩形区域正方形格网系枕中的公式 n : 这里
,

我俩筒单尉渝一下二推坡瓦

松方程狄氏边界简题的迭代公式 111
.

在 易4
.

1 尉渝基础上
,

得知

勺

, ..........1.,r.

J上0

n�
。aa

aaaaaC
........reseswe
.

I
..

一一打
A

于是特征值
, 。 介h

一 a0 宁
‘
al

c o s y —
,

a

其最大值为

一
, ,

_ _

介无

一
“ D , 一 ‘“ 1 C 0 5

— (4
.

1 9 )

而矩阵 B 的特征值为
,

1 /
_

二h
A 召 一 二丁气c o s 了一乙 、 “

十
介h

C O S t
—

其最大值为
: 1 / 赫

.
二砧

八 B
一 二丁、

c o s

一 一
c o s -

丁 )
.

石 、 “ 口 /

( 4
.

2 0 )

由 ( 4
.

1 6 )式得知
: _ . 。

/ 滋
.

咸丫
. 月

咸 麻
八H 一

a o
一

‘ a l \c 0 5

一 一
c o s ~

二一 J一 任a s c o s

一
c o s 代厂

.

、
,

“ b /
. .

a b

把 (4
.

19 )一 (斗
.

2 1) 式代入 ( 2
.

14 ) 式自p得最佳放松因子 夕的值
.

若
a ~

‘

2 4左

( 4
.

1 2 ) 式中的权系数算出最佳放松因子

了
,

岛 0
.

9 7 5 6 ~ 1
.

‘ 的相应于 分 的最大特征值为

丫亢石石下幻 ”
·

””1“
·

( 4
.

2 1 )

b ~ 2仓h
,

用

( 4
.

2 2 )

由此 豆
。
(了) 近似算得当余差减小到 10 ‘ 时

,

所需迭代次数
n
兰 2

.

( 4
.

22 ) 式中的 了 与用

机器选择的最佳 2 非常接近
.

用机器选择的 分 ‘ 15 / 1 6 、 0
.

94
,

用这个 分 的舒算收敛情

况见表 2
.

一
‘

.

‘
.

一
·

,
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对于二推二阶坡瓦松方程的五点差分式公式 n : 的工作公式是

端
” + ‘) = u

合习 + 了
,

汉 (尺合
” ,
” + ‘))

,

玛
” , ” + ‘) ~ r 。一 (

u
l
”) + u

全
”) + u

生
” + ‘) +

:‘

;
” + ‘) 一 斗u

台
”
))

.

(4
.

2 3 )

(4. 23 )式中的 2 由(2
.

1的式确定
.

算子 A 与(4
.

18 )式相同
.

5 4. 3 等边三角形格网系就中的公式 I:
、

n :

上面 亏4
.

1一 2 中的方法
,

可以用来构

造正三角形格网系扰中椭圆型偏差分方程的影响矩障
.

应当注意到
,

正三角形格网点集

是 由长边 * :

一了了
* / 2

,

短边 左2 一 习2 的矩形格网系挑中的 叮跳点
, ,

格网撇所祖成 的 点

集
.

无是等边三角形格网的边长
.

显然
,

这样的格网点集具有对偶性
,

因此在求影响矩阵

及系数矩障的特征值时可以利用点集的对偶性
.

此时
,

构造公式 I:

及 n : 的过程与正方形

格网
.

中情形相同
,

故不群述
.

最后我们指 出两点
:
其一

,

按照相容原Rlj
,

可以在 D
。

上直接解局部差分方程以定影响

系数
,

而在 D 。 中形成影响矩阵
.

这样做非常方便
,

并可用之于九点差分格式及 H el m bolt
z

差分方程
.

其二
,

如果 D 。 的形状不规nlJ
,

只要它是有界的
,

总可以作一个较大的矩形区域

D 几〕D 方 ,

然后在 D 二中求影响矩障 H 及系数矩障 W 的特征值作为 H及 W 在 刀* 中的特

征值的估值
.

代
亏5

.

数 值 桔 果

亏2 中构造迭代叙列的基本概念可以用来建立平衡方程的数值解法
,

公式 H ;
可以作

为解法的主要粗成部分
.

祥翩过程将另文尉渝
.

这里首先将公式 11 、
在电子针算机上应

用的情邓作一概要叙述
,

然后筒单敲敲公式 I:
在台式针算机上的针算收救情况

.

考虑椭圆性针算条件 fz > 一 2 9△H [8]
,

握过变换并作差分代微分的处理
,

平衡方程的

针算公式为

(‘甄 一

粼
一 ‘.46 。 十卜

‘3 16“一

群
(‘功

。
+

争归
妈 一 叽 一嵘

2 -

一 0
·

, , m “

(
(毋

1 一 梦3
)(

一卜 (,
2 二 , 4

)(一
。)
)}
‘

}
二 F (;

,

、
, ·

)
.

式中下角符号兄图 1 ,
形 ~ 10 认

, 左为格网步长
,

取为 4 00 公里
, ! ~ si n 中 ,

m 为地图投影

放大系数
,

△表示拉普拉斯差分算子
,

H 为等压面位势高度
,

流面数 价一 10 叫犷梦
,

当右端
(d )

F (梦
,
H

,

s) 用前一极近似 梦 针算出来时
,

Rl] 可用零极近似
“

+;(
。) 一赞 (浮二 o , : , 2 、 ⋯ )

,

罗 1 0 斗一 三卫二二
’

H 一罗
(0 )

左Z

f
。

按上述迭代公式
(‘

攀
(
· + l)
』砂

·) +

川
; (‘岁

,
二

, ;
) 一岁

(

一
, }

,

(‘+ i)
_

_

(d + 1 )
_

‘

{梦(”十‘, 一 梦‘
” ,
}

r 六 ~ o , n ~ 0 , 1 , 2
‘

”
·

(5
.

1 )

(5
.

2 )

求解 Po iss on 方程边值简题 :

△ (

货
, 一 : (岁

,
二

, ·
)

,

协
.

的
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‘

货
, (0 )

~ 梦
1 0 4 9 , , , 、

}
- 一, 二~

— 气月 j lr
。

人
‘

f
。

(5
.

4 )

(5
.

1) 式中 A 代表运算子
:

A ( ) 二
一

(
1

.

启
,

) 0 月
‘,

— 2
,

气
8 荞或

)
, +
生女(

1 6 二飞写

了 一1.00
0.

, -
-

二
“到 目前为业

,

我们用 (5
.

1)
,

(5
.

2 )式针算了一个理想高度锡

月 ~ 一 3 0 sin [ (i + 护) 12
0

] 一 1 5 , in [ (i 一 i) 1 2 “

] 厂 7
·

5 [ e o s 12 0 “ +
c o 气12 0

“

1
,

.

和若千个实祝高度锡相应的流画数 梦堤
.

D 为 为长方形区域 (
。 x b 一 2 斗 x 2 2尸)

,

因为

公式 11 : 的实例针算收放情况与理想高度补算情况相当接近
,

这里只把理想踢舒算情况列

于表 1 及表 2 中
,

针算羡差诚小到 2刁最多需迭代 5 次
.

翰翰换次数
---

000 lll 了了 333 布布 555 66666

翰翰换殷差差 0
。

1 8 9 1 555 0
.

0 9 8 5 000 0
.

0 1 7 48 888 一 0
。

0 09 0 777 一 0
.

0 0 7 9 111 一 0
.

0 0 7 0 777 一 0
。

0 0 6 2 77777

迭迭代次数数 玉玉 222 111 111 111 lll 11111

迭迭代毅差差 一 0
.

0 1 2 8 8 999 一 0
.

0 2 1 4 7 666 一 0
.

0 0 1 4 6 444 0
.

0 0 14 1 111 一0
.

0 0 16 7 888 一 0
.

0 0 1 5 6斗斗_ n n n l ‘1 77777

一一一 0
.

0 0 4 3 4 444 一 0
.

0 0 1 5 8 6666666666666666666666666

一一一 0
.

0 0 3 3 9 55555555555555555

一一一 0
.

0 0 2 5 0 22222222222222222

一一一 0
。

0 0 1 8 6 11111111111111111

尸

翰换控制款差匀 = 2 一 a ,

迭代挫制敲差 ‘ 二 2 一。

表 2 (
, ,

== 1 5八6 )

翰翰换次数数 000 111 2
...

33333

翰翰换魏差差 0
.

18 9 1555 0
.

0 0 4 9 000 一 0
.

0 0 4 0 444 一 0
。

0 0 3 7 88888

迭迭代次数数 lll
一

lll 1111111

迭迭代殷差差 一 0
.

0 0 1 5 888 , D
.

0 0 13 444 0
.

0 0 12 2222222

翰换控制歌差 ed = 2 一 8 ,

迭代挫制歌差岛 = 2一

我俩还在台式补算机上用公式 五荆
‘

算 1 9 5 8 年 1 月 10 日 00 时 50 0 毫巴高度踢的第

一个时简步长的倾向
.

这里
,

涡度方程右端雅可比平流项是电子舒算机算出的拮果
,

亚

欧范围针算区域 D , 一 : 4 x s、2 ,

在 D 力 中用公式 ; ,

介一 生、循环运算三次
.

针算歌差诚
\ 4 /

小情况为
:
第一次界严风 一 1. 3 3 9 (与雅可比同量极); 第二次界严凡 一 “.9 0 4 ; 第三次

界梦
x R

。

一 0
.

6 1 3
.

愁6
.

桔 语

由表 1 和表 2 中的桔果以及公式 11
在台式针算机上实例针算情况都表明

,

从表面上

看来毫不相干的两种方法
—

准确的格林面数法和逐次迭代近似方法—
在物理意义基
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础上桔合起来派生一新迭代法
,

不仅有理渝概括的优点
,

而且有很大的实用前途
.

如果对

影响系数选取以及针算过程的曹化作更进一步研究
,

新迭代法的潜力会更好地被发挥出

来

⋯

侧众

飞

订

斗

气

尹
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