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赤道两层海洋模式中基本流的切变不稳定性
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摘　　要

　　设计了一个热带赤道β平面的两层海洋模式，在准长波近似下，应用最大截断模分析赤道波的基本形态，指出

无论是正压模或斜压模Ｋｅｌｖｉｎ波、Ｒｏｓｓｂｙ波及基本流所对应的“地形Ｒｏｓｓｂｙ波”是最基本的波系，在基本流的一

定切变条件下，它们之间可以耦合出一类不稳定波。在浅混合层近似和“快波近似”下，正压模和斜压模是可以分

离的，因此可以分别分析它们的色散特征，由于它们的特征量不同，在同样波长（扰动的纬向尺度）下，扰动的增长

率也不同，通过分析得出在一定参数下，斜压模扰动增长率为正压模的２倍。近似分析表明，混合层中流场的增长

要快于温跃层，但温跃层的温度增长要比混合层明显。

关键词：两层海洋模式，Ｋｅｌｖｉｎ波，Ｒｏｓｓｂｙ波，地形Ｒｏｓｓｂｙ波，耦合不稳定。

１　引　言

巢纪平等［１］在分析ＥＮＳＯ循环中海温距平的

传播、发展特征时指出，沿温跃层曲面在赤道附近向

东传播的海温距平其强度要比海表温度距平强很

多，在文献［２３］中用两层海洋模式分析了混合层和

温跃层海温对风应力的响应特征，表明温跃层海温

距平的响应要强于混合层，这在一定程度上支持了

文献［１］的资料分析。注意到在前面两个两层海洋

模式的计算中，除研究的是海洋对风应力的强迫响

应外，在模式中背景场是静止的，不存在像赤道潜流

那样具有切变的基本流。但我们知道，当存在像赤

道潜流那样的切变流时，将改变 Ｍａｔｓｕｎｏ
［４］的赤道

内波的特征，如Ｐｈｉｌａｎｄｅｒ
［５］指出，改变了特征的赤

道内波可以使潜流不稳定。如果把海洋和大气统一

地看，则 Ｂｏｙｄ
［６］、Ｚｈａｎｇ和 Ｗｅｂｓｔｅｒ

［７］、Ｗａｎｇ 和

Ｘｉｅ
［８］等都研究过切变流对赤道内波的影响。另一

方面，参照文献［９］提出的Ｋｅｌｖｉｎ波Ｒｏｓｓｂｙ波耦合

的概念，巢纪平、刘琳等［１０］研究了等值正压赤道模

式在有基本切变流存在时波的耦合不稳定。本文将

发展这一工作，应用两层赤道β平面模式来研究波

的耦合不稳定。

２　模　式

模式基本上同文献［２３］，如图１所示，参考坐

标在垂直方向向上为正，静止海洋在垂直方向取海

表的坐标为狕１＝犎１，上层海洋底部的坐标为狕２＝

犎２，静止海洋的总厚度为犇＝犎１－犎２，即将海洋分

为上、下两层，厚度、密度和温度各不相同。设狕１－

狕η＝η为上层混合层的厚度，狕η－狕２＝犺为温跃层
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图１　两层斜压海洋模式结构

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｋｅｔｃｈｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｔｈｅｔｗｏｌａｙｅｒ

ｂａｒｏｃｌｉｎｉｃｏｃｅａｎｍｏｄｅｌ

的厚度，总厚度为η＋犺＝犇（狓，狔，狋），其中狕１ 为海

气界面，狕η 为混合层温跃层界面，狕２ 为温跃层与准

静止层（或称下均匀层）的界面。气候状态为η＋犺

＝犇（狔），如设η＝γ犇，则有犺＝（１－γ）犇，由γ的大

小来控制两层的相对厚度。

　　基本场为纬向地转流
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式中犵′＝（ρ３－ρ２）／ρ３ 为约化重力，α为海水的热膨

胀系数。这个背景流可以简化，设海平面在大尺度

上是比较均匀的，但温跃层底有明显的不均匀，有
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考虑到混合层的深度不大，温度分布水平比较均匀，

因此其近似式为
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　　由此可见，基本流在上、下层的共同部分，由所

研究的模式海洋厚度的不均匀性引起，可称为正压

分量，标以犃^，由温度场引起的部分可称斜压分量，

标以珦犃。下标ｓ为混合层，ｂ为温跃层。

２．１　运动方程

除背景流外，参照文献［２］和［３］将各物理量分

成扰动量和平均量两部分，然后略去非线性项，得到

线性化运动方程为
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　　定义垂直平均
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　　引进正压模和斜压模，分别为

狌^＝η
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　　于是有
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变量狏类似。

新的方程分别为
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　　注意到在以上方程中仍然存在非线性项，进一步的简化约定为，将除了压力梯度外各项中的厚度近似地

取成：ηγ犇，犺（１－γ）犇，（η＋犺）犇，并设是纬度的平均值。在这些条件下，以上方程进一步简化成
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　　可见如果上下层气候温度场的分布不一样，斜压模分量和正压模分量将会彼此影响对方的变化。
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２．２　线性化连续性方程

参照文献［２３］关于垂直速度的定义，连续性方程的线性化形式给出为
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　　将速度的正、斜压模代入，分别得到
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２．３　线性化温度方程

在不考虑水平平流项及非线性垂直输送项后，按约定的简化方案，分别给出
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３　无量纲方程

３．１　特征量

引进正压模的重力波波速，为
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　　在另一方面，取温度变化的特征值为Δ犜ｓ、Δ犜ｂ，可看成是混合层上、下的温度差和温跃层上、下的温度

差。引进斜压模的重力波波速

犆ｓ＝ 犵αΔ犜ｓ槡 犇，犆ｂ＝ 犵αΔ犜ｂ槡 犇，珟犆＝ 犵αΔ槡 犜犇，犆ｓ～犆ｂ～珟犆 （２５）

　　相关物理量的特征值取成：（犜ｓ′，犜ｂ′）～（Δ犜ｓ，Δ犜ｂ），（珘狌，珘狏）～珟犆，（犝ｓ，犝ｂ，犝^）～犆，（珦犝ｓ，珦犝ｂ）～（犆
２
ｓ，犆

２
ｂ）／

犆～珟犆
２／犆。

３．２　基本场

由上面约定的特征量，基本场（１）、（２）的无量纲形式分别为

１

２
狔犝ｓ＝－

ｄ犎２
ｄ狔
＋
１

２

犆ｓ（ ）犆
２

η
犜ｓ

狔
＝
１

２
狔犝^＋

１

２

犆ｓ（ ）犆
２

狔珦犝ｓ （２６）
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１

２
狔犝ｂ＝－

ｄ犎２
ｄ狔
＋
１

２

犆ｂ（ ）犆
２

犺
犜ｂ

狔
＝
１

２
狔犝^＋

１

２

犆ｂ（ ）犆
２

狔珦犝ｂ （２７）

３．３　运动方程

为了使方程简洁，舍去不重要的差异，设犆ｓ，犆ｂ 均取珟犆，运动方程右端温度梯度项中的 犎１，犎２ 均取成

犇，这些近似不会使问题有实质性改变。

正压模方程（１４）和（１５）的无量纲形式为

狌^

狋
＋ 犝^＋

珟犆（ ）犆
２

（γ珦犝ｓ＋（１－γ）珦犝ｂ［ ］）狌^狓－
１

２
狔－

ｄ犝^
ｄ狔
－
珟犆（ ）犆

２
ｄ

ｄ狔
（γ珦犝ｓ＋（１－γ）珦犝ｂ［ ］）狏｛ ｝^＋

γ（１－γ）
珟犆（ ）犆

３

（珦犝ｂ－珦犝ｓ）
珘狌

狓
＋
ｄ（珦犝ｂ－珦犝ｓ）

ｄ狔
·珘｛ ｝狏 ＝



狓
（η＋犺）＋

珟犆（ ）犆
２
１

２
（１－γ）

２犜ｂ′

狓［ ＋

γ（１－γ）
犜ｓ′

狓
＋
１

２
γ
２犜ｓ′

 ］狓 （２８）

狏^

狋
＋ 犝^＋

珟犆（ ）犆
２

（γ珦犝ｓ＋（１－γ）珦犝ｂ［ ］）狏^狓＋
１

２
狔狌｛ ｝^＋γ（１－γ）

珟犆（ ）犆
３

（珦犝ｂ－珦犝ｓ）
珘狏

狓
＝

－


狔
（η＋犺）＋

珟犆（ ）犆
２
１

２
（１－γ）

２犜ｂ′

狔
＋γ（１－γ）

犜ｓ′

狔
＋
１

２
γ
２犜ｓ′

［ ］狔 （２９）

　　斜压模方程，由方程（１６）和（１７）给出

珘狌

狋
＋ 犝^＋

珟犆（ ）犆
２

（γ珦犝ｂ＋（１－γ）珦犝ｓ［ ］）珘狌狓＋
ｄ犝^
ｄ狔
＋
珟犆（ ）犆

２
ｄ

ｄ狔
（γ珦犝ｂ＋（１－γ）珦犝ｓ）－

１

２［ ］狔珘狏＋
珟犆（ ）犆 （珦犝ｂ－珦犝ｓ）

狌^

狓
＋
ｄ（珦犝ｂ－珦犝ｓ）

ｄ狔
狏［ ］＾ ＝

珟犆（ ）犆 １

２
（１－γ）

犜ｂ′

狓
＋γρ

１

ρ２

犜ｓ′

狓
－
１

２
γ
犜ｓ′

［ ］狓 （３０）

珘狏

狋
＋ 犝^＋

珟犆（ ）犆
２

（γ珦犝ｂ＋（１－γ）珦犝ｓ［ ］）珘狏狓＋
１

２
狔珘狌＋

珟犆（ ）犆 （珦犝ｂ－珦犝ｓ）
狏^

狓
＝

珟犆（ ）犆 １

２
（１－γ）

犜ｂ′

狔
＋γρ

１

ρ２

犜ｓ′

狔
－
１

２
γ
犜ｓ′

［ ］狔 （３１）

３．４　浅混合层近似和快波近似

考虑到混合层厚度相对温跃层厚度来讲很浅，即γ１，称为“浅混合层近似”，另外，正压模的重力波速

相对斜压模来讲要快很多，即（珟犆／犆）２１，称为“快波近似”。

在浅混合层近似和快波近似下正压模和斜压模方程分别为

狌^

狋
＋犝^

狌^

狓
－
１

２
狔－

ｄ犝^
ｄ（ ）狔 狏^＝－ 狓（η＋犺） （３２）

狏^

狋
＋犝^

狏^

狓
＋
１

２
狔狌^＝－



狔
（η＋犺） （３３）

珘狌

狋
＋犝^

珘狌

狓
＋
ｄ犝^
ｄ狔
－
１

２（ ）狔珘狏＋
珟犆（ ）犆 （珦犝ｂ－珦犝ｓ）

狌^

狓
＋
ｄ（珦犝ｂ－珦犝ｓ）

ｄ狔
狏［ ］^＝ １２

珟犆（ ）犆 犜ｂ′

狓
（３４）

珘狏

狋
＋犝^

珘狏

狓
＋
１

２
狔珘狌＋

珟犆（ ）犆 （珦犝ｂ－珦犝ｓ）
狏^

狓
＝
１

２

珟犆（ ）犆 犜ｂ′

狔
（３５）

　　可以看到正压模分量的运动分量是独立的，但在（珟犆／犆）保留的近似下，正压模对斜压模的运动分量有作

用。

连续性方程（２０）与（２１）相加后为



狋
（η＋犺）＋犝^



狓
（η＋犺）＋

狌^

狓
＋
狏^

（ ）狔 ＋
１

２
犝^狔狏^＝０ （３６）
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　　温度变化方程为

犜ｓ′

狋
＋犝^

犜ｓ′

狓
＋
犜ｓ

狔
狏^－

珟犆
犆
珘（ ）狏 ＝０ （３７）

犜ｂ′

狋
＋犝^

犜ｂ′

狓
－
犜ｂ

狕
珘狌

狓
＋
珘狏

（ ）狔 ＋
犜犫

狔
狏^＝０ （３８）

３．５　正压模控制方程

重新写出，为

狌^

狋
＋犝^

狌^

狓
－
１

２
狔－

ｄ犝^
ｄ（ ）狔 狏^＝－ 狓（η＋犺） （３２′）

狏^

狋
＋犝^

狏^

狓
＋
１

２
狔狌^＝－



狔
（η＋犺） （３３′）



狋
（η＋犺）＋犝^



狓
（η＋犺）＋

狌^

狓
＋
狏^

（ ）狔 ＋
１

２
犝^狔狏^＝０ （３６′）

　　可见在浅混合层和快波近似下，正压模方程相等于等值浅水模式的方程，混合层温度变化即方程（３７）不

参与运动。

３．６　斜压模方程

注意到式（３４）、（３５）和（３８）中斜压分量并不独立，正压分量将参与进来，但是考虑到在同一个方程中各

物理量应用同样的标尺来衡量，在式（３４）、（３５）中的（狌^，狏^）若不用犆而用珟犆 作为特征量，并记以（狌^′，狏^′），则有

（狌^，狏^）＝（珟犆／犆）（狌^′，狏^′），因此式（３４）、（３５）中与正压模相联系的项正比于（珟犆／犆）２，相对于斜压分量来是小项

可以略去，而简化成

珘狌

狋
＋犝^

珘狌

狓
＋
ｄ犝^
ｄ狔
－
１

２（ ）狔珘狏＝ １２
珟犆（ ）犆 犜ｂ′

狓
（３９）

珘狏

狋
＋犝^

珘狏

狓
＋
１

２
狔珘狌＝

１

２

珟犆（ ）犆 犜ｂ′

狔
（４０）

同时式（３８）左边最后一项为
犜ｂ

狔

珟犆（ ）犆 狏^′，在热带温跃层气候温度的经向变化较均匀，因此这一项的作用不
大，如略去则为

犜ｂ′

狋
＋犝^

犜ｂ′

狓
－
犜ｂ

狕
珘狌

狓
＋
珘狏

（ ）狔 ＝０ （４１）

这样由式（３９）、（４０）和（４１）构成斜压模的闭合方程组。

由正压模和斜压模的运动分量都算得后，可由式（３７）算出混合层的温度距平。

４　正压模方程的色散性

现在来分析正压模方程（３２′），（３３′）和（３６′）的色散关系。

设犎２（狔）＝犎０（１＋犺ｃ（狔）），这里犎２（狔）是温跃层底部的深度，是温跃层深浅的一个量度；犺ｃ（狔）为基

于平均温跃层深度上的起伏结构。由无量纲的基本地转流公式（２６）或（２７）

１

２
狔犝^ ＝－

ｄ犎２（狔）

ｄ狔

有

１

２
狔犝^ ＝－

ｄ犺ｃ
ｄ狔
，　犝^ ＝－

２

狔

ｄ犺ｃ
ｄ狔
，　
ｄ犝^
ｄ狔
＝－

２

狔

ｄ２犺ｃ
ｄ狔

２ ＋
２

狔
２

ｄ犺ｃ
ｄ狔

　　代入式（３２′），（３３′）和（３６′），有

狌^

狋
－
２

狔

ｄ犺ｃ
ｄ狔

狌^

狓
－
１

２
狔狏^＋



狓
（η＋犺）＝

２

狔

ｄ２犺ｃ
ｄ狔

２ －
２

狔
２

ｄ犺ｃ
ｄ（ ）狔 狏^ （４２）
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狏^

狋
－
２

狔

ｄ犺ｃ
ｄ狔

狏^

狓
＋
１

２
狔狌^＋



狔
（η＋犺）＝０ （４３）



狋
（η＋犺）－

２

狔

ｄ犺ｃ
ｄ狔



狓
（η＋犺）＋

狌^

狓
＋
狏^

（ ）狔 ＝
ｄ犺ｃ
ｄ狔
狏^ （４４）

引进变量狇^，狉^，定义成

狇^＝ （η＋犺）＋狌^，　狉^＝ （η＋犺）－狌^。

于是有

η＋犺＝
１

２
（狇^＋狉^），　狌^＝

１

２
（狇^－狉^）。

这样，方程（４２）—（４４）变成

狇^
狋
＋
狇^
狓
＋
狏^

狔
－
１

２
狔狏^＝

２

狔

ｄ犺ｃ
ｄ狔

狇^
狓
＋
２

狔

ｄ２犺ｃ
ｄ狔

２ －
２

狔
２

ｄ犺ｃ
ｄ狔
＋
ｄ犺ｃ
ｄ（ ）狔 狏^ （４５）

狉^

狋
－
狉^

狓
＋
狏^

狔
＋
１

２
狔狏^＝

２

狔

ｄ犺ｃ
ｄ狔

狉^

狓
－
２

狔

ｄ２犺ｃ
ｄ狔

２ －
２

狔
２

ｄ犺ｃ
ｄ狔
－
ｄ犺ｃ
ｄ（ ）狔 狏^ （４６）

狏^

狋
＋
１

２

狇^
狔
＋
１

２
狔狇（ ）^＋ 狉^

狔
－
１

２
狔狉（ ）［ ］＾ ＝

２

狔

ｄ犺ｃ
ｄ狔

狏^

狓
（４７）

将变量狇^，狉^，狏^展成抛物圆柱函数（Ｗｅｂｅｒ函数），即

（狇^，狉^，狏^）＝
∞

犿＝０

（狇^犿（狓，狋），狉^犿（狓，狋），狏^犿（狓，狋））犇犿（狔） （４８）

同时，考虑 Ｗｅｂｅｒ函数的递推公式（这里犿≥１）

ｄ犇犿
ｄ狔
＋
１

２
狔犇犿 ＝犿犇犿－１，　

ｄ犇犿－１
ｄ狔

－
１

２
狔犇犿－１ ＝－犇犿

并利用 Ｗｅｂｅｒ函数的正交性质

∫
∞

－∞
犇犿（狔）·犇狀（狔）ｄ狔＝

０　　　　犿≠狀

狀！２槡π　犿＝
烅
烄

烆 狀
＝狀！２槡πδ犿狀

方程（４５）—（４７）给出

狇^狀

狋
＋
狇^狀

狓
－狏^狀－１ ＝犃^狀 （４９）

狉^狀

狋
－
狉^狀

狓
＋（狀＋１）狏^狀＋１ ＝犅^狀 （５０）

ε
狏^狀＋１

狋
＋
１

２
（狀＋２）狇^狀＋２－狉^［ ］狀 ＝δ犆^狀＋１ （５１）

式中

犃^狀 ＝
１

狀！
∞

犿＝０

犐犿，狀
狇^犿

狓
＋犑

（１）
犿，狀狏^（ ）犿 （５２）

犅^狀 ＝
１

狀！
∞

犿＝０

犐犿，狀
狉^犿

狓
－犑

（２）
犿，狀狏^（ ）犿 （５３）

犆^狀＋１ ＝
１

（狀＋１）！
∞

犿＝０

犐犿，狀＋１
狏^犿

狓
（５４）

其中

犐犿，狀 ＝
１

２槡π∫
∞

－∞

２

狔

ｄ犺ｃ
ｄ狔
犇犿犇狀ｄ狔 （５５ａ）

犑
（１），（２）
犿，狀 ＝

１

２槡π∫
∞

－∞

２

狔

ｄ２犺ｃ
ｄ狔

２ －
２

狔
２

ｄ犺ｃ
ｄ狔
±
ｄ犺ｃ
ｄ（ ）狔 犇犿犇狀ｄ狔＝犓

（１）
犿，狀±犓

（２）
犿，狀 （５５ｂ）
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　　方程（５１）中ε和δ为标识号，其值取０或１，当ε＝δ＝０时，称长波近似（纬向半地转近似），当ε＝０而δ

＝１时称准长波近似，在准长波近似中考虑了基本流对经向扰动运动的平流作用。

取温跃层的起伏结构为犺ｃ＝犺（ｅ
－α狔

２

－１）＋犺０ 。式中犺０为赤道值，犺是一个参量，在此α是表征温跃层

经向不均匀的参量（不是前面海水的热膨胀系数），因此温跃层的总深度为

犎２ ＝１＋犺（ｅ
－α狔

２

－１）＋犺０

于是

ｄ犺ｃ
ｄ狔
＝－２α犺狔ｅ

－α狔
２

，　
犱２犺ｃ
ｄ狔

２ ＝－２α犺（１－２α狔
２）ｅ－α狔

２

　　这一温跃层的不均匀结构同文献［１０］。注意到，温跃层极小值所在的纬度为狔犿 ＝
１

２槡α，当α取值愈大
时它愈靠近赤道，如与犎２ 对应的地转流为赤道潜流，则当α愈大时赤道潜流愈窄。当犺ｃ取现在的形式时，

式（５５）的积分结果见附录１。

为过滤掉高频的重力惯性波，现在分析准长波近似下最大截断模狇^０，狇^２，狉^０，狏^１ 时运动的色散关系，方程

为

狇^０

狋
＋（１－犐０，０）

狇^０

狓
＝犐２，０

狇^２

狓
＋犑

（１）
１，０狏^１ （５６）

狇^２

狋
－
１

３
（１＋

１

２
犐２，２）

狇^２

狓
＝
１

６
犐０，２
狇^０

狓
＋
１

３
犐０，０
狉^０

狓
＋
２

３
δ犐１，１（



狋
－


狓
）狏^１
狓
－
１

３
（犑
（２）
１，０－

１

２
犑
（１）
１，２）狏^１ （５７）

狇^２

狋
－（３＋２犐０，０－

１

２
犐２，２）

狇^２

狓
＝－

１

２
犐０，２

狇^０

狓
＋２δ犐１，１


２狏^１

狋狓
－２δ犐１，１（１＋犐０，０）


２狏^１

狓
２ －

（２＋犑
（２）
１，０＋

１

２
犑
（１）
１，２）狏^１ （５８）

δ犐１，１
狏^１

狓
＝
１

２
（２狇^２－狉^０） （５９）

由这４个方程构成对变量狇^０，狇^２，狉^０，狏^１ 的闭合方程组。

　　或者消去狏^１ 得到


２
狇^０

狋狓
＋（１－犐０，０）


２
狇^０

狓
２ －犐２，０


２
狇^２

狓
２ －

犑
（１）
１，０

δ犐１，１
狇^２＋

犑
（１）
１，０

２δ犐１，１
狉^０ ＝０ （６０）


２
狇^２

狋狓
＋（１－

１

２
犐２，２）


２
狇^２

狓
２ ＋

犑
（２）
１，０－

１

２
犑
（１）
１，２

δ犐１，１
狇^２＋


２狉^０

狋狓
－（１＋犐０，０）


２狉^０

狓
２ －

犑
（２）
１，０－

１

２
犑
（１）
１，２

２δ犐１，１
狉^０－

１

２
犐０，２


２
狇^０

狓
２ ＝０ （６１）


２
狇^２

狋狓
＋（１－

１

２
犐２，２）


２
狇^２

狓
２ －

２＋犑
（２）
１，０＋

１

２
犑
（１）
１，２

δ犐１，１
狇^２－


２狉^０

狋狓
＋（１＋犐０，０）


２狉^０

狓
２ ＋

２＋犑
（２）
１，０＋

１

２
犑
（１）
１，２

２δ犐１，１
狉^０－

１

２
犐０，２


２
狇^０

狓
２ ＝０ （６２）

构成对变量狇^０，狇^２，狉^０ 的准长波近似下的基本方程组。

注意到，一般来讲，在无背景流时狇^０ 代表的是Ｋｅｌｖｉｎ波的模态，而狇^２，狉^０ 代表的是最大尺度的Ｒｏｓｓｂｙ

波模态，它们是相互独立的，而现在有了背景流，这两种波的模态相互耦合起来了。
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由式（６０），（６１），（６２）消去狇^０，狇^２ 写出关于狉^０ 的控制方程为

（
２

狋狓
＋犪１


２

狓
２
）（

２

狋狓
＋犫１


２

狓
２＋犫２）－

犪２
２

２

狓
２
（犪２

２

狓
２＋犪３［ ］）（２ 

２

狋狓
－２犫３


２

狓
２｛ －

犫２＋犮１
２

）－（犫２＋犮１）（

２

狋狓
＋犪１


２

狓
２
）（

２

狋狓
－犫３


２

狓
２－
犫２
２
）＋
犪２犪３
４


２

狓［ ］｝２ 狉^０ ＝０ （６３）

或者写成

犔狉^０ ＝０　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （６４）

其中

犔＝

６

狋
３
狓

３＋犆１

６

狋
２
狓

４＋犆２

４

狋
２
狓

２＋犆３

４

狋狓
３＋犆４


６

狋狓
５＋犆５


４

狓
４＋犆６


６

狓
６

犆１ ＝犪１＋犫１－犫３，　犆２ ＝
１

４
（犫２－３犮１）

犆３＝
１

４
［犪１（犫２－３犮１）－２犪２犪３－犫１（犫２＋犮１）－２犫３（犫２－犮１）］，　犆４＝犪１犫１－

１

２
犪２２－犪１犫３－犫１犫３

犆５ ＝
１

２
［犫３（犪１犮１－犪１犫２＋犪２犪３）＋

１

２
（犫２＋犮１）（

１

２
犪２２－犪１犫１）］，　犆６ ＝犫３（

１

２
犪２２－犪１犫１）

而

犪１ ＝１－犐０，０，　犪２ ＝犐２，０，　犪３ ＝犑
（１）
１，０／δ犐１，１，　犫１ ＝１－

１

２
犐２，２，

犫２ ＝ （犑
（２）
１，０－

１

２
犑
（１）
１，２）／δ犐１，１，　犫３ ＝１＋犐０，０，　　犮１ ＝ （２＋犑

（２）
１，０＋

１

２
犑
（１）
１，２）／δ犐１，１

　　由于准长波近似基本上是对波长长的波合适，因此可略去含有

６

狓
６狉^０ 的高阶项，并将式（６４）改写成

犔狉^０ ＝

２

狓
２犔′狉^０ （６５）

这样方程对狋，狓的导数都是三阶的，即得

犔′狉^０ ＝０ （６６）

其中

犔′＝

４

狋
３
狓
＋犆１


４

狋
２
狓

２＋犆２

２

狋
２＋犆３


２

狋狓
＋犆４


４

狋狓
３＋犆５


２

狓
２

算子方程中各系数的表达式仍同前。

设变量狉^０ 的标准解为

狉^０ ＝ 狉^０ ｅｘｐ犻（犽狓－ω狋｛ ｝）

代入式（６６），得到该方程的频散关系为

ω
３
＋犪ω

２
＋犫ω＋犮＝０ （６７）

其中

犪＝犆２
１

犽
－犆１犽，　犫＝犆４犽

２
－犆３，　犮＝犆５犽

　　温跃层经向不均匀分布当犺为正值时，表示基

本流是向东的（图２）。由图可见，随着参数α的增

大，Ｋｅｌｖｉｎ波的频率逐渐增加，而本质上为Ｒｏｓｓｂｙ

波的那一支波频率逐渐减小，并转向东传（图２ｂ），

这时又出现主要由“地形”激发出的新波———地形

Ｒｏｓｓｂｙ波，它是向西传播的，而且在长波波段频率

很大。当α超过某一临界值以后，本质上为 Ｋｅｌｖｉｎ

波的那支波和本质上为Ｒｏｓｓｂｙ波的那支波在波数
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大于临界波数后相重合，即变成不稳定的共轭波

（Ｋｅｌｖｉｎ波Ｒｏｓｓｂｙ波耦合不稳定），共轭波段是向

东传播的，不稳定增长率随波数也改变。随着参数

犺的增加，正压模在准长波近似下的频散关系特征

与参数α的增大类似（图略）。当参数α＝０．７５，犺

＝０．７时，发生不稳定现象的临界波数为３．９７（图

２ｃ），取定波数区间为［３．９７，８］，平均增长率为１．２４。

其中当波数犽＝４时，不稳定增长率为ω犻＝０．１５，因

此波振幅增长到犲倍所需要的时间约为８．６ｄ。

注意到只有在经圈速度控制方程中，保留基本

流的平流项即准长波近似时，才能激发出独立于传

统的Ｋｅｌｖｉｎ波和Ｒｏｓｓｂｙ波的地形Ｒｏｓｓｂｙ波，而长

波近似在同样的情况下只有 Ｋｅｌｖｉｎ波和 Ｒｏｓｓｂｙ

波，这两支波不会产生耦合不稳定，这是准长波近

似和长波近似的一个重要差别。

Ｋｅｌｖｉｎ波和Ｒｏｓｓｂｙ波虽然在物理性质上存在

很大差异，即前者本质上是属于一类重力波，后者则

主要由于参数β引起，而且传播方向也相反，但考虑

到在长波部分两者的频率都很低，因此基本流将改

变它们的传播方向而相互耦合是可能的［１１］。注意

到这种不稳定是由波与波的相互作用而产生的，可

称为波的耦合不稳定［１０］。

图２　正压模准长波近似下东向基本流波的色散关系（犺＝０．７）

（ａ．α＝０．０１，ｂ．α＝０．３，ｃ．α＝０．７５，ｄ．α＝１．０；实线代表Ｋｅｌｖｉｎ波，虚线代表原来的那支Ｒｏｓｓｂｙ波，

点划线代表新产生的地形Ｒｏｓｓｂｙ波，点线表示不稳定增长率）

Ｆｉｇ．２　Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｒｅｌａｔｉｏｎｓｏｆｅａｓｔｅｒｌｙｂａｓｉｃｆｌｏｗｆｏｒｂａｒｏｔｒｏｐｉｃｍｏｄｅｕｎｄｅｒ

ｔｈｅｑｕａｓｉｌｏｎｇｗａｖｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ（犺＝０．７）

（ａ．α＝０．０１，ｂ．α＝０．３，ｃ．α＝０．７５，ｄ．α＝１．０；ＳｏｌｉｄｌｉｎｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅＫｅｌｖｉｎｗａｖｅ，ｄａｓｈｅｄｌｉｎｅｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌ

Ｒｏｓｓｂｙｗａｖｅ，ｄｏｔｄａｓｈｌｉｎｅｔｈｅｎｅｗｂｏｒｎｔｏｐｏｇｒａｐｈｙｉｎｄｕｃｅｄＲｏｓｓｂｙｗａｖｅ，ａｎｄｄｏｔｌｉｎｅｔｈｅｇｒｏｗｔｈｒａｔｅｏｆｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ）
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　　比较上图可以看到，要出现耦合不稳定，α需超

过某一临界值，即赤道潜流不能太宽，但当潜流变窄

时，不稳定区虽向低波数移动，但高波数（短波）的增

加率将变得很大。由于分析是在准长波近似下进行

的，短波波段出现的行为只能作为近似的参考，它将

由模式中未考虑的物理过程（例如湍流过程）来减弱

它们的不稳定增长。

注意到，如基本流是向西的则不出现共轭不稳

定（图略）。

５　斜压模方程的色散性

方程（３９）、（４０）、（４１）在形式上和正压模相似，

直接对珘狏１ 给出最后的控制方程为

犔ｑｌｗ珘狏１ ＝０　　　　　　 （６８）

其中

犔ｑｌｗ ＝犆０２

４

狋
３
狓
＋犆０３


４

狋
２
狓

２＋犆０４

４

狋狓
３＋　　

犆０５

４

狓
４＋犆０８


２

狋
２＋犆０９


２

狋狓
＋犆１０


２

狓
２

进一步简化可略去含有 
４

狓
４珘狏１ 的高波数项，即将式

（６８）改写成

犔′ｑｌｗ珘狏１ ＝０ （６９）

这样方程对狋，狓的导数都是三阶的，其中

犔′ｑｌｗ ＝犆０２

４

狋
３
狓
＋犆０３


４

狋
２
狓

２＋犆０４

４

狋狓
３＋

犆０８

２

狋
２＋犆０９


２

狋狓
＋犆１０


２

狓
２

算子方程中各系数见附录２。

　　对向东的基本流，算得的色散关系见图３。由

于图的结构同正压模的色散关系，分析从略。对于

图３　斜压模准长波近似下东向基本流波的色散关系（犺＝０．７）

（ａ．α＝０．０１，ｂ．α＝０．３，ｃ．α＝０．９，ｄ．α＝１．５；其中实线代表Ｋｅｌｖｉｎ波，虚线代表原来的那支Ｒｏｓｓｂｙ波，

点划线代表新产生的地形Ｒｏｓｓｂｙ波；点线表示不稳定增长率）

Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｒｅｌａｔｉｏｎｓｏｆｅａｓｔｅｒｌｙｂａｓｉｃｆｌｏｗｆｏｒｂａｒｏｃｌｉｎｉｃｍｏｄｅｕｎｄｅｒｔｈｅｑｕａｓｉｌｏｎｇｗａｖｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ（犺＝０．７）

（ａ．α＝０．０１，ｂ．α＝０．３，ｃ．α＝０．９，ｄ．α＝１．５；ＰｌｏｔｔｉｎｇｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎｓａｒｅｔｈｅｓａｍｅａｓＦｉｇ．２）
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参数α＝０．９，犺＝０．７（图３ｃ），发生不稳定现象的临

界波数为２．３６，取定波数区间为［２．３６，８］，平均增

长率为２．０６。其中当波数犽＝３时，不稳定增长率

为ω犻＝０．８２。

如果基本流是向西的则同样不出现共轭不稳定

（图略）。

６　正压不稳定和斜压不稳定的比较

注意到，虽然在上述有关近似下，正压模和斜压

模在色散关系的性质或图的结构上是相似的，但由

于两个模态的特征量不同，即使对同样的波长两个

模态的相速度和增长率也是不同的。考虑到

犽^

珘犽
～
ρ３αΔ犜

ρ３－ρ
［ ］

２

１
４

，　
ω^
珘ω
～
ρ３－ρ２

ρ３αΔ
［ ］犜

１
４

式中符号犪^，珘犪分别表示正压模和斜压模，可见两个

模态的差别依赖于温跃层的强度Δ犜。当取（ρ３－

ρ２）／ρ３＝２．０４×１０
－３，，海水的热膨胀系数取α＝１．０

×１０－４℃－１，Δ犜＝５℃时，犽^／珘犽≈０．７，ω^／珘ω≈１．４。

可以将图３用正压模的波数和频率为坐标重新画出

（图４）。

在相同的α，犺取值下，图４和３的结果大体相

似。下面对两者进行详细的比较，图４ａ与３ａ相比

在同样的波数下图４ａ中Ｋｅｌｖｉｎ波的频率大致为图

３ａ中频率的２倍；图４ａ中Ｒｏｓｓｂｙ波的频率绝对值

也大于图３ａ；图４ａ中地形Ｒｏｓｓｂｙ波频率在所给波

数范围内出现先增大后减小的变化趋势有别于图

３ａ中一致增大的变化趋势。由图３ｂ和４ｂ可见，相

同的波数下图４ｂ中Ｋｅｌｖｉｎ波和Ｒｏｓｓｂｙ波的频率大

图４　用正压模波数和频率来表示的图３的色散关系（犺＝０．７）

（ａ．α＝０．０１，ｂ．α＝０．３，ｃ．α＝０．９，ｄ．α＝１．５；其中实线代表Ｋｅｌｖｉｎ波，虚线代表原来的那支Ｒｏｓｓｂｙ波，

点划线代表新产生的地形Ｒｏｓｓｂｙ波；点线表示不稳定增长率）

Ｆｉｇ．４　ＤｉｓｐｅｒｓｉｏｎｒｅｌａｔｉｏｎｓｆｏｒｂａｒｏｔｒｏｐｉｃｍｏｄｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｉｎＦｉｇ．３ｒｅｄｒａｗｎｉｎｔｈｅｗａｖｅｎｕｍｂｅｒｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎ（犺＝０．７）

（ａ．α＝０．０１，ｂ．α＝０．３，ｃ．α＝０．９，ｄ．α＝１．５；ＰｌｏｔｔｉｎｇｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎｓａｒｅｔｈｅｓａｍｅａｓＦｉｇ．２）
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致为图３ｂ中频率的２倍，而地形Ｒｏｓｓｂｙ波的差异则

不明显。类似地，图４ｃ中Ｋｅｌｖｉｎ波与Ｒｏｓｓｂｙ波的频

率近似为同样波数下图３ｃ中频率的２倍。图４ｃ中

Ｋｅｌｖｉｎ波与Ｒｏｓｓｂｙ波出现耦合不稳定的临界波数要

小于图３ｃ，即向长波方向移动，且其不稳定增长率大

致为图３ｃ的２倍。而地形Ｒｏｓｓｂｙ波的变化不大。

图４ｄ与３ｄ的差异与图４ｃ和图３ｃ的差异类似。

７　讨　论

本文设计了一个热带赤道β平面的两层海洋模

式，研究了正压模和斜压模下Ｋｅｌｖｉｎ波、Ｒｏｓｓｂｙ波

及“地形Ｒｏｓｓｂｙ波”的色散关系特征。指出在准长

波近似下并当基本流为东向流时，Ｋｅｌｖｉｎ波和

Ｒｏｓｓｂｙ波可以耦合出一类不稳定波，这类不稳定波

可以用来解释ＥＮＳＯ发展中的某些现象。在浅混

合层近似和“快波近似”下，正压模和斜压模是可以

分离的，因此可以分别分析它们的色散特征，由于它

们的特征量不同，在同样的波长（扰动的纬向尺度）

下，扰动的增长率也不同。这里用正压模的波数和

频率为坐标（图４）重画了斜压模的色散关系（图３），

从而能够在相同的特征尺度下比较两者的相对大

小，结果表明在一定的参数条件下，斜压模的不稳定

增长率大约为正压模的２倍。

注意到，在浅混合层近似下，式（９）可近似地写

成

狌ｓ≈狌^－珘狌，　狌ｂ≈狌^

　　由于斜压模的增长快于正压模，当时间充分长

后，狌狊～珘狌，这表明混合层中的流场要比温跃层中的

流场强。在另一方面，由混合层温度距平变化方程

（３７）可以看到，斜压流的前面多了一个小量因子

（珟犆／犆），因此混合层中的温度距平的变化基本上由

正压模决定，相比由斜压过程决定的温跃层温度距

平的变化来要弱，这些特点与文献［３４］强迫运动的

分析是一致的。本文的结果连同对强迫运动的分

析，为近年来为什么我们要用次表层温度距平的变

化来分析ＥＮＳＯ事件中海洋物理场的变化（参见文

献［１］）提供了进一步的理论根据。
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附录１

基本积分：

∫
∞

０
ｅ－β狓

２

ｄ狓＝
槡π

２槡β
，∫

∞

－∞
ｅ－β狓

２

ｄ狓＝２∫
∞

０
ｅ－β狓

２

ｄ狓＝
槡π

槡β
　　（β＞０）　　　　　　　　　　　　　　

因此对于积分公式犈狀 ＝
１

２槡π∫
∞

－∞
狔
狀ｅ－α狔

２

ｄ狔，可知

犈０ ＝
１

２槡π∫
∞

－∞
ｅ－α狔

２

ｄ狔＝２
－１／２
α
－１／２

犈２ ＝
１

２槡π∫
∞

－∞
狔
２ｅ－α狔

２

ｄ狔＝－
ｄ犈０
ｄα
＝２

－３／２
α
－３／２

犈４ ＝
１

２槡π∫
∞

－∞
狔
４ｅ－α狔

２

ｄ狔＝－
ｄ犈２
ｄα
＝３×２

－５／２
α
－５／２

犈６ ＝
１

２槡π∫
∞

－∞
狔
６ｅ－α狔

２

ｄ狔＝－
ｄ犈４
ｄα
＝１５×２

－７／２
α
－７／２

犈８ ＝
１

２槡π∫
∞

－∞
狔
８ｅ－α狔

２

ｄ狔＝－
ｄ犈６
ｄα
＝１０５×２

－９／２
α
－９／２

上述积分可统一写成下面的形式，即

犈０ ＝２
－１／２
α
－１／２

犈２狀 ＝ （２狀－１）！！×２
－
２狀＋１
２α

－
２狀＋１
２ 　　　（狀＝１，２，３…）

犈２狀＋１ ＝０　　　（狀＝０，１，２，３…）

这里

０！＝１

狀！＝狀×（狀－１）×（狀－２）…３×２×１

０！！＝０

（２狀＋１）！！＝
（２狀＋１）！

２狀狀！
＝１×３×５…（２狀＋１）

（２狀）！！＝２
狀狀！＝２×４×６…（２狀）

由此

犐犿，狀 ＝
１

２槡π∫
∞

－∞

２

狔

ｄ犺犮
ｄ狔
犇犿犇狀ｄ狔＝－

４α犺

２槡π∫
∞

－∞
ｅ－α狔

２

犇犿犇狀ｄ狔

根据 Ｗｅｂｅｒ函数犇狀（狔）的前狀个（狀＝０，１，２，３）具体表达式算得

犐０，０ ＝－
４α犺

２槡π∫
∞

－∞
ｅ－α狔

２

犇０犇０ｄ狔＝－
４α犺

２槡π∫
∞

－∞
ｅ－ α＋（ ）１２ 狔

２

ｄ狔＝－４α犺２
－１／２ α＋（ ）１２

－１／２

犐１，０ ＝犐０，１ ＝－
４α犺

２槡π∫
∞

－∞
ｅ－α狔

２

犇１犇０ｄ狔＝－
４α犺

２槡π∫
∞

－∞
狔ｅ

－ α＋（ ）１２ 狔
２

ｄ狔＝０

犐１，１ ＝－
４α犺

２槡π∫
∞

－∞
ｅ－α狔

２

犇１犇１ｄ狔＝－
４α犺

２槡π∫
∞

－∞
狔
２ｅ－ α＋（ ）１２ 狔

２

ｄ狔＝－４α犺２
－３／２ α＋（ ）１２

－３／２

犐２，０ ＝－
４α犺

２槡π∫
∞

－∞
ｅ－α狔

２

犇２犇０ｄ狔＝－４α犺 ２
－３／２ α＋（ ）１２

－３／２

－２
－１／２ α＋（ ）１２

－１／

［ ］
２

＝犐０，２

犐２，１ ＝犐１，２ ＝－
４α犺

２槡π∫
∞

－∞
ｅ－α狔

２

犇２犇１ｄ狔＝－
４α犺

２槡π∫
∞

－∞

（狔
３
－狔）ｅ

－ α＋（ ）１２ 狔
２

ｄ狔＝０
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犐２，２＝－
４α犺

２槡π∫
∞

－∞
ｅ－α狔

２

犇２犇２ｄ狔＝－４α犺３×２
－５／２α＋（ ）１２

－５／２

－２×２
－３／２α＋（ ）１２

－３／２

＋２
－１／２α＋（ ）１２

－１／

［ ］
２

犐３，０ ＝犐０，３ ＝－
４α犺

２槡π∫
∞

－∞
ｅ－α狔

２

犇３犇０ｄ狔＝－
４α犺

２槡π∫
∞

－∞

（狔
３
－３狔）ｅ

－ α＋（ ）１２ 狔
２

ｄ狔＝０

犐３，１ ＝－
４α犺

２槡π∫
∞

－∞
ｅ－α狔

２

犇３犇１ｄ狔＝－１２α犺 ２
－５／２ α＋（ ）１２

－５／２

－２
－３／２ α＋（ ）１２

－３／

［ ］
２

＝犐１，３

犐３，２ ＝犐２，３ ＝－
４α犺

２槡π∫
∞

－∞
ｅ－α狔

２

犇３犇２ｄ狔＝－
４α犺

２槡π∫
∞

－∞

（狔
５
－４狔

３
＋３狔）ｅ

－ α＋（ ）１２ 狔
２

ｄ狔＝０

犐３，３＝－
４α犺

２槡π∫
∞

－∞
ｅ－α狔

２

犇３犇３ｄ狔＝－１２α犺５×２
－７／２α＋（ ）１２

－７／２

－６×２
－５／２α＋（ ）１２

－５／２

＋３×２
－３／２α＋（ ）１２

－３／

［ ］
２

另一积分式

犑
（１），（２）
犿，狀 ＝

１

２槡π∫
∞

－∞

２

狔

ｄ２犺ｃ
ｄ狔

２ －
２

狔
２

ｄ犺ｃ
ｄ狔
±
ｄ犺ｃ
ｄ（ ）狔 犇犿犇狀ｄ狔＝犓

（１）
犿，狀±犓

（２）
犿，狀 ＝

（８α２）α犺

２槡π∫
∞

－∞
狔ｅ

－α狔
２

犇犿犇狀ｄ狔

算得

犑
（１），（２）
０，０ ＝

（８α２）α犺

２槡π ∫
∞

－∞
狔ｅ

－α狔
２

犇０犇０ｄ狔＝
（８α２）α犺

２槡π ∫
∞

－∞
狔ｅ

－ α＋（ ）１２ 狔
２

ｄ狔＝０

犑
（１），（２）
１，０ ＝犑

（１），（２）
０，１ ＝

（８α２）α犺

２槡π ∫
∞

－∞
狔ｅ

－α狔
２

犇１犇０ｄ狔＝ （８α２）α犺·２
－
３
２ α＋（ ）１２

－
３
２

犑
（１），（２）
１，１ ＝

（８α２）α犺

２槡π ∫
∞

－∞
狔ｅ

－α狔
２

犇１犇１ｄ狔＝
（８α２）α犺

２槡π ∫
∞

－∞
狔
３ｅ－ α＋（ ）１２ 狔

２

ｄ狔＝０

犑
（１），（２）
２，０ ＝犑

（１），（２）
０，２ ＝

（８α２）α犺

２槡π ∫
∞

－∞
狔ｅ

－α狔
２

犇２犇０ｄ狔＝
（８α２）α犺

２槡π ∫
∞

－∞

（狔
３
－狔）ｅ

－ α＋（ ）１２ 狔
２

ｄ狔＝０

犑
（１），（２）
２，１ ＝犑

（１），（２）
１，２ ＝

（８α２）α犺

２槡π∫
∞

－∞
狔ｅ

－α狔
２

犇２犇１ｄ狔＝（８α２）α犺３×２
－
５
２ α＋（ ）１２

－
５
２

－２
－
３
２ α＋（ ）１２

－

［ ］
３
２

犑
（１），（２）
２，２ ＝

（８α２）α犺

２槡π ∫
∞

－∞
狔ｅ

－α狔
２

犇２犇２ｄ狔＝０

犑
（１），（２）
３，０ ＝犑

（１），（２）
０，３ ＝

（８α２）α犺

２槡π∫
∞

－∞
狔ｅ

－α狔
２

犇３犇０ｄ狔＝３（８α２）α犺２
－
５
２ α＋（ ）１２

－
５
２

－２
－
３
２ α＋（ ）１２

－

［ ］
３
２

犑
（１），（２）
３，１ ＝犑

（１），（２）
１，３ ＝

（８α２）α犺

２槡π ∫
∞

－∞
狔ｅ

－α狔
２

犇３犇１ｄ狔＝０

犑
（１），（２）
３，２ ＝犑

（１），（２）
２，３ ＝

（８α２）α犺

２槡π ∫
∞

－∞
狔ｅ

－α狔
２

犇３犇２ｄ狔＝３（８α２）α犺 ５×２
－
７
２ α＋（ ）１２

－
７
２

［ －

４×２
－
５
２ α＋（ ）１２

－
５
２

＋２
－
３
２ α＋（ ）１２

－

］
３
２

犑
（１），（２）
３，３ ＝

（８α２）α犺

２槡π ∫
∞

－∞
狔ｅ

－α狔
２

犇３犇３ｄ狔＝
（８α２）α犺

２槡π ∫
∞

－∞
狔
３（狔

２
－３）

２ｅ－ α＋（ ）１２ 狔
２

ｄ狔＝０　　　　
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附录２

　　犆０２＝ε犪２犪３（犪１犱１－犫１犱１＋犱２）＋δ犪２犪３犮１犱１

＝犪２犪３［ε（犪１犱１－犫１犱１＋犱２）＋δ犮１犱１］

　　犆０３＝ε犪２犪３（犪１犫１犱１－犪１犱２＋犪２犱３－犪
２
３犱１＋犫１犱２）－δ犪２犪３犮１（犪１犱１－犫１犱１＋犱２）

＝犪２犪３［ε（犪１犫１犱１－犪１犱２＋犪２犱３－犪
２
３犱１＋犫１犱２）－δ犮１（犪１犱１－犫１犱１＋犱２）］

　　犆０４＝－ε犪２犪３（犪１犫１犱２－犪２犪３犱４－犪２犫１犱３－犪
２
３犱２）－δ犪２犪３犮１（犪１犫１犱１－犪１犱２＋犪２犱３－犪

２
３犱１＋犫１犱２）

＝－犪２犪３［ε（犪１犫１犱２－犪２犪３犱４－犪２犫１犱３－犪
２
３犱２）＋δ犮１（犪１犫１犱１－犪１犱２＋犪２犱３－犪

２
３犱１＋犫１犱２）］

　　犆０５＝δ犪２犪３犮１（犪１犫１犱２－犪２犪３犱４－犪２犫１犱３－犪
２
３犱２）

　　犆０８＝－２犫２犮３（犪１犫１犱１－犪１犱２＋犪２犱３－犪
２
３犱１＋犫１犱２）＋（犪１犱１－犫１犱１＋犱２）（２犪１犫２犮３＋犪２犫２犮２＋　

　２犪３犪４犮３）－２犮３（犪１犫２犱２－犪２犪３犱５－犪２犫２犱３＋犪３犪４犱２）－（２犪１犮３＋犪２犮２－２犫１犮３）（犪１犫２犱１＋

　犪３犪４犱１＋犫２犱２）＋犫２犱１（２犪１犫１犮３－犪２犪３犮３＋犪２犫１犮２－２犪
２
３犮３）

＝－犪２犪３犪４犮２犱１－犪２犪３犫２犮３犱１＋２犪２犪３犮３犱５

＝－犪２犪３（犪４犮２犱１＋犫２犮３犱１－２犮３犱５）

　　犆０９＝２犫３犮３（犪１犫１犱２－犪２犪３犱４－犪２犫１犱３－犪
２
３犱２）＋（２犪１犫２犮３＋犪２犫２犮２＋２犪３犪４犮３）（犪１犫１犱１－犪１犱２＋

　犪２犱３－犪
２
３犱１＋犫１犱２）＋（２犪１犮３＋犪２犮２－２犫１犮３）（犪１犫２犱２－犪２犪３犱５－犪２犫２犱３＋犪３犪４犱２）－

　（犪１犫２犱１＋犪３犪４犱１＋犫２犱２）（２犪１犫１犮３－犪２犪３犮３＋犪２犫１犮２－２犪
２
３犮３）

＝犪１犪２犪３犫２犮３犱１－２犪１犪２犪３犮３犱５－犪
２
２犪３犮２犱５＋犪２犪

２
３犪４犮３犱１－犪２犪

２
３犫２犮２犱１－犪２犪３犪４犫１犮２犱１＋

　犪２犪３犪４犮２犱２＋２犪２犪３犪４犮３犱３＋２犪２犪３犫１犮３犱５＋犪２犪３犫２犮３犱２－２犪２犪３犫２犮３犱４

＝犪２犪３（犪１犫２犮３犱１－２犪１犮３犱５－犪２犮２犱５＋犪３犪４犮３犱１－犪３犫２犮２犱１－犪４犫１犮２犱１＋犪４犮２犱２＋

　２犪４犮３犱３＋２犫１犮３犱５＋犫２犮３犱２－２犫２犮３犱４）　

　　犆１０＝－（２犪１犫２犮３＋犪２犫２犮２＋２犪３犪４犮３）（犪１犫１犱２－犪２犪３犱４－犪２犫１犱３－犪
２
３犱２）＋（２犪１犫１犮３－　　　　

　犪２犪３犮３＋犪２犫１犮２－２犪
２
３犮３）（犪１犫２犱２－犪２犪３犱５－犪２犫２犱３＋犪３犪４犱２）

＝－２犪１犪２犪３犫１犮３犱５－犪１犪２犪３犫２犮３犱２＋２犪１犪２犪３犫２犮３犱４＋犪
２
２犪
２
３犮３犱５－犪

２
２犪３犫１犮２犱５＋　　　

　犪
２
２犪３犫２犮２犱４＋犪

２
２犪３犫２犮３犱３＋２犪２犪

３
３犮３犱５－犪２犪

２
３犪４犮３犱２＋２犪２犪

２
３犪４犮３犱４＋

　犪２犪
２
３犫２犮２犱２＋２犪２犪

２
３犫２犮３犱３＋犪２犪３犪４犫１犮２犱２＋２犪２犪３犪４犫１犮３犱３）

＝犪２犪３（－２犪１犫１犮３犱５－犪１犫２犮３犱２＋２犪１犫２犮３犱４＋犪２犪３犮３犱５－犪２犫１犮２犱５＋犪２犫２犮２犱４＋犪２犫２犮３犱３＋

　２犪
２
３犮３犱５－犪３犪４犮３犱２＋２犪３犪４犮３犱４＋犪３犫２犮２犱２＋２犪３犫２犮３犱３＋犪４犫１犮２犱２＋２犪４犫１犮３犱３）
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