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摘 � � 要

� � 文中从理论分析、方法比较以及实例计算几方面,对目前气象资料处理分析中常用的 CCA 与 SVD分析方法进

行了比较,结果表明: ( 1) 对同样的变量组 X, Y分别用 CCA 和 SVD方法进行相关分析, 得到了完全不同的分析结

果, CCA 所得到的相关就是原始变量组 X, Y 之间的相关; SVD 所得到的相关是组合变量 L, M 间的相关而不是原

始变量组 X, Y 之间的相关。理论分析和实例计算都表明, 两种方法分析得到的最大相关有非常显著的差别, CCA

明显比 SVD要大得多, 且 CCA收敛快而 SVD收敛慢。所以 SVD 不能有效地提取两组变量或两个变量场之间相

关关系的主要特征,只有 CCA 才能最大限度地提取它们之间相关关系的主要特征。( 2) CCA所得出的两变量组的

变量是独立正交变量,所以通过分析 CCA 组合变量间的相关来表示原变量组间的相关关系是有意义的。而 SVD

所得到的两变量组的变量不具有独立性和正交性,信息提供重复, 存在共线性, 所以通过分析 SVD 组合变量来表

示两变量组的相关关系没有 CCA方法有意义。( 3) CCA 是在考虑了各个变量场自身变化的情况下来分解两个变

量场间的相关关系;而 SVD是在没有考虑各个变量场自身变化的情况下来分解两个变量场间的协方差关系。很

显然 , CCA比 SVD更全面、更完整和更准确。( 4) 凡用 SVD方法分析得到的结论, 由于总可以重新应用 CCA方法

找到相关更好的不同结果,所以有值得进一步探讨的必要。
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1 � 引 � 言

� � 在气象资料处理分析中, 一个重要的研究课题

就是揭露两个气象场变化之间的相关关系。在这一

领域内,目前存在两种不同的分析方法,一种是典型

相关分析( canonical correlat ion analysis) ,简称 CCA;

另一种是奇异值分解 ( singular value decomposi�
t ion) ,简称 SVD。而当我们揭露两个气象场变化之

间相关关系[ 1~ 3]时,必然考虑 � CCA 与 SVD分析方

法有什么不同? 为什么要用 CCA 分析方法而不用

SVD分析方法?� 为此, 我们查阅了近 10 a 的气象

学术刊物,发现用 SVD方法揭露两个气象场变化之

间相关关系的论文[ 4~ 24]显著增多, 再查阅多元统计

论著[ 25, 26] , 发现 CCA来源于经典多元统计理论, 具

有严密的数理基础; 而在经典多元统计理论中,却找

不到 SVD的出处。很显然, SVD 是近 10 a 来新出

现的一种资料分析方法, 它并非来源于经典多元统

计理论,也非数理统计学家所创。

对同一问题, 有上述两种不同的分析方法, 一般

得出两种不同的结论, 那么究竟哪个更符合实际情

况呢? 它们各自有什么特点? 它们之间的差别何

在? 用哪一种方法更好? 这些问题确实很值得研

究。本文针对这些问题,通过理论分析、方法比较和

实例计算来对 CCA 与 SVD分析方法进行了比较研

究。

2 � CCA 与 SVD分析方法对比分析

2. 1 � CCA与 SVD分析方法数学理论概述

设有 n 个样本, m 个变量组成的变量场, 记为

X
n � m

; n 个样本, p 个变量组成的变量场, 记为 Y
n � p
;

(为便于讨论和公式写法的简洁, 设资料 X 和 Y 都
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已经过标准化处理, 于是在公式推导中,计算协方差

时略去了常数项 1/ n )。研究 X场与 Y场变化之间

的相关关系的基本思路为:以最大限度地提取 X 与

Y场变化之间相关关系的主要特征为准则,从 X 中

提取组合变量 L, 从 Y中提取组合变量M, 如下式

所示

L
n �1

= X
n � m

A
n� m

M
n�1
= Y

n �p
B
p �1

( 1)

式中, A, B为线性变换, 又称为空间特征向量。按

式(1)把具有较多个变量的变量场 X 与 Y之间的相

关化为较少组合变量 L 与M 间的相关(注意 X 和

Y之间的相关与L 和M 之间相关的区别和联系) ;

通过 A 和B的数值分布来确定 X 与 Y的空间相关

分布形式, 而数值的大小则表示了所对应变量的重

要程度。于是问题归结为如何求解 L, M , A, B。

由于定解条件的不同,就形成了 CCA 和 SVD方法。

2. 1. 1 � CCA方法

CCA 方法是在满足

v ( L ) = L
T
L = A

T
X

T
XA = 1

v (M ) = M
T
M = B

T
Y

T
YB = 1

( 2)

的约束条件下, 使相关系数

r ( L , M) =
cov ( L, M)

v ( L) v (M )
= A

T
VxyB ( 3)

达到最大。应用拉氏乘子法, 构造 G 函数

G = r ( L , M ) - �1( L
T
L- 1) -

�2(M
T
M - 1) � � � ( 4)

求
�G
� A

= 0,
�G
�B

= 0, 得到方程组

VxyB - �1 VxxA = 0

VyxA - �2 VyyB = 0
( 5)

根据相关系数 r ( L, M )= r (M, L) ,可以证明 �1=

�2,于是由式(5)可得

V
- 1
yy VyxV

- 1
xx VxyB - �

2
B = 0 ( 6)

式中矩阵 V
- 1
yy Vyx V

- 1
xx Vxy称为 X 与 Y 的线性关联

阵,于是就把 CCA方法成为求 X 与 Y的线性关联

阵的特征值和特征向量问题, 对此可再化为如下广

义特征值问题求解

VyxV
- 1
xx VxyB = �

2
VyyB ( 7)

解此广义特征值问题,即可求出 B ;代入式(5) ,即求

出 A ;再代入式(1) ,求出 L , M。其中, 最大特征值

为满足式(4)的最大相关系数,而对应的最大特征向

量为由 X, Y提取的满足式( 4)的线性组合。特征

值按从大到小排列, 将得到的第 1 特征值对应的

( L, M )和( A, B)记为( L1, M1)和( A1, B1 ) �, 第

K 特征值对应的记为( L K , M K )和( AK , BK ) , 定义

�L = ( L1�LK ) , �M = (M 1�MK )

�A = ( A1�AK ) , �B = ( B1�BK )
(8)

则

�L T �L = I � �

�MT �M = I
(9)

即由此得到的各组( L i , Mi ) ( i= 1, 2�k )之间是互
不相关的。

2. 1. 2 � SVD方法

传统的 SVD方法是从求两组变量场协方差矩

阵的左右特征向量来叙述的,但并未给出为什么可

以对协方差矩阵进行奇异值分解的理论推导以及分

解结果的统计学意义证明。文献[ 11]首先对此进行

了分析,这里把 SVD方法的理论推导和统计分析归

纳总结如下。

在 CCA方法中,改变约束条件为

A
T
A = 1

B
T
B = 1

(10)

求使协方差 cov ( L, M ) = L
T
M= A

T
VxyB 达到最

大的( L, M )以及( A, B) , 即为 SVD方法。应用拉

氏乘子法,构造 G 函数

G = cov( L , M) - �1( A
T
A - 1) -

�2( B
T
B- 1) � � � � � (11)

求
�G
� A

= 0,
�G
�B

= 0,得到方程组

VxyB - �1A = 0

VyxA - �2B = 0
(12)

将约束条件式(10)代入式( 12)可得:

�1 = A
T
VxyB = ( A

T
VxyB)

T
= �2 (13)

此式按 SVD方法的传统叙述,即对两组变量或者两

个变量场间的协方差矩阵进行奇异值分解为左右特

征向量,由奇异值分解计算方法,结合式( 12)和(13)

成为:

VyxVxyB = �
2
B

VxyVyxA = �
2
A

(14)

于是, 对 VyxVxy或 VxyVyx进行特征值分解, 最大特

征值对应的特征向量 A, B 以及相应的 L, M 即为

使式(11)达到最大的值。与 CCA类似, 对不同的特

征值,可以得到一系列的( A, B)及相应的( L , M)

可用于计算 X与 Y同性和异性相关。特征值按从
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大到小排列,将 VxyVyx第1特征值对应的( L , M)和

( A, B)记为( L 1, M 1)和( A1, B1 ) �, 第 K 特征值

对应的记为( LK , MK )和( AK , BK ) ,定义

�L = ( L1�LK ) , �M = ( M1�MK )

�A = ( A1�AK ) , �B = ( B1�BK )
(15)

则

�AT �A = I

�BT �B = I
(16)

即由此得到的各组( Ai , Bi ) ( i = 1, 2�k )之间是正

交的,但各组( Li , M i ) ( i= 1, 2�k )之间是相关的。
2. 2 � CCA与 SVD对比分析

2. 2. 1 � CCA与 SVD方法的差异

首先, 由 2. 1 节的讨论可知, 尽管对原始变量

(X, Y)经过标准化处理后, Vxy = X
T
Y 是相关矩

阵,但 CCA 和 SVD讨论的是组合变量( L , M )而不

是原始变量( X, Y)。从求极值的函数来看, CCA 方

法为在组合变量( L, M)正交归一化的条件下对组

合变量( L , M )间的相关系数求最大; 而 SVD 方法

是将约束条件改变为在特征向量( A, B)正交条件

下对组合变量 L, M 间的协方差(注意不是相关系

数)求最大。我们知道由于度量单位和尺度的差异,

协方差不是相关性的一个好的度量,即 SVD方法旨

在使协方差最大,而不等价于使相关系数最大,于是

由此提取的线性组合无法很好地体现变量之间的相

关。因此,在一般情况下,对同一问题, 用两种方法

所得结果是完全不同的。只有当 X 和 Y 均为正交

归一时,式(2)的约束条件成为:

v ( L) = L
T
L = A

T
X

T
XA = A

T
A = 1

v (M ) = M
T
M = B

T
Y

T
YB = B

T
B = 1

(17)

且此时的线性组合( L, M)的方差为 1, 故极大化相

关系数和极大化协方差是等价的,只有此时两种方

法所得结果才会相同。现有一种作法为: 先分别对

X, Y作 EOF 分解,提出 X, Y的主成份,再作 SVD

分析,此时虽然主成份正交,但其与自身转置矩阵相

乘不是单位矩阵, 即方差不等 1, 而是为特征值所组

成的对角阵。因而这种作法所得结果与 CCA 所得

结果仍然不相同。

其次,文献 [ 25] , [ 26]从理论上已经证明 CCA

方法求得的特征值就是相关系数, ( L , M )间的相关

结果就是 X 与 Y间的相关结果。但用 SVD方法对

矩阵分解得到的特征值不是相关系数, 进一步计算

同性,异性和模态相关系数表示的是 L 与 M 间的

相关结果而不是X 与 Y 间的相关结果。

此外,在统计上, 对 CCA方法已导出其概率分

布及显著性检验, 而对 SVD方法至今未见这方面的

研究,因而尚未从理论上证明 SVD分解在统计上是

有显著意义的。

现把CCA和 SVD分析结果列入表1,以便更清

楚地看出它们之间空间模态、时间模态、相关结果和

统计特征等方面的差异。

2. 2. 2 � CCA 在变量压缩和信息提取方面均优于

SVD

CCA把变量场 X 和 Y分解为两两互不相关的

独立变量L 和M,使 L 与M 的相关达到最大, 这种

相关是清楚的和有意义的,并且在进行相关分析时

不存在共线性问题; 然而 SVD 所分解出的变量 L

和M 相互不独立, 即 Li 与L j 之间和Mi 与M j 之间

存在相关性, 在这种情况下计算出的 L 与M 间的

相关系数,不能排除其他变量间相互关系的影响作

用,所以不能准确地反映 X 与 Y 间的真实相关。

CCA方法用最少的变量组合在最大限度上揭示 X

与 Y之间的相关关系;相反, SVD方法提取的线性

组合之间是相关的,信息提供重复,而且存在共线性

问题。而共线性问题是相关分析中十分复杂的问题

之一。

表 1 � CCA和 SVD分析结果比较

Table 1 � The results contrast betw een CCA and SVD

分析结果 特征场 A, B 组合变量 L , M 相关结果 统计显著性检验

CCA方法 不正交 正交
特征值就是相关系数,组合变量( L, M )与原始变

量(X, Y)一致
� 2 检验

SVD方法 正交 不正交

须进一步计算同性和异性相关系数来表示,组合

变量( L , M)间的相关结果不是原始变量( X, Y)

间的相关结果

无
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2. 2. 3 � CCA 的典型相关系数大于 SVD 的模态相

关系数

SVD的模态相关系数定义为

r SVD( L SVD, MSV D) =
L

T
SVDMSVD

v ( L SVD) v (MSVD)

(18)

由于 SVD是使协方差达到最大而 CCA 是使相关达

到最大,而相关是由协方差与方差之比构成, 所以仅

使协方差达到最大不能保证就使相关达到最大, 根

据前面的讨论, 于是进一步有

r SVD( LSVD, MSVD ) � Max
L , M

L
T
M

v ( L ) v ( M)
� �

= Max
v ( L ) = 1
v (M ) = 1

L
T
M = r CCA( LCCA , MCCA) (19)

即: SVD定义的模态相关系数小于 CCA 得到的典

型相关系数。

2. 2. 4 � CCA的典型相关系数是传统意义上相关系

数的拓广和延伸

记 X 和 Y的方差协差阵为 V=
Vxx � Vxy

Vyx � Vyy
,

定义它的行列式为广义方差, 记为

VxxVyy - VxyVyx = Vxx Vyy- VyxV
- 1
xx Vxy (20)

则 X 与 Y之间的广义相关为

VxxVxy

VyxVyy
Vxx Vyy

=
Vxx Vyy - VyxV

- 1
xx Vxy

Vxx Vyy

� � � � � = 1- V
- 1
yy VyxV

- 1
xx Vxy (21)

� � CCA是对矩阵 V
- 1
yy VyxV

- 1
xx Vxy进行特征值和特

征向量分解, 而 SVD是对矩阵 VyxVxy进行特征值

和特征向量分解。从所分解矩阵的不同可看出,

CCA是在考虑了各个变量场自身变化的情况下来

分解两个变量场间的相关关系;而 SVD是在没有考

虑各个变量场自身变化的情况下来分解两个变量场

间的协方差关系。在 CCA 所分解的矩阵 V
- 1
yy Vyx

V
- 1
xx Vxy中,当 m= 1, p = 1时导出两个变量间的单

相关系数; 当 m � 1, p = 1时导出一个因变量对多

个自变量间的复相关系数; 当 m= 1, p � 1 时导出

多个因变量对一个自变量间的全相关系数, 当 M �

1, P �1时导出多因变量对多自变量间的广义相关

系数。所以 CCA 是以往统计理论中单、复、全相关

分析的进一步推广, 而 SVD就没有这些性质。很显

然, CCA比 SVD更全面、更完整和更准确。

3 � CCA 和 SVD的实例比较

3. 1 � 资 � 料

取云南省 9个站(昭通、丽江、腾冲、保山、大理、

昆明、沾益、玉溪、蒙自) 1951~ 1999 年 5 月雨量场

X
49 � 9
和雨季 5~ 10月总雨量场 Y

49 � 9
进行分析, 从而研

究两场之间的相关关系。

3. 2 � 方 � 法

分别用上述 CCA和 SVD方法对 X和 Y进行分

析,得到 CCA 和 SVD的结果, 再用下面的多因变量

矩阵回归[ 26, 27]相关分析来比较它们的差别。

若 X 与 Y之间存在线性关系,则可得它们的矩

阵回归方程为

Y
�

= XB (22)

由方差分析, 设 Lyy为因变量总方差, U为回归平方

和, Q 为残差平方和,则有

L yy = U + Q (23)

可用下面的总复相关系数表达式

R
2
总 = 1 - | Q |

| L yy |
(24)

来表示 X 与 Y之间线性相关的紧密程度,并用它来

对 CCA和 SVD方法进行评判。

对两组变量 X 和 Y,分别用 CCA和 SVD方法

得到前 K个组合变量 L 和M 及其回归方程M=

LC,其中 C 为回归系数矩阵, 按式 (24) 计算前 K

个组合变量 L 和M 间的总复相关系数(表 2中第

2, 4 列)。再将式(1)代入回归方程 M= LC, 即可

求得返回原始变量 X, Y后的回归方程和总复相关

系数 (表 2 中第 3, 5 列)。表 2 列出了用 CCA 和

SVD所得的前9个组合变量及返回原始变量后的

表 2 � 两种方法计算所得的总复相关系数比较

Table 2 � The contrast of multiple corr elation coefficient

between tw o methods

前 K 个组合变量
CCA 方法 SVD 方法

R总 R�总 R总 R�总
1 0. 7095 0. 7095 0. 3962 0. 5099

2 0. 8227 0. 8227 0. 5344 0. 6331

3 0. 8875 0. 8875 0. 7382 0. 8006

4 0. 9237 0. 9237 0. 8187 0. 8588

5 0. 9394 0. 9394 0. 8546 0. 8995

6 0. 9470 0. 9470 0. 9062 0. 9259

7 0. 9523 0. 9523 0. 9295 0. 9381

8 0. 9547 0. 9547 0. 9418 0. 9469

9 0. 9547 0. 9547 0. 9547 0. 9547
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总复相关系数 R总和R�总。

� � 由表 2可以看出: CCA 方法得到的两组变量总

相关明显高于 SVD方法,尤其是最大特征值所对应

的第一主分量有特别显著的差异。而且, CCA 方法

返回原始变量前后的总复相关系数总是一致, 说明

CCA 所得到的相关就是原始变量组 X, Y 之间的相

关; SVD方法返回原始变量前后的总复相关系数不

一致, 说明 SVD所得到的相关是组合变量 L, M 间

的相关而不是原始变量组 X, Y之间的相关。CCA

方法所得的总复相关系数收敛快, SVD 方法所得的

总复相关系数收敛慢。

3 � 结 � 论

通过以上理论分析、方法比较以及实例计算说

明:

( 1) 对同样的数据 X, Y, 分别用 CCA 和 SVD

方法进行相关分析, 得到完全不同的分析结果, CCA

所得到的相关就是原始变量组 X, Y 之间的相关;

SVD所得到的相关是组合变量 L , M 间的相关而

不是原始变量组 X, Y 之间的相关。理论分析和实

例计算都表明,两种方法分析得到的最大相关有非

常显著的差别, CCA 明显比 SVD 要大得多。且

CCA收敛快而 SVD收敛慢。所以 SVD 不能有效

提取两组变量或两个变量场之间相关关系的主要特

征,只有 CCA才能最大限度地提取它们之间相关关

系的主要特征。

( 2) CCA所得出的两变量组的组合变量是独立

正交变量,所以通过分析 CCA 组合变量间的相关来

表示原变量组间的相关关系是有意义的。而 SVD

所得到的两变量组的组合变量不具有独立性和正交

性,信息提供重复,存在共线性, 所以通过分析 SVD

组合变量来表示两变量组的相关关系没有 CCA 方

法有意义。

( 3) CCA是在考虑了各个变量场自身变化的情

况下来分解两个变量场间的相关关系;而 SVD是在

没有考虑各个变量场自身变化的情况下来分解两个

变量场间的协方差关系。很显然, CCA 比 SVD更

全面、更完整和更准确。

( 4) 凡用 SVD方法分析得到的结论, 由于总可

以重新应用 CCA方法找到相关更好的不同结果,所

以有值得进一步探讨的必要。
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Abstract

An important research subject is to reveal the correlat ion of tw o meteorolog ical fields w hile analyzing in the

meteorological data. In this f ield, two kinds of different analyt ical methods exist at present : one is canonical cor�
relation analysis, abbrev iated as CCA; the other is singular value decomposition, abbreviated as SVD. CCA and

SVD is compared using theory analysis, method comparison and example calculation. Four principal results have

been achieved as follows. Firstly, to the same data X and Y, after carrying on relevant analysis w ith CCA and

SVD method separately, the results are total different. The results indicate that SVD cannot distill correlat ivity

of two variable f ields ef fectively, but CCA can dist ill them as ef fect ively as possible. Correlat ion of CCA combi�
nat ion variable f ields can embody more correlat ivity of orig inal variable f ields than that of SVD, and using CCA

eigenvector fields to express their correlation distribut ion are significant than using that of SVD. The example

calculation also shows that maximal correlat ions obtained from the tw o methods have prom inent difference and

the value of correlat ion coeff icient of CCA is obviously big ger than that of SVD. Secondly, it is more significant

to study the correlat ions of source variable fields through studying the correlat ion of combinat ion variable f ields

using CCA than that of using SVD. T he combination variable f ields obtained from CCA are independent and or�
thogonal but not for SVD. Thirdly , it is obvious that CCA is more fully and truly embody the correlativity of o�
riginal variable f ields than that of SVD for CCA takes into account that the self change of each variable f ields

w hen studying original variable f ields but not for SVD. Finally, it is deserved to study more about the results

obtained from SVD in respect that the correlat ion betw een x and y is signif icant if CCA is adopted.

Key words: CCA, SVD, Eigenvector, Combination variables, Correlat ion.
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