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摘　　要

文中提出了一个新的广义能量作为 Lyapunov 函数, 导出了包含两个联立不等式的一种

新的非线性正压稳定性判据。并指出其中一个不等式是初始扰动振幅小于某一临界值,另一

个则是摩擦系数大于另一临界值, 前者对后者有很强的约束。该判据表明,在实际大气中对于

有限振幅扰动容易产生正压亚临界不稳定, 它大大地改进了以前的结果。
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1　引　言

正压不稳定理论一直是地球物理流体力学中的一个重要问题,对于研究大气环流和

天气系统的发生、发展起着重要的作用。目前,全球气候变化已引起广泛关注,与之有关的

许多现象都具有相当正压性,并可通过正压不稳定理论加以解释。例如, Simmons等
[ 1]
提

出了纬向非均匀基流出现正压不稳定时所产生的具有特定位相的最快增长波型, 类似于

大气低频遥相关的 PNA 型,但过去的研究一般都仅讨论线性无摩擦的情况。近年来, 国

际上已开始研究有摩擦的纬向基流的非线性正压不稳定,但研究工作很少,且主要采用弱

非线性的近似方法。若对于任意大小的扰动或快速增长的初始小扰动, 基流是否稳定,其

方法就失效。Hanrotay
[ 2]采用Serrin-Joseph能量方法

[ 3]得到了有摩擦的定常基流的非线

性斜压不稳定判据,并指出推广到含有任意切变的基流是困难的。由于实际大气都是有摩

擦的而且是非线性的, 它们对于研究全球气候变化和气候动力学都起着相当重要的作用,

这是因为气候变化的时空尺度非常大, 使能量的耗散和补充显得尤为重要, 此时, 扰动振

幅通常很大而且处于相当正压状态。因此, 很有必要用广义能量方法对任意大小的扰动确

定有摩擦时的纬向切变基流的非线性稳定性条件。

Lu Weisong[ 4]曾经采用 Serrin-Joseph能量方法导得非线性正压稳定性判据, 并通过

把总能量和总位涡拟能的线性组合作为 Lyapunov 函数,解决了 Hanrotay 提出的疑难问

题。但是 Lyapunov 函数的选取所得到的非线性稳定性判据不能显式地包含非线性效应,
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这样也就反映不出初始振幅对稳定性的影响。Lee和 Held
[ 5]利用数值模式提出了亚临界

不稳定这一概念,即在一定的参数范围内,对小振幅的初始扰动基流是稳定的, 而对于大

振幅的初始扰动基流则是不稳定的。Yong[ 6]指出对于任意大小的初始扰动, 要激发出近

定常正压波主要取决于初始扰动振幅是否超越了某一临界值。可见初始扰动振幅对稳定

性的影响是很大的。因此,很有必要找到一种新的广义能量作为 Lyapunov 函数, 从而使

导出的非线性正压稳定性判据显式地表示初始振幅对稳定性的重要影响。

本文提出了一种新的广义能量, 取代以往总能量和总位涡拟能的线性组合作为

Lyapunov 函数,导出了一种新的非线性稳定性判据。

2　基本方程和广义能量方程

在 B平面上,含 Ekman 摩擦的无量纲准地转正压涡度方程为

5q
5t + J(W, q) = - r¨2W+ Q ( 1)

式中, q= ¨2W+ By 为位涡, W为流函数, r 和 Q分别是 Ekman 摩擦系数和外部涡源项, J

是雅可比算符。流体限制在南北两个刚墙之内,而在 x 方向则是周期性的。令

W= W( y ) + W′( t, x , y )　　　　Q = Q + Q′ ( 2)

将式( 2)代入式( 1)得非线性准地转扰动正压涡度方程,即

5q
5t + J(W, q) + J(W, q) + J(W, q) = - r¨2W ( 3)

其中, W与 q 是略去撇号的扰动量。设平均外部涡源项 Q与平均Ekman 摩擦项相平衡,且

Q′= 0。

由式( 3)得总的扰动广义能量方程为

dE
dt = P 1 + P2 - rD p ( 4)

式中

E = Q + K1E 1 + K2Q1 + K3E 2 + K4Q2 ( 5)

P 1 = P1a + P 1b　　　　　　　D p = D pa + D pb ( 6)

P 1a = A 1 + K1B 1 + K2C1　　　P 1b = K3G1 + K4F1 ( 7)

P 2 = A 2 + K3G2 + K4F2 ( 8)

D pa = DQ + K1DE
1
+ K2DQ

1
　　D pb = K3DE

2
+ K4DQ

2
( 9)

在 x 方向的一个波长 L 内,令〈( )〉≡∫
1

- 1
dy∫

L

0
( ) dx , 则

Q = 〈G2 ( y ) ¨2W 2〉2　　　E 1 = 〈¨W 2
〉2　　　Q 1 = 〈¨2W 2〉2 ( 10)

E2 = 〈û̈ ( ¨2W) û2
〉/ 2　　　　　　　　　　　　　　Q 2 = 〈û¨4W) û2

〉/ 2 ( 11)

A 1 = 〈{ ( d/ dy ) [ G2( B- u
″) ] } ( 5W/ 5x ) ( 5W/ 5y )〉 ( 12)

B1 = 〈( u′( 5W/ 5x ) ( 5W/ 5y )〉　　　　　　　　C1 = - 〈( uÊ ( 5W/ 5x ) ( 5W/ 5y )〉 ( 13)

G1 = - 〈̈ ( ¨2W) ṏ [ u( 5̈ 2W/ 5x ) ]〉- 〈̈ (¨2W) ṏ [ ( B- u
″) õ( 5W/ 5x ) ]〉 ( 14)

F1 = - 〈̈
4Wõ¨2

[ u( 5̈ 2W/ 5x ) ]〉- 〈̈ 4Wõ¨2
[ ( B- u

″
) õ ( 5W/ 5x ) ]〉 ( 15)
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A 2 = 〈( dG
2
/ dy ) õ ( 5W/ 5x ) õ û̈ 2Wû2〉/ 2 ( 16)

G2 = 〈̈ 4Wõ J ( W, ¨2W)〉 ( 17)

F2 = - 〈̈
4Wõ¨2

J (W,¨2W)〉 ( 18)

DQ = 2Q　　　　　　　DE
1
= 2E 1　　　　　　　DQ

1
= 2Q1 ( 19)

DE
2
= 2E2　　　　　　　　　　　　　　　　　　DQ

2
= 2Q2 ( 20)

其中G( y )是任意一个已知的连续函数; K1 , K2 , K3 , K4是任意的正常数。从式( 3)可得, Q , E 1,

Q1 , E2 , Q2 分别为时间函数的方程, 将这些方程分别乘以 Ki( i= 1,⋯, 4)后相加得式( 4)。

式中 P 1和 P2 分别是与式( 3)中的线性项和非线性项对应的广义能量产生项; D p 是广义

能量耗散项。

广义能量 E 中的 Q 是广义位涡拟能,它含有一个任意的以 y 为自变量的已知函数

G( y )。显然非线性项所产生的广义能量 P 2是由于 Q , E 2和 Q 2所引起的, 而通常的能量

E1 和位涡拟能 Q 1却没有这样的作用。陆维松和 Hanrotay 曾经选取的广义能量( E 1+

KQ1 )在本文中是 E 的一个特例,它可通过令 K3= K4= 0且忽略 Q或令 G= K2
1
2而得到。

3　一种新的非线性正压稳定性判据

设

r
*
1 = max ( P 1a/ D pa) ( 21)

r
*
2 = max ( P1b / D pb ) ( 22)

把式( 21)和式( 22)代入式( 4)得

dE
dt
≤- ( r - r

*
1 ) D pa + ( r - r

*
2 ) D pb + P 2 ( 23)

当 r
*
2≥r

*
1 时,令

D = D pa + r - r
*
2 r - r

*
1 D pb ( 24)

并设

P2 ≤ ADE
1/ 2 ( 25)

由式( 24)和( 25)可将式( 23)转换为

dE
dt
≤- r - r

*
1 - AE 1/ 2

D ( 26)

在式( 21) , ( 22)和( 25)中, r
*
1 , r

*
2 和 A均是需要确定的正常数。设

　　　　　　　　r > r
*
　　　　　r

*
= max r

*
1 , r *2 ( 27)

且 E ( 0) < r- r
*
1

2 A2 ( 28)

那么在 t= 0附近,则有 dE/ dt< 0。因此类似地对于任意的时间 t则有

E ( t) < E( 0) ( 29)

从式( 24) , ( 5) , ( 6) , ( 9) , ( 19)和( 20)可见

D ≤ D p = 2E ( 30)

将式( 29) , ( 30)代入式( 26) ,积分得

E( t) ≤ E( 0) exp - 2 r - r
*
1 - AE1/ 2

( 0) t ( 31)
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当 t→∞时, E( t)→0,因此式( 27)和( 28)是非线性正压稳定性的充分条件。E ( t)随时间的

衰减率主要取决于 E
1/ 2 ( 0) 是如何趋近于 r- r

*
1 A的, 但是 r- r

*
1 A又取决于

r- r
*
1 和 A的取值。当 t→∞时,能量E 1和位涡拟能 Q1分别趋近于 0。当 r

*
2 < r

*
1 时,所

得的结果与上面相类似。

以下分别介绍 r
*
1 , r

*
2 和 A的求解方法。

3. 1　求解 r
*
1

为了确定 r
*
1 , 需要把式( 21) 转换成一个变分问题。令 1 L1 = P 1a D pa, 则

D( D pa - L1P1a) = 0 ( 32)

式中, D是变分算符, L1是 Lag range乘子。利用式( 7) , ( 9) , ( 12) , ( 13)和( 19) ,与式( 32)相

应的Euler-Lagrange 方程为

¨2 ( G2¨2W) - K1¨2W+ K2¨4W +

　( L1/ 2) W
″
( y ) ( 5W/ 5x ) + 2W′( y ) ( 52W/ 5x5y ) = 0 ( 33)

其中　 W ( y ) = ( B- u
″
) G

2
+ K1u - K2u″ ( 34)

当式( 33)是线性化方程时, 可以按标准波型法求解, 令

W= <( y ) exp i ( kx - Rt ) ( 35)

式中, k 和 R分别是 x 方向的波数和频率。将式( 35)代入式( 33)得

( D 2/ Dy
2) G

2
( D

2</ Dy 2
) - K1( D 2</ Dy 2 ) +

　K2 ( D4</ Dy 4
) + ( ikL1/ 2) [W

″<+ 2W′<′] = 0 ( 36)

其中, D
n / Dy

n= ( d
2/ dy

2- k
2) n/ 2 , ( n= 2, 4, 6, 8) ,撇号表示对 y 的导数。借助变换

<= exp[ ikL1W / 2N] <
⌒

　　　　　　　　N= K1 + 2k2K2 ( 37)

进行如下运算 n [ <* õ( 36) ] m ,这里 n (　) m ≡∫
1

- 1
( ) dy , <* 是 <的复共轭, 积分得

(M 2
2 + 2k2M 2

1 + k
4
M

2
0 ) - k

2 n ( G2 ) ″û<û2 m + K1k2I 20 +

　K2( I 2
2 + k

4
I
2
0 ) + NJ 2

1 - ( k
2L21 / 4N) n (W′)

2û<û2 m = 0 ( 38)

则有

1/L2
1 = ( k 2/ 4N) (W′) 2c I 20/ (M2

2 + 2k2M 2
1 + k

4
M

2
0) +

K1k2I 20 + K2 ( I 22 + k
4
I

2
0) + NJ 2

1 - k
2
( G

2
)
″
cI

2
0 ( 39)

式中(W′) c, ( G
2 ) ″c是积分中值,且

M
2
n = n G

2ûdn</ dy nû2 m , I 2
n = n ûdn</ dy nû2 m , J 2

n = n ûdn <
⌒

/ dy nû2 m , ( n = 0, 1, 2)。

由于G 是任意的连续函数,那么如果 G
2有最大值,则有( G

2 ) ″< 0。例如

( 1)　G
2= G

2
0 ( 1- y

2 ) ; ( 2)　G
2= cos(Py / 2) , ( - 1≤y≤1)。那么式( 39)可以写为

1
L1
≤

( k / 2 N) A I 0

[NJ 2
1 + K1k2I 20 + K2 ( I 22 + k

4
I
2
0) + (M

2
2 + 2k

2
M

2
1 + k

4
M

2
2 ) ]

1/ 2 ( 40)

其中 A = [ ( B- u
″) G2] ′ max+ K1ûu′ûmax+ K2ûuÊûmax ( 41)

利用如下不等式

I
2
2 ≥ K20I 20　　　 I

2
1≥ P2I 20/ 4　　　I

2
2≥ P2

I
2
1　　　　K20≈ 2. 3650

4
( 42)

J
2
1≥ P2

J
2
0 / 4　　　J

2
0 = I

2
0　　　M

2
n≥ ( G

2
) minI

2
n　　 ( n = 0, 1, 2) ( 43)
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式( 40)可以化为

1/L1≤ r
*
1

r
*
1 =

kA / 2 N
[ P2N/ 4 + K1k2 + K2 (K20 + k

4) + ( G2 ) max (K20 + P2k2 / 2 + k
4 ) ] 1/ 2

( 44)

3. 2　求解 r
*
2

为了确定 r
*
2 , 式( 22)也需要转换成一个变分问题,令 1/ L2= P 1b / D pb, 则有

D( D pb - L2P1b ) = 0 ( 45)

利用式( 7) , ( 9) , ( 14)和( 15) ,与之相应的 Euler -Lagr ange方程为

(K4¨8W- K3¨6W) + (L2/ 2) {K35/ 5x [¨2
( u¨4W) - ¨4

( u¨2W) + F¨4W-
¨4( FW) ] + K45/ 5x [ - ¨2( u¨6W) + ¨6( u¨2W) - F¨6W+ ¨6( FW) ] } = 0 ( 46)

这里F= B- u
″。

将式( 35)代入式( 46)得

[K4D8</ Dy
8
- K3D6</ Dy

6
] + ( ikL2/ 2) {K3[ D 2

/ Dy
2
( uD

4</ Dy
4
) -

D4 / Dy 4( uD2</ Dy 2) + FD4</ Dy
4 - D 4/ Dy

4( F<) ] +

K4 [ - D2 / Dy 2 ( uD 6</ Dy 6 ) + D6/ Dy 6( uD 2</ Dy
2) -

FD
6</ Dy 6

] + D
6
/ Dy

6
( F<) } = 0 ( 47)

再作如下运算n [ <* ·( 47) ] m ,式( 47)转换成

( K4B 1 + K3B2 ) + ( ikL2 / 2) (K3 n A 1 õ <* m + K4 n A 2 õ <* m ) = 0 ( 48)

其中

B1 = I
2
4 + 4k2I 23 + 6k4I 22 + 4k 6

I
2
1 + k

8
I
2
0 ( 49)

B2 = I
2
3 + 3k

2
I
2
2 + 3k

4
I
2
1 + k

6
I
2
0 ( 50)

n <* õA 1 m = n u
′( <* Ê<″- <* ″<Ê) + 2( k 2

u
′+ u

Ê ) ( <* ″<′- <* ′<″) +

( k
4
u
′
+ k

2
u
Ê
- u

( 5)
) ( <* ′<- <* <′) m ( 51)

n <* õA 2 m = n 2u
′
( <* ′′′′<Ê - <* Ê<′′′′) + ( 6k

2
u
′
+ 2u

Ê
) ( <* Ê<″- <* ″<Ê) +

( 6k 4
u
′+ 2ku Ê - 4u( 5) ) ( <* ″<′- <* ′<″) +

( u ( 7) - 2k2u( 5) + 2k6u′) ( <* ′<- <* <′) m ( 52)

其中u
( n)
= d

n
u/ dy

n
。注意到

n I m( u ( n)<* ( l)<( j ) ) m = - ( i/ 2) n u
( n) <* ( l) <( j ) - <* ( j )<( l) m

≤ u
( n)

max I lI j ( 53)

可将式( 48)推导为

1
L2

=
k ( e1I 4I 3 + e2I 3I 2 + e3I 2I 1 + e4I 1I 0)
K4I 24 + a2I

2
3 + a3I

2
2 + a4I

2
1 + a5I

2
0

≤k
e1I 4I 3

K4I 24 + a2I
2
3
+

e2I 3I 2

K4I 24 + a2I
2
3 + a3I

2
2
+

　
e3I 2I 1

K4I 24 + a2I
2
3 + a3I

2
2 + a4I

2
1
+

e4I 1I 0
K4I 2

4 + a2I
2
3 + a3I

2
2 + a4I

2
1 + a5I

2
0

( 54)

其中
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a2 = 4k
2K4 + K3　　　　　　 a3 = 6k

4K4 + 3k
2K3

a4 = 4k6K4 + 3k 4K3　　　　　a5 = k
8K4 + k

6K3
( 55)

e 1 = 2K4ûu′ûmax　　　　e2 = ûK3u′+ K4( 6k2u′+ 2u
Ê
) ûmax ( 56)

e 3 = û2K3 ( k2u′+ u
Ê ) + K4 ( 6k4u′+ 2k 2

u
Ê - 4u( 5) ) ûmax ( 57)

e 4 = ûK3( k 4
u
′
+ k

2
u
Ê
- u

( 5)
) + K4 ( u( 7) - 2k

2
u

( 5)
+ 2k

6
u
′
) ûmax ( 58)

利用关系式 ab/ ( a
2+ b

2 )≤1/ 2,式( 54)可以写为

1/L2≤ r
*
2

r
*
2 =

k
2

e1

(K4a2 ) 1/ 2
+

e 2

[ a2 (K4K20 + a3) ]
1/ 2 +

e3

[ (K4K20 + a3) (K20a2 + a4) ]
1 / 2+

e 4
[ (K40K4 + K20a2 + a5) ( K20a2 + a4 ) ] 1/ 2

( 59)

3. 3　求解 A
由式( 8) , ( 16) , ( 17)和( 18)得

P 2 = A 2 + K3G2 + K4F2

=
1
2〈( G

2
)
′5W
5xû¨

2Wû2〉+ K3〈̈
4WõJ (W,¨2W)〉-

K4〈̈ 4Wõ J ( W, ¨2W)〉 ( 60)

注意 ¨2
J (W,¨2W) = J (W,¨4W) + 2 J

5W
5x ,

5̈ 2W
5x + J

5W
5y ,

5̈ 2W
5y ( 61)

ûJ ( A , B) û= û( k×¨A ) õ¨Bû≤ û̈ A ûõ û̈ Bû ( 62)

将式( 61)和( 62)代入式( 60)得

P 2 =
1
2〈( G

2
)
′5W
5x õ û̈

2Wû〉+ K3〈̈ 4Wõ J ( W, ¨2W)〉+

K4〈̈
4Wõ J (W,¨4W) + 2 J

5W
5x ,

5̈ 2W
5x + J

5W
5y ,

5̈ 2W
5y 〉

≤
1
2

( G 2) ′ max õ〈
5W
5x õ û̈ 2Wû2〉+ K3〈û¨

4Wûõ û̈ Wûõ û̈ (¨2W) û〉+

2K4〈û̈
4Wûõ 5̈ W

5x õ 5̈ (¨2W)
5x +

5̈ W
5y õ 5̈ (¨2W)

5y 〉

≤
1
2
õ ( G2 ) ′ max õ 5W

5x max
õ‖̈

2W‖
2
+ K3 û̈ Wûmax õ‖̈

4W‖õ‖̈ ( ¨2W)‖+

2K4‖̈
4W‖õ

5̈ W
5x max

õûû 5̈ (¨2W)
5x ûû+

5̈ W
5y max

õûû5̈ (¨2W)
5y ûû

= ( G2 ) ′ max õ 5W
5x max

õQ1 + 2K3 û̈ Wûmax õ ( Q2E 2)
1/ 2

+

2 2 K4Q
1
2
2

5̈ W
5x max

õûû5̈ (¨2W)
5x ûû+

5̈ W
5y max

õûû5̈ (¨2W)
5y ûû ( 63)

式中已用了如下等式

‖( )‖≡〈( )
2

〉
1
2　　　〈B õ J ( A , B )〉= 〈J ( A , B2 / 2)〉= 0 ( 64)
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利用Sobolev 嵌套原理中的 Lemma不等式
[ 7] ,即

5 ≤ supû5û≤ nûû̈ 25ûû ( 65)

Galdi和Straughan
[ 8 ]曾就三维情况计算了嵌套常数 n。由于本文的边界条件与他们计算

时所取的边界条件不同,而且本文研究的是二维问题,因此可根据本文的边界条件以及方

程维数减少的条件,即设 5 与 z 无关, 作类似计算得

n =
3

2
1/ 4P1/ 2( 2 - 1)

1/ 2
(P2 / 4 + k

2
)
+ 25/ 2 õ 5( 1 + P2 / 4 + k

2)
3

( 66)

n与 Galdi和 Straughan所计算的相应常数C 并不完全相同。由于通道的纬向长度总比经

向长度要长, 因此本文已将常数 C 中的 h取为 1,对应 L > 2。注意到

Q 1≤ B2
1 Q2　　　　Q 1≤ B2

2E 2　　　　K4Q 2≤ E ( 67)

将式( 65)代入式( 63) , 并利用式( 5) , ( 10) , ( 11)和( 20) ,推出

P2≤ n ( G2)′max õûû5̈ 2W
5x ûûõQ 1 + 2K3‖¨( ¨2W)‖ õ( Q 2E 2) 1/ 2 +

　2 2 nK4Q2
1/ 2 õ ûû5̈ (¨2W)

5x ûû
2

+ ûû5̈ (¨2W)
5y ûû

2

　≤ 2 n ( G2 )′max õQ1E
1/ 2
2 + 2K3Q 1/ 2

2 E 2 + 4K4Q3/ 2
2

　≤ 2 nQ
1/ 2
2 B1 ( G 2)′max ( E2Q 1)

1/ 2
+ 2K3E2 + 4K4Q 2

　≤ 2/K4nE 1/ 2 n1K3DE
2
+ 2K4DQ

2 E
1/ 2

　≤ 2/K4nn0D pbE
1/ 2

( 68)

其中 　　　　 n0 = max ( n1, 2)　　　　　　n1 = 1 +
1
2K3B1B2 ( G

2
)′max ( 69)

B2
1 = 1

K20 + k
2P2

/ 2 + k
4　　　　B2

2 = 1
P2 / 4 + k

2 ( 70)

由式( 24)可知 D pb≤
D ( r- r

*
1 )

r- r
*
2

,则式( 68)可改写为

P2≤ ADE
1/ 2　　　　　 ( 71)

式中 A=
2/K4n0n( r - r

*
1 )

r - r
*
2

　　 ( 72)

　　将式( 72)代入式( 28)得

E ( 0) <
K4( r - r

*
2 ) 2

2n2
n

2
0

= E c( 0) ( 73)

那么式( 73)和式( 27) , 即

r > r
*　　　　r

* = max ( r*1 , r*2 ) ( 74)

同时成立是非线性正压稳定性的充分条件,相反,式( 73)或( 74)有一不成立则是非线性正

压不稳定的必要条件。特别是当线性稳定的扰动不满足式( 73)却满足式( 74)时,亚临界不

稳定就可能发生。
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3. 4　讨论 K3 , K4

( 1) 由式( 47)可知, K3和 K4可以合并成一个参数,或使 K4= 1而 K3是个变数。

( 2) 式( 59)中对 r
*
2 的数值计算结果表明, r

*
2 与 K3成反比,而与 K4成正比。当K3→∞

或 K4→0时, r
*
2 有一个最优临界值。

( 3) 式( 73)中令 K4→∞和式( 69)中令 K3→∞,则 n1→1且 n0= 2,它们分别都是 E c( 0)

的最优临界值。

总结以上 3个方面,可以选取

K3→∞ 且 K4 = 1 ( 75)

3. 5　讨论 K1 , K2

( 1) 当式( 44)中令 G= 0, K1= 1且 K2= K时, 所得结果与陆维松[ 4]的计算结果一致。

( 2) 由式( 44)可见,当 G≠且 K1= 1时,可推出

5r *1
5K2 =

k (K2g2 - g1 )

4g
3/ 2
3

( 76)

　和
52r *1
5K22 K

2
= K

2c

=
kg2

4g
3/ 2
3

( 77)

这里当 K2= K2c= g1 ( k2 ) g2 ( k
2)时,有 5r *1 / 5K2= 0

其中

g1 = b0b2 - 2a3b3 ,　g 2 = a3b2 - 2b1b0, 　g3 = b1K22 + b2K2 + b3 ( 78)

b0 = a6 + K1a1, 　　b1 = 2k 2(K20 + P2k2/ 2 + k
4) ( 79)

b2 = K1( K20 + k
2P2 + 3k 4) + ( G2 ) min õ 2k2 (K20 + k

2P2/ 2 + k
4 ) ( 80)

b3 = K21( P2/ 4 + k
2) + K1( G2 ) min (K20 + P2k2 / 2 + k

4 ) ( 81)

　　由于 bi≥0, K1, K2> 0, 则

¹ 当g 1> 0且 g 2> 0时,有 52r *1 / 5K22> 0,则当 K2= K2c时, r
*
1 有最小值 r

*
1 ( K2c)。

º 当g 1< 0且 g 2> 0时,有 K2c< 0, 5r *1 / 5K2> 0,则当 K2→0时, r
*
1 有最小值 r

*
1 ûK

2
→0。

» 当g 1> 0且 g 2< 0时,有 K2c< 0, 5r *1 / 5K2< 0,则当 K2→∞时, r
*
1 有最小值 r

*
1 ûK

2
→∞。

¼当g 1< 0且 g 2< 0时,有 52r *1 / 5K22< 0,则当 K2= K2c时, r
*
1 有最小值 r

*
1 ( K2c)。

因此,最优判据的临界值为

r
*
1 = ( r *1 ) min ( 82)

　　根据 k
2
的三次代数方程 g1( k

2
) = 0和 g2( k

2
) = 0, 可求得 k

2
的正实根为临界波数,使

之对于某些波长的波 g1和 g2的正负一定,从而确定式( 82)中的( r
*
1 ) min。

3. 6　几种基流的计算结果

在实际大气中通常选取 3种基流

( 1) u1= tan h( y ) ; ( 2) u2= sec h
2( y ) ; ( 3) u3= cos

2 (Py / 2) ( 83)

其中- 1≤y≤1。令K1= K4= 1, K2= 2, K3= 10
8
, G

2
= 0. 1cos(Py / 2) , 利用式( 44) , ( 59) , ( 73)

648 气　　象　　学　　报　　　　　　　　　　　　　　　59卷



和( 74)并假设Ec= Ec( 0) / ( r- r
*
1 )

2
,这样列出表1。表中的 r

*
( u1) , r

*
( u2 )和 r

*
( u3 )分别与

上面 3种基流相对应。

表 1　3种基流的 r* 和Ec( 0) E c( 0) : ( 10
- 4)　　

k 0 0. 5 1. 0 1. 5 2. 0 2. 5 3. 0 4. 0 6. 0 8. 0 10. 0 20. 0

r * ( u 1) 0. 000 0. 619 0. 540 0. 540 0. 558 0. 614 0. 675 0. 772 0. 862 0. 887 0. 897 0. 909

r * ( u 2) 0. 000 1. 008 0. 967 0. 829 0. 627 0. 439 0. 334 0. 282 0. 305 0. 322 0. 332 0. 346

r * ( u 3) 0. 000 3. 445 3. 286 2. 791 2. 067 1. 394 0. 879 0. 652 1. 117 1. 265 1. 329 1. 409

E c( 0) 0. 567 0. 495 0. 346 0. 213 0. 125 0. 074 0. 045 0. 019 0. 005 0. 002 0. 001 0. 000

3. 7　稳定性判据的物理解释

由式( 44)和式( 54)可见,当 k→0和 k→∞时都有 r
*
1→0, r

*
2 →0。若初始扰动满足式

( 73) ,那么对于很长和很短的波,基流都是稳定的,只有既不太长也不太短的波长的波,才

可能出现非线性正压不稳定。由表 1可知, 对这 3种基流来说, 只有波数在 0< kc< 1. 0之

间所有最大值 r
*
对应波长的波才可能发生不稳定, 对应最不稳定波长 L c。由于 L c=

2PLO / kc,所以最不稳定波长满足 2PL O< L c< ∞,一般 L 0≈1000 km。因此,最不稳定波长

都是很长的。这与气候变化中行星波的不稳定增长相当一致。

值得注意的是,非线性正压稳定的波不仅要满足式( 74)而且要满足式( 73)。通常有

r～O( 1) ,根据表 1就有 r
*
2 ～r

* ～O ( 1) , 那么有( r- r
*
2 ) 2～O ( 1)且 Ec ( 0)～Ec( 0)。从表 1

和式( 73)可见,若初始扰动能量 E ( 0)≤0. 57×10- 4, 则基流可能是稳定的,但若 E ( 0) >

0. 57×10
- 4
, 那么即使式( 74)仍然成立,也可能发生亚临界不稳定。在实际大气中,初始扰

动能量并不常常满足 E ( 0)≤0. 57×10- 4,因此对于振幅比较大的行星波,非线性不稳定

增长会时常存在。在非线性正压稳定性的判据中, 式( 73)强烈制约着式( 74)。Burns
[ 9] ,

Niion [ 10]曾利用弱非线性方法且仅考虑了一种特定基流的效应研究了非线性正压不稳定,

但是他们都没有考虑初始振幅对稳定性的影响。本文提出了初始振幅对非线性正压稳定

性的影响问题,即式( 73)。

4　结　语

文中提出了一种新广义能量作为 Lyapunov 函数。从含 Ekman摩擦的非线性准地转

正压涡度方程出发,当初始扰动广义能量小于一个特定临界值时, 就得到了一种新的非线

性正压稳定性的充分条件。这种稳定性条件受初扰动广义能量的制约,这样也就受初始扰

动振幅的制约,实际上则反映了方程中非线性项所起的重要作用。文中提出的非线正压稳

定性判据对于研究地球物理流体力学中的亚临界不稳定具有重要的价值。因此,它比先前

的同类研究有了较好的改善并有可能推广到斜压流体的情况。
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A NEW CRITERION OF NONLINEAR BAROTROPIC

STABILITY INCLUDING EKMAN FRICTION

Lu　Weisong

( N anj ing Inst itut e of Meteorology , N anj ing 210044)

Abstract

A new generalized energ y is pr opo sed to act as Lyapunov funct ion and thus a new

cr iterion of nonlinear bar ot ropic stability containing tw o inequalit ies is obtained. One o f

the inequalit ies is that the init ial disturbance amplitude is less than a crit ical v alue, and

the o ther is that the f rict ional coeff icient is more than another crit ical value. The former

adds a st rong rest rict ion to the latter, a usual nonlinear stability criterion, thus

denot ing that the subcrit ical instability easily o ccurs fo r a finite-amplitude disturbance in

the real atmospher e. T he new criterion has greath improved the previous results.

Key words : Subcritical instability, Nonlinear criter ion, Generalized energ y.
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附　录

以下证明式( 67) :

式( 67)可以转换成求解函数 F (W) = Q 1 / Q2 = 1/L2的最大值问题,即

D ‖¨4W‖2 - L2‖¨2W‖2 = 0 ( A1)

相应的 Euler -Lagr ange方程为

¨4W- L2W= 0 ( A2)

将式( 35)代入式( A2)得

( d
2
/ dy

2
- k

2
)
2<- L2<= 0 ( A3)

进行如下运算∫
1

- 1
<* õ ( A3) dy , 积分得

1/L2 =
I
2
0

I
2
2 + 2k

2
I
2
1 + k

4
I
2
0
≤ 1
K20 + P2k2/ 2 + k

4 = B2
1 ( A4)

则有

Q1≤ B2
1Q2 ( A5)

类似地有

Q1≤ B2
2E2 ( A5)
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