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正压大气中的波流相互作用及 Sine-Gordon方程
�

陶建军

(湘潭师院地理系,湘潭, 411201)

摘　　要

从正压涡度方程出发, 利用截谱方法,讨论波动与基本流之间的相互作用,得到了波流之

间能量转换的条件。在引入时空缓变量后,导出 Sine-Go rdon 方程,并求得了孤立子解。

关键词: 波流作用, Sine-Gordon 方程,偶极孤立子。

1　引　言

大气中的许多现象,都和波动与基本流之间的相互作用有关。因此, 对于它的研究,已

经成为天气动力学的一个重要课题。Andrew s
[ 1]
和 Edmon

[ 2]
利用 EP 通量概念, 讨论了涡

动的热量通量和动量通量对纬向平均流的作用。曾庆存
[ 3]
利用波包理论研究大气中的波

流相互作用, 得到了有意义的结果。李麦村等
[ 4]
利用截谱方法,讨论了特定涡源下, 扰动和

基本流场相互作用所产生的平衡态及其突变问题,能较好地解释6月和10月东亚环流的迅

速演变现象。

文中利用截谱方法,得到了一个反映波流相互作用的简单的非线性系统。通过对它的

讨论,导出了波流间能量传输的条件,并且得到了多个守恒量。特别是在引入时空缓变坐

标后,求得 Sine-Gor don 方程及其孤立子解,这从理论上进一步证明瞬变波的强迫对阻塞

形势的维持和加强
[ 5, 6]
具有重要的作用。

2　基本模式

准地转无量纲正压涡度方程为:

�
�t �

2� + J ( � , � 2� ) + �* ���x = 0 ( 1)

式中 � 为无量纲流函数, �* =
L 0

a
ctg�0, �0 = 45°。

为了反映瞬变波与基本气流之间的相互作用,取截谱展开式为:

� = - u-y - � Asin2ly + � B e
ikx + � ce

ikxcos2ly + ( * * ) ( 2)

其中( * * )表示前4项的共轭, l =
�
L y
L 0, k =

2�
L x
L 0 , L y为南北方向的范围,与之对应, y 的
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范围从0到
L y

L 0
。L x 为 x 方向的波长。

式( 2)右边第1项表示基本流。第2项是对第1项的补充,这两项的合成效果是: � A < 0

表示中纬有急流; � A > 0表示急流分成为南北两支。如果这种基本场在局部区域发生,就

表示急流在某地区出现分支。这时的气压场中高纬是高压,中低纬是低压,与大气中的偶

极子阻塞相似。式( 2)右边第3项表示移动性波, 假定具有波源(如下游移入等)。式( 2)右边

第4项是由第2项和第3项由于非线性相互作用而产生的分量, 它与第3项合成后能反映扰

动的分布情况及槽线的形状(请参看第3节)。

在这一节,假定 � i( i = A , B , C) 仅仅是时间 t的函数,将式( 2)代入式( 1)后得截谱方

程:

�� A

�t = - 2lki ( � B� *
C - � C� *

B ) ( 3)

�� B

�t = - lki� A� C + �1ki� B ( 4)

�� C

�t = - 2lkbi� A� B + �2ki� C ( 5)

其中 �1 = �* / k2 - u-; �2 = �* / ( k2 + 4l 2 ) - u-; b = k
2
- 4l

2

k
2
+ 4l

2

再令 �≡ i( � B� *
C - � C� *

B ) = - 2�� B��� C�sin� ( 6)

�≡ � B� *
C + � C� *

B = 2�� B��� C�cos� ( 7)

E ≡ 2�� B�2 - 1
b
�� C�2 ( 8)

其中　 �= �B - �C 。则由式( 3)—( 5)可得:

�� A

�t = - 2lk� ( 9)

�E
�t = 4lk� A� ( 10)

��
�t = - �~k� - 2lk b� AE ( 11)

��
�t = �~k� ( 12)

以及
��� B�2

�t = -
1
4
�
�t �

2
A = -

1
2b
�
�t �� C�2 ( 13)

其中　 �~ = �1 - �2。
以上是要讨论的方程组,是一非线性系统。由它可得如下几个守恒量:

m0≡ �� B�2 + 1
4
� 2

A = 常量 ( 14)

m1≡ � +
�~

2l
� A = 常量 ( 15)

m2≡ �2 + �2 +
1
2
bE

2 = 常量 ( 16)

m3≡ �� B�2 + �� C�2 / 2b = 常量 ( 17)

m0 , m1, m2 , m3可由初值决定,其中 m0对应于波流间的能量守恒。
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3　波流间的能量转换

3. 1　基本流向波动的能量转换

设初始时刻 � A = � A0≠ 0, 但 � B 和 � C 很小,则将式( 9)—( 12)线性化后得:

d3E
dt 3

+ ( 8l2b� 2
A0 + �~2 ) k2 dE

dt
= 0 ( 18)

设 E = E
�
e
�~t ,代入上式, 得:

�~3 + ( 8l
2
b� 2

A0 + �~2 ) k2�~= 0

解得: �~1 = 0; �~1, 2 = ± - ( 8l2b� 2
A0 + �~2 ) k2 ( 19)

　　显然,若 b > 0,即 k
2 > 4l2时, �~恒为虚数, 系统总是稳定的,即对于波长较短的波,不

会从平均流吸取能量增长。从此模式看,正压不稳定同样具有短波截止现象。

当 b < 0,即 k
2
< 4l

2
,且 8l

2�b� 2
A0�> �~2

时, 才会出现不稳定,这时� A0存在临界值 :

� 2
A0 ≡

2l 2�* 2

( 4l 2 - k
2 ) ( 4l 2 + k

2 ) k2
( 20)

　　当 � 2
A0 > � 2

AC 时, 扰动从平均流吸取能量增长, 这是本模式得到的正压不稳定的判

据。这里, �* 起稳定作用。分析式( 20) 可知, � 2
A C 存在极小值。将式( 20) 对 k 求导, 并令

�� 2
AC

�k = 0 , 得:

4l2 - 3 k2 = 0 ( 20)′

当 k
2 =

4

3
l
2时, � A C取极小值。

下面,给出平均流场向扰动场提供能量时, 槽线的分布形状。

将展开式( 2)中最后两分量写成:

�� B�cos�B + �� C�cos�Ccos2ly = �� B�cos�B + �� C�cos( �B - �) �cos2ly
其中　 �B = kx + �, �为位相角, �= �B - �C ,利用三角函数公式, 可得: �� B�cos�B +

�� C�cos( �B - �) cos2ly = A
2 + B

2cos( �B - �~) ,这里 A = �� B�+ �� C�cos�co s2ly ; B

= �� C�sin�co s2ly ; �~ = ar ctg
B
A
, 再利用式( 6) ( 7) 两式, �~可写成:

�~= arctg
- �cos2ly

2�� B�2 + �co s2ly ( 21)

　　在槽线上, kx - �~= � ,由此可以确定槽线的形状。

若取 k =
2�
L x
L 0 = 1,相当于 x 方向的波长为6. 28×106m。取 l =

�
L y
L 0 = 0. 63,对应于

南北方向的范围 L y 为5×106m。在 �0 = 45°处, �* 取 0. 1;由此计算得 �~ = 0. 048, b = -

0. 22;再由式( 20) ,可求得临界值 � AC = 0. 05,作为一个实例,假设 t = 0时刻, u- = 0. 17,

� A0 = - 0. 15,这相当于中纬有较强西风气流。因为由式( 2) 对 y 求导,再进行纬向平均,

可得:

- ��
-

�y = u- + 2l� A 0co s2ly

若 u-, l, � A 0均为以上取值时 ,上式对应着中纬有量纲最大速度是40m / s左右。如图1a。
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对于上面所取的 � A0 ,因为有 � A0 > � AC ,所以基本流不稳定,将有能量向扰动传输。

由上面所取参数和初值, 再设 t = 0时, � B = 0. 02, � C = 0(即大气中有很弱的扰动) ,由式

( 6)—( 8) 知,这时, �= � = 0, E = 8× 10- 4。在这初始条件下,采用 Runge-Kut ta 法,对

式( 9)—( 12)进行数值计算,步长 h 取0. 18(即30min) ,计算结果如图1。

图1　基流不稳定时的流场演变

( a.初始场; b .第3天; c.第5天; d.第10天; e.第12天)

图中细实线为流线, 粗实线为由式( 21)计算得到的槽线的形状。由图1a可见, 初始时

刻槽线为南北向的直线,到了第3天, 图1b 槽线发生了形变,急流北面, 槽线转为东北-西

南向, 急流南面, 槽线转为西北-东南向, 众所周知, 这种槽线的分布形式对应着发展型扰

动,结果到了第5天,扰动加强(图1c)。

图1d是第10天的流场分布,这时,槽线发生了变化,急流北面转为西北-东南向,南面

为东北-西南向,这种分布就意味着扰动将要减弱, 结果到了第12天, 气流变得较为平直,

如图1e。
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3. 2　扰动向基本纬向流输送能量

当初始时刻 � B = � B0≠0时,即大气中有波动存在,但 � A < < � B, � C < < � B。(这

时由式( 6)—( 8) 知, � = �= 0) 将式( 9)—( 13)线性化后得:

d3� A

dt 3
- ( 4l 2bE0 - �~2 ) k2 d� A

dt
= 0 这里 E0 = 2�� B0�2

令　 � A = ��A e�
~
t , 代入上式有

�~= ± ( 4l 2bE0 - �~2 )
　　显然,要使�~出现正实根, b必须大于零,即必须满足 k

2 > 4l2的条件,可见只有波长较

短的波才可能向平均流场传送能量, 这时 �� B0�2也存在临界值:

�� BC�2 ≡ 2l2�* 2

( k4 - 16l4 ) k2
( 22)

　　当 �� B0�> �� BC�时,出现不稳定, 扰动向平均流场提供能量。

另外,由式( 22)可以看出,波长越短的波,越容易被基本流所吸收。

根据以上分析, 现讨论西风带分支气流加强时,流场的演变及槽线的变化情况。取参

数 k =
2�
L x
L 0 = 1. 56(对应 x 方向波长为 4× 106m) ; l =

2�
L 0
L 0 = 0. 63 (南北范围为5×

10
6
m) ; �* = 0. 1,计算得 �~ = 0. 016; b = 0. 212。由式( 22) 计算出 �� B�的临界值 �� BC�

= 0. 022。取初值 �� B0�= 0. 1, � A0 = 0. 02,分别对应大气中有较强的天气尺度波动和弱

的分支基本气流。如图 2a,这里u- 取0. 1。

图2　分支流加强时的流场演变

( a.初始场; b.第3天流场)

在上述参数和初值条件下,对式( 9)—( 12)进行数值计算(方法同前)。结果如图2, 图

中粗实线为槽线,由式( 21)确定。图2a 是初始状况,流场上波状结构明显, 槽线呈南北向。

图2b是第3天的结果,这时中高纬为曳式扰动,中低纬为导式扰动,这种结构, 有利于扰动

向高纬和向低纬输送能量, 结果如图2b中所见,出现了南北两支西风气流。而且还可以看

出:中高纬反气旋涡度增强,中低纬气旋性涡度增强,这一特性,非常有利于偶极子阻塞形

势的维持和加强[ 5]。下一节将看到: 当考虑 x 方向的空间缓变量和时间缓变量后, 这种波

流间的相互作用, 可以产生偶极孤立子。
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4　Sine-Gordon 方程与孤立子解

对于方程( 1) ,取展开式:

� = - u-y - � A ( t , x ) sin2ly + � B ( t, x ) e ik( x - ct) + � C ( t, x ) eik( x- ct)cos2ly + ( * * )

( 24)

　　上式与式( 2)不同的是 � i( i = A , B , C) 是 t, x 的缓变量; C 为波速。将式( 24) 代入式

( 1) ,考虑到扰动振幅 � i 为小量及振幅为空间的缓变量,因而忽略
�2� i

�x 2 ,
�� i

�x � i ;等小项 [ 7]

可得:

�� A

�t + Cg0
�� A

�x = - 2lki ( � B� *
C - � *

B � C ) ( 25)

�� B

�t + Cg1
�� B

�x = �′1ki� B - lki� A� C ( 26)

�� C

�t + Cg 2
�� C

�x = �′2ki� C - 2lbki� A� B ( 27)

其中Cg 0 = u- -
�*

4l
2 ; Cg1 = u- +

�*

k
2 ; Cg 2 = u- +

�* ( k2 - 4l
2
)

( k
2
+ 4l

2
)
2 ; �′1 = �

*

k
2 - ( u- - C) ; �′2 =

�*

k
2
+ 4l

2 - ( u- - C)。显然有: Cg1 > Cg 2 > Cg 0。

为了求出以常速度�传播的解(对于准静止阻塞形势, �≈0) ,假定� i ( i = A , B, C) 仅

为 �= x - �t的函数 [ 7]。再令 �≡ i ( � B� *
C - � *

B � C) ; �≡ � B� *
C + � *

B � C ; E�≡2�� B�2

-
Cg2 - �

( Cg 1 - �) b�� C�2 ,由式( 25)—( 27)式,得:

d� A

d� = - ��� ( 29)

d�
d� = ��� ( 30)

d�
d�= - ��� - b�� AE� ( 31)

dE
d� = ��� A� ( 32)

其中 �� = 2lk
Cg 0 - �; ��=

�′1
Cg 1 - �-

�′2
Cg2 - �; b� =

2lkb
Cg2 - �; �� =

4lk
Cg 1 - �; b =

k
2
- 4l

2

k
2
+ 4l

2。

假定Cg 0 > �, 则有 :

Cg1 > Cg 2 > Cg 0 > �[ 7] ( 33)

当 b > 0时, ��> 0; b� > 0; ��> 0。

边界条件取: �→∞时, � B = � B0, � A = � C = 0,其意义是无穷远处有波动东移。但

无穷远处西风未出现分支。相应有 � = 0(由 � 的定义可知)。

由式( 29)、( 30)及上述边界条件,可得:

� = -
��
��� A ( 34)

将式( 34)代入式( 31) , 再令 E
~ = E �-

�2�
b���得:

dE~

d� = ��� A� ( 35)
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d�
d�= - b�� AE

~ ( 36)

d� A

d� = - ��� ( 37)

作函数 �( �) =∫
�

- ∞
��b�� A d�′ ( 38)

根据式( 35) , ( 36)得:

dE~

d� =
��
b�
� ( 39)

d�
d�= -

b�

�� E
~ ( 40)

　　由 �→∞时, E~ 0 = 2�� B0�2 - �2�
b���的边界条件,从式( 39)、( 40) 可解得: E~ = E

~
0cos�,

�= -
bK

EK
E
~

0sinH,再将 U代入式( 25) ( U= i ( 7 B 7
*
C - 7 C 7

*
B ) ) , 利用变换F = x - Kt , 得:

5
2
H

5x
2 -

1
Cg 0K

5
2
H

5 t
2 = r~2sinH ( 41)

其中 r
~2 =

2lk
Cg0

û bKûE
~

0。式( 41)即为著名的 Sine-Grodon方程[ 7] ,许多物理现象都可以用这

一方程来描述。它在一定的条件下,存在孤立子解。比如利用变换 F= x - Kt, 式( 41)可写

成:

d
2
H

dF
2 = r

2sinH ( 42)

这里 r
2
= AKûbKûE~ 0。式( 42) 的解为

[ 7]
:

H( F) = 4arctg [ exp( r F) ] ( 43)

式( 43)这种形式的解叫做纽结
[ 7]
。利用式( 38)式,得 7 A的表达形式:

7 A =
2r

EKbK
sech[ r ( x - Kt) ] ( 44)

若将 y 方向分量考虑进去,再结合考虑基本流u-,即可得到描述纬向平均流的流函数为 :

7 纬 = - u-y - 7dA sech[ r ( x - Kt ) ] sin2ly ( 45)

其中 7
d
A =

2r

EKbK
为孤子波振幅。由上式可知:

( 1) 孤立波的宽度系数 r 与振幅 7dA 成正比,振幅越大时,东西方向的波宽度就越小;

( 2) 因为 r = AKûbKûE~ 0 ,而E
~

0 = 2û7 B0û
2
-

B2

bKAK
,由前面假定条件知, AK> 0, bK> 0,

所以必须有 2û7 B0û
2 >

B
2
K

bKAK
。即必须有足够强的扰动东移,才能使孤立波解存在;

( 3) 由于 7dA =
2r

EKbK

= 2û7 B0û
Cg 1 - K
Cg 0 - K

。对于移速很小的孤立波来说( K≈ 0) , Cg 0

越小,振幅越大。又因为 Cg 0 = u- -
B
*

4l
2 ,所以这时要求 u- >

B
*

4l
2 ,解才存在。
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图3　孤立波流函数图

( a. 7 B0 = 0. 02 ; b. 7 B 0 = 0. 05 (其他参数见正文) )

同图2,取参数 k = 1. 57, l = 0. 63,相速度C近似地取谱分量 7 B 的线性波速(即C =

u- - B
*

k
) ,取B* = 0. 1, u-= 0. 1, K= 0(假定孤立波移速很小)。初值û7 B0û取0. 02和0. 05,

分别对应着较弱和较强的天气尺度波动。由式( 45) , 得基本流场的流线分布如图 3。图 3a

为取 û7 B0û = 0. 02时的情形, 这时孤立波波幅小, 宽度大,无明显偶极子形式。图 3b是取

û7 B0û = 0. 05时的情形,这时波振幅较大,但宽度小。南低北高的偶极子明显。可以肯定,

这种由扰动向局部基本纬向流提供能量而产生的偶极子, 对大气中的阻塞形势的维持和

加强是非常有利的。

5　小　结

文中用截谱方法, 讨论了正压大气中波流间的相互作用问题, 得到了波流间能量传递

的条件。并提出:正压不稳定也具有短波截止现象。同时指出: 波长较短的波容易被基本流

所吸收。在引入时空缓变量后,导出了著名的 Sine-Gor don 方程,并求得了孤立子解。
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ON INTERACTION BETWEEN WAVE AND FLOW IN

THE BAROTROPIC ATMOSPHERE AND

SINE-GORDON EQUATION

Tao Jianjun

(Dep artment of Geogr ap hy ,X iang tan teacher s col l ege, X iangtan, 411201)

Abstract

Start ing from the baratr opic moldel and using the method of the t runcate spect rum,

this paper discusses interaction betw een wave and basic f low and ident ifies condit ions o f

energy-transfo rming betw een wave and flow . It gets the Sine-Go rdon equat ion and its

so litary w ave solution.

Key words : Inter act ion betw een w ave and f low , Sine-Gordon equat ion, Dipole soli-

ton w ave so lut ion.
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