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对多层原始方程模式的合理性分析
�

王诗文 廖洞贤

�国家气象局国家气象中心
,

北京 �� 。。���

祖 婆

木文分理论塞础和数值分析两部份
�

在第一部份中
�

利用绝热无耗散多层原始方程模式

从理论上证明
�

如在初始时刻 �� 时运动是对称的 �包括地形是对称的�
,

则在 �� �
�

的任一时

刻
,

运动将保持是对称的
�

还在考虑对称地形情况下用模式进行时间数值积分
,

证明了理论

结果的正确性
�

因而
,

理论结果可以作为分析模式合理性的基础
�

但是
,

如考虑实际地形
,

则由于其对称部份和反对称部份数量相当
,

运动的对称性会大

大降低
�

受影响的地区主要是北半球高山地区和南半球与之对称的低地
。

而且
,

这种影响是

从低层逐渐传播到高层的
。

关键词
�

大气
,

原始方程模式
,

合理性
。

� 引 言

一个设计好的模式需要进行分析
,

以考察其各个部份是否合理
,

有关算法和软件是

否有误等
。

用来作这种分析的方法有两种
�

一是定量的
,

如用模式的解析解和其数值解

进行比较等
, 一是定性的

,

如考察数值解是否具有模式的重要物理性质等
。

后一种方法

不必求出解析解
,

但在分析模式设计是否有误这一点
,

在定性上仍然可以起到和前一种

方法类似的作用
。

在文献〔�〕
、

〔�〕和〔�〕中
,

作者之一曾在大气对称运动和非对称运动的研究中得出
�

在正压过滤模式
,

正压原始方程模式
,

或� 一坐标系中的多层原始方程模式大气中
,

如初

始时刻运动是对称的
,

则在绝热无摩擦无地形的情况
,

以后运动将一直维持对称的状态
。

在文献�� 〕中还把 这 种性质作为半球定解条件的依据
。

现在
,

我们要问
,

这个结果是否

对口一坐标 系中的多层原始方程模式大气仍然成立� 这是本文第一部份要回答的问题
。

在

得到类似的结果
,

并进行讨论以后
,

本文第二部份还将用模式进行数值积分以分析模式

设计的合理性
,

并分析对称地形和非对称地形对大气运动对称性的影响
。

� 理论基础

�
。

� 落本方粗组

在。一坐标系中原始方程模式方程组可以写成

� �� ,� 年�� 月�, 日收到皿稿
,

角牡详冬片扮日映绷理后仲改擂
�
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,
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,
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,

其

他都是气象中常用的符号
。
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� 对称运动和反对称运动的定义
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� 基本大气

为了下面讨论的方便
,

设基本大气是静止的
,
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,
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设模式大气满足静力方程
,
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� 对称和反对称

任一标量� 以
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至于任一向量对 �如水平风速 � �
,

可表示为

� 二 �
。

� �
月

其中�
。
� ��

二

�
�

单位向量
, ’

�
二 ,

��
,

�
月
�

,

�
刁 � ��

二

�
刁� � ��

,

�
�

�
,

各是相应的分量
。

� �峨�

� 各是沿纬圈和 经圈的十�

�
�

�
�

� 对称运动和反对称运动
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,
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,
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4 对称运动的不变性

现在
,

我们来讨论在绝热无耗散的情形下对称运动和反对称运动的性质
,

为了方便
,

下面略去上标
‘
~ a

’。

设在初始时刻运动是对称的
,

则这时 a y
.
/由

,
a T 汀at

,
a 尸汀at

,

认
,

( 人
, : , :

)

.

是

对称的
,

而a叭/。t
,

。T 二/。r
,

。p 二/ar
,
吞
J ,

( 价“
, : , :

)
;

为零
,

从而
,

a
v/

a t
,
。T

‘

/
a t

,

a P
’

/
o t

,

吞
,

功
。, : , : 是对称的

。

对方程组 (17)一(22)和(23)一(28)作时 间微商
,

易见
,

y.

,
T

:, 尸二的二阶时间微商

和么
,

( 少
‘, ; , :

)

,

的一阶时间微商也是对称的
,

而犷
, ,

T 三
,
尸二的二阶时间微商和 奋。

(必
尹‘, :

)
戒的一阶时间微商仍为零

。

用数学归纳法
,

设 V, 等的 1到
n阶时间 微商 和认等的

1 到 , 一 1 阶时间微商是对称的
,

而 v
月

等的 1 到
n 阶时间微商和 如

,
( 功

产. + : , :
)

,

等的 l

到 n 一 1 阶时间微商为零
,

则因

a.+’
y.

a t
. + 1

+ 艺 月!

(
。一m ) 1 。 ,

子(擎
.v)实二些- +黔

勺

通耸里擎 飞+f
;、 旦二其

巴

、 O ‘ O 不
- 一 O ‘一 O 口O J

- 一 ) O 不-

_ _
, 。

a’武
- 一 、 V 一可丁蔺

O ‘

_
一 一 a

.
尸二

十式 了V
.
飞7石,
U ‘婴
)一
三

“

不裁
~
而{豁

v
等具军立

故于
今 ’犷

.
/at

”牛 ’

是对称的
。

类似地可以证明
:T
.产,

尸
.户
的n+ 1阶时间微商和合

.,
( 扩

。, , ,
:

). 的 , 阶时间微商也是对

称的
。

因
.

a.+t r , .

凡
,

~ 飞六二二丁 ~ 十 ‘山
O ‘一 二

”!

(
, 一 二)1 二 l {

(

势
·

v
)

,

箭华
+~·
卜

”

一
‘v

爵
十二

一
艺
* a.T
(。一 用) : 。 : ‘ a r

“

a
尸一 P 二

v 百声
一
+‘“ ).



期 王诗文等
:
对多层原始方程模式的合理性分析

沙
十 ’

巧/毋砂
’
= 0

。

同理
,

T 二
,

P 二的
n+ 1阶时间徽商为零

,

吞
, ,

( 石
, ‘, :

)洒
n
阶时 闻微商

也为零
,

从而
,

证明
: V ,

T
尹 ,

尸尹
的

。
+ 1 阶时间微商和合

,

石
, : , :
的

”
阶时何徽商是 对

称的
。

于是
,

, ( ,
,

,
,

a

,

,
.
+ △, ) 一 (价)

. + (
粤
).△‘+ … + 牛(华

)。。‘一卜…
U , “ ! U

婆

故 V以
,
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。
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,

即运动是对称的
。

为 了以后讨论的方便
,

我们不妨称上述结果为
‘

对称运动的不变性
’ 。

另一方面
,
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,
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这说明随着时间的推移
,

在大气中
,

可以产生对称成份的运动
,

使原来的反对称运动成

为非对称运动
。

也就是说
,

和在正压的情形相似 “
’ “, ,

在绝热无耗 散 的多层原始方程

模式大气中
,

纯粹的反对称运动不能维持
,

只可能出现具有反对称成份的运动
。

这也可

以部份地解释
,

为什么在实际大气中主 要是具有对称成份的运动
仁“’。

2

。

5 推论

利用
‘

对称运动的不变性
’ ,

在绝热无耗散的情形
,

如大气运动在初始时刻是对称的
,

我们还可以得到如下推论
:

推论 1 在时 间积分过程中
,

和反对称运动有关的谱系数 (如果分析的是全球谱模

式的话 ) 总等于零
。

推论 2 对同一模式
,

在同一半球范围内
,

用全球模式作的预报和以式(15)作为开

拓条件 的半球模式作的预报相同
。

推论 3 对于和赤道对称的任意两个地区
,

其运动总是彼此对称的
。

2

.

6 对称运动不变性的推广

如果大气是非绝热和有耗散的
,

如定义对称运动为
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则在初始时刻运动是对称的
,

加热和耗散也都是对称的
,

且其对称性不随时间变化的条

件下
,

用上面的方法
,

我们同样可以证明
,

所有 叭
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犷
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的
,
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。
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,

从而
,

利用 T
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对称遥动的

不变性
’。
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3 在对称地形情形下对模式的检验

对称性的度盆

引用文献〔幻中度量某一a
一面气象要素M 的全球对称性的量S (二)

,

即

召(m ) 二
D (M

。

)

D
( M

,

)
+ D

( M

,

)

(
3 0
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1中瓦其

D (M
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:
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D ‘M
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贪J
、

M ,‘“
,

“一身丁
dM‘·

A 表示全球面
,

d A 是面积元素
。

从定义(30 )可以看出
:
如运功是对称的

,

则
u ,

V

.

y, T 尹,
尸‘
等的 亏值 均为 1

, 。
和

‘的S 值为零 , 如运动一直是对称的
,

则这些值保持不变
。

这些值不妨称之为
‘

理想值
’。

3

.

2 在对称地形情形对摸式的时间积分

为 了检验上面的结果
,

还用模式进行了时间积分
,

积分模式用 的 是T
: IL :。

。

初始

数据取 自1, 7 9 年 i 月 15 日
,

一4 月 7 日
,

6 月i‘日和11月15日12时 (世界时) 的北半 球

F G G E S B 资料
。

地形也是北半球资料
。

在 t
。

时运动设为对称的
,

按式(11)和(14 )开

拓
,

可以得到南半球资料
。

这样得到的初值
,

·

我们不妨称之为
‘

对称初值
’。

模式积分了 5 天
,

其各有关气象要素的左值
,

以及它们随时间的变化如 表 1 所示
。

从表1中可以看出
:
总的来看

, ‘

对称运动的不变性
’

从初始时刻一直到第5天仍基本成立
。

至于表1中对应于U ( 二 uc os
中)

,

T

‘ ,
P

’

和D ( == V
.
v )的刃 值为什么不严格等于 1

,

而 (V 二

火 。s 中) 和 雪的夕值为什么不严格等于零
,

很可能是由于计算误差的积累造成的
。

上面的结果说 明
,

计算和理论一致
,

从而说明
,

模式设计是合理的
,

至少 在
‘

对 称

运动的不变性
’

这一点上是这样
。

表1 有关各气象要素的云值*( 一)

0

几Z k

! 4 h

3 6 h

‘比

60卜

了2卜

.4‘

的血

二0比

l洲血

0 。

9 9 9
9 9 甘

0
.
0

0
.
1 0 7 1 35 义 10一

0 。

1 4 7
1

0
2

K 1 0 一

0 。

4 9 9 9 4 匀X 10一

0 。

6
5

1
8

3 4 X 1 0 一

0 .942332 又 [O 一 ’

0
。

l g 6 2 0 9 X 1 0
一 ’

0
。

2 6 8 4 3
7

X 1 0
一 ,

0
.

3 6 9 2 9 5 X 1 0
一 ’

0
.
4 0 8 4 5 9 X 1 0 一

0 。

4 3 2 1 此 X 10
一 ,

l
。

0

1

。

0
O

。

9 9 9 7 吕l

0
。

仑99 9 74

0
。

9
匀99 30

0
.
99 9公9 8 0

.
9 9 70 4 5

0
。

9 9 9 匀9 4 0
.
9 9 3 3 8 9

0
。

9 9 9 已6 5 0
.
99 9 9 9 3 0

.
9 9 1 5 5 9

0
。

9 9 9 7 8 5

0

。

9 马9 6 7 1

0
。

, 9仑4 9 7

0
。

9 马9幼8 8 0
.
公8 8 7 40

0
。

口9 口分8 2 0
。

9 8 1 1 5 5 0

。

9 9 9 9 9 9

0

。

9 牙99 72 O
。

9 7 3
6

4 2 0

。

9 9 9 9 匀9

0
。

. 奋9 , 2 3 0
。

9 9 9 9 5 3 0

.

0 6
7

1 9 4
0

。

9 9 甘9二

0 。

9 9 9 2 0 6 0

。

9 9 9 9 6 1 0

。

9 6
6 7

9 3

0 二9.151 0 。

9 9 9 甘5 1

0
.
0

0
.
1 2 12 4 5 X 10一

0 .305289 X 10一

0 .8389 02 X IO一

0 。

1 6 3 0 9 1 X 1 0 一

0 .27970 7 X 10~ .

0.39718O X 10一

0 .5474 78 X IO一

0
.
730315 X 10一 ‘

0

.
7 7 5 5 ? 6 K 1 0 一

0 。

公3 16 0 8 X 几0 ‘
.

0
。

9 9
9 . 的

0
。

二4151 O
。

仑. 9 白仑.

. U 二co
, 甲
.
v 二二os 甲

,

D
二 7

.
v : s 是各

。一

面s 的平均
.
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二
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4 用实际地形对模式作时间积分
‘

4

.

1 个例的情形

为了使分析接近实际
,

还用全球实际地形
,

用1979年 1 月15日12 时 的
‘

对 称 初 值
’

( 除功
/
和尸

‘

外)
,

用T
: 、

L
, 。

进行时I’al 积分
,

其结果如表 2 所示
。

O

1 Z h

2 4 h

, 6 h

4 8 h

名o h

7 2h

8 4 h

9 6 h

1 0 8 h

12 0 h

1
.
0

0
,

9 5 6 3 4 5

0 9 3 9 飞2 5

0
.
9 2 1 9 6 8

0
.
9 0 3 6 3 1

0
.
8 7 6 3 6 2

0
.
8 5 5 2 3 8

0
.
8 2 3 7 2 7

0
.
8 0 7 9 7 2

0
.
7 7 9 0 9 5

0
.
7 6 0 2 8 0

0
。

0

0

.

0 9 6 8 】7

0
.
1 0 7 4 5 9

0
。

1 6 7 3 8 5

0

.

2 4 0 毛0 4

0
.
3 1 0 2 2 8

0
.
3 4 9 8 5 1

0
.
3 8令6 12

0
.
44 56 3 3

0
.
4 8 77 0 8

0
.
4 73 7 8 6

更 0

0 99 4 2 0 7

0 9 9 0 6 5 2

0
。

9 8 5 6 4 4

0

.

9 8 0 1 2 7

0

.

9 7 5 0 1 3

0

.

9 6 9 9 2 1

0

。

仑6 5 4 5 3

0
.
9 6 0 ’

5 4

0

。

9 5 7 9 3 7

0

。

9 5 3 9 6 2

0

。

0

.

! 1 3 2 7 8 X 1 0

一 ’

.

2 6 9 4 7 8 又 1 0一 ,

0

,

4 9 3 9 弓7 X 1 0 一 ,

0
.

6 8 6 0 2 8 X i 0 一

0.12196 1 x lo一 1

0
.
1 5 1 9 7 4 X 1 0

一 ,

0 1 8 1 0 7 3 X 1 0
一 、

o
_
2 乞一石s6 x lo

一 ’

0
.
2 6 9 5 9 2 X 1 0

一 ’

0
.
2 9 0 0 6 2 x 1 0

一 l

I
。

0

0

.

6 0 8 5 2 5

0

.

6 4 4 9 1 5

0 6 2 0 4 2 4

0

。

6 2 1 5 1 9

0

。

6 0 5 1 8 8

0

‘

5 7 6 1 9 8

0

、
5 9 召2 2 7

0
.
5 5 万5 3 7

0
.
56 9 7 7 1

0
.
54 0 5 1 7

0
。

5
6 9 5 7 4

0

。

5 5 8 8 0 5

0

。

5 6 5 4 6 5

0

。

5 7 2 3 【3

0
.
5 7 6 5 7 3

0
.
5 7 62 1吞

0
。

5 7 4 8 0 3

0

.

5 7 8 1 8 0

0

.

5 8 2 9 5 t

0

。

5 8 7 1 2 5

0

。

5
8

9 2 0 吕

*
说明和表1相同

从表 2 中可以看出
:
尽管t= f0 时

,

U

,
T

尹 ,

D 仍是对称的
,

厂
,

亡仍是反对称的
,

但很

快(12 小时)D 变成非对称的
,

以后厂
,

亡的非对称性也越来越明显
,

只有T
产

的对称 性 保

持较好
。

这些绪果说明
,

在实际非对称地形情况下
,

运动从一开始就不是对称的
,

以后更

距离对称运动越来越远
。

这一方面说明实际地形的非对称性对大气运动的对称性有很大

影响
,

另一方面说明用
‘

对称运动的不变性
’

来分析模式的合理性
,

在这种情况是不行的
。

4.
2 分析 一

为 了分析上面的结果
,

还作了如下计算
:

4 .2.1 算出U
,

T
‘,
厂

,

乙在 5 个。一面上的 反值
,

其结果如图 2 一 5 所示
。

从图中可以

看出
, _

在高层大气
,

U 和 T
‘

的对称性较好
,
厂和互的反对称性较 好 , 而在 低 层

,

U 和
冬

‘

百

.扭.介

ll铭

心心U
�
召

…
1心心

.
。

g

1 5

1113巧
心

。

7

心
.
6

叭殆 24 48 72 96 l(h) 48 72 96
它(h )

图 2 各口一面上U 的了值随时间的变化

(图中曲线旁为数字表示。一面)

。二
卜一么

图 3 各d一上Tl 的S值随时间的变化

(说明同图2)
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圈 4 各卜面上犷的否镇随时间的变化

气 (说明同即2)

图 5 各口

项上止的 夕值随时间的变化
(图中各线自下而上(末端)分别为通

,
8

,
1 3

,
1 4

,
1 5

)

岭产
心
.
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O
一
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忱UJ份

。
·

0 0 2 2 5
0

·

0
0

0

.

0 0 3 7
5

0

。

0
0 4

O

。

0 05

O

。

0 0 2

“
/认

、

冬
,

..

;

‘、、l

以
.
\
:一了

l
..

l

J.�l、k

0

.

0 0 1

抽介 ,’...

0。 0 1 3 5 3

l

/

老林
、_ 二 ,:. 二

口 毋

二二口 .

.

56吕了.1.11妞1314巧

叼 6 18 30 42 54

0
.
00 0乡we - 叼分ee - 叶尸一,

二

翰一一, t (h )

亩咭厂扩亩木
扣 t(h ) “ 上己 “乙 ”。 ”u 工l 生

图 6 U 的 夕值随时间的变率在时一空剖面上的 图 7 k~ 4,

8

,

15 的『面的

分布(线旁数字是变率的最大值
,

单位
:
五
一 ,

)
U 的否值随时间的变化曲线

T
尹

的对称差较差
,

犷和亡的反对称性较差
。

这说明非对称地形对大气 运动对称性的影响

越靠近地面越大
。

4

.

2

.

2 以 U 为代表
,

算出其 习随时间的变率的最大值在时空剖面上的分 布 (巴 6 )
。

从图中可以看出
,

变率最大值最初在低层
,

以后逐渐出现在高层
。

这说明非对称地形对

大气运动对称性的影响是从低层向高层传播的
。

还算出了k 二 4
,

8
,

15 的a 一面的U 的习值随时间的变化曲线(图 7 )
。

可以看出
,

在
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图 9 用 1979年1月15日22时(世界时 )的
‘

对称初值
’

(除笋
, ,

P
,

外)计算

的用实际地形和用
“

对称地形
”
的4 8小时的。h P a 温度预报的差

积分的初始阶段
,

低层的习 值的变化很大
,

以后有振动
,

但趋势是减小的 , 而在中
、

商

层则相反
,

起初变化较小
,

以后呈振动状态
,

但趋势是越来越大
。

这些情况也说明非对



气
·

象 学 播
51卷

.
称地形的影响是随时间从下向上传播的

,

和前面分析的一致
。

4

.

2

.

3 算出本咧24小 寸和 18小时SO0hP
a的温度和用同时间

“对称地形
”
( 指用北半 球 实

f
际地形对称开拓到南半球的地形)得到的相应的温度的差(图 8 和 9 )

。

从图 8 可以看出
,

二者的差值呈反对称分布
,

并成对出现
,

如格陵兰岛和南极洲附近的南大西洋地区等
。

其中温度差别最大的地区在西藏高原
,

有 一
11 ℃的负中心

。

在图 9 上
,

4 8 小时温度差仍然呈反对称分布并成对出现
,

但差值中心和图 8 相比
,

一

大多向东移动了约10 个经度
。

差值之所以呈反对称分布
,

看来和在
“

对称地形
”

中未考虑或未正确考虑实际地形的

反对称成份
,

而实际地形的反对称成分的数量又和其对称成分相当有关
。

这也说明了在

作半球预报时如采用
“

对称地形
”

可能带来的误差
。

从图 8 和图 9 还可以看出
,

这种误差

是不可忽视的
,

至少在高地地区
,

如青藏高原
,

格陵兰和南极大陆是如此
。

.

5 结束语

本文从理论和数值试验证明了
‘

对称运动的不变性
’ 。

利用这个性质可以对模式进行

合理性分析
,

作为检验模式设计
、

算法和软件的一种方法
。

比如
,

根据S 值可以估计总

体上是否有误 (如偏离理想值较远等)
;根据个别地区某些气象要素或谱系数的对称性可

以估计有关算法或软件是否有误等
。

当然
,

这种方法不是万灵的
,

不可能靠它检查出所有
‘

的错误
。

而且
,

使用这种方法还有一定的限制
,

如绝热无耗散
、

对称初值(包括对称地形)

等等
。

这是其一个缺点
。

不过
,

和其他分析方法相比
,

这些限制就显得很松了
。

还有
,

它毕竟只是个定性的方法
,

只能说明什么地方可能有错
,

不能说明错到
.
什么程度

,

这是

使用时应当注意的
。

还应提出
,

对称运动等的性质还不仅是
‘

对称运动的术变性
’ ,

其他的性质
,

如对称
、

运动和反对称运动动能之间的相互转换等
〔吕’ ,

也是可以用来检验模式设计的合理性的
,

这里我们就不讨论 了
。

‘
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