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确定 Fo
ur le r 展开式最佳截断项数的探讨

’

修艾军 廖洞贤

(国家气象局国家气象中心 )

提 要

本文用理论估计及数值实验两种方法研究了有限调和分析中考滤资料误差情况下如何 确

定 F o ur 记r展开式最佳截断项数的问题
。

理论估计表明最佳截断项数与物理量本身的变 化 及

资料的误差有关
。

数值实验的结果证实了这一点
。

一
、

引 言

如今 Fo ur ie r
级数在气象上得到广泛的应用

。

然而在实际中能得到的是函数在有限

个点上的值
,

因此只能对这些离散值做有限调和分析
。

由于计算条件的限制以及出 于 物

理上的考虑
,

使得人们往往不是取最大可能的项数进行计算而是截取展开式的 前
n
项作

近似
。

加之所得到的资料中不可避免地包含有误差
,

因而使得我们在实际中所能得 到 的

F o u r ie r
展开式的值中包含有各种误差 (见图 1 )

,

由此引出以下几个问题
:

1
.

对于不包括误差的真实场
,

用带有误差的资料作谱展开
,

其截断项数
。
为最 佳 的

客观标准是什么 ?

以离散场代替连

续场产生的误差

{
匿到

羊
!

i

资料的误差

用实际资料计算的只截取前
. 项的

有限 F o “ ri 即展开式的误差

图 1 误差的来源

2. ,
是不是越大越好 ? 怎样才能在保证精度的前提下尽可能地减少工作量 ?

3
.

资料误差在展开式中起什么作用 ? 它们是怎样影响最佳截断项数的 ?

对第二个问题
,

华罗庚
、

王元〔”提出并不是截取的项数越多越好
,
但他们没有对此

作定量分析
。

马淑芬〔”曾利用有次序的取冒险函数极小的方法解决上述三个问题
,

得 到

了许多有意义的结果
,

但文章中确定最佳截断项数的方法不够直观
,

从中无法得知资料误

差所起的作用
。

今天谱方法(其中必须进行有限调和分析)的广泛应用使得上述问题越来越显示出它

本文于 19 5 8 年 1 月 2 5 日收到
。
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们的重要性
。

Si m m o ns 〔’1
曾用 E C M W F 的谱模式做过实验

,

从其文中图 12 可以 看 到 有

时候截取项数多的效果反而比截取项数少的要差
。

M an ab
。
等人 [’1 用 G F D L 的谱模式研

究了谱截断对气候模拟的影响
。

虽然总的说来分辨率越高模拟效果越好
,

但也有许 多例

外
,

如对海平面气压而言
,

截断项数少可使副高的位置与实际更接近
,

使副极地低压 带 得

以保留
。

本文就是试图从最简单的一维
、

二维 F o ur ier 展开式入手解决上述三个间题
。

二
、

理论估计式

1
。

一维的情形

考虑一维物理量 F (劝
,

由观测得到它在 N (一 2 记 十 l) 个点上的值为 fo
。

(二
、

)
,

(k 一

0 , 1 ,

其中

⋯
,

N 一 1 )
, x * =

2 汀 k ,

而在这些点上该物理量的真值为F
; ,

并且 F
、一 f

。。

(二
*

) + E
; ,

E
;

为误差
。

设实函数 F (习的周期为 2 , ,

满足狄里希利条件
,

则它可以展成 F o ur ier
级数

:

F (二 )二 A 。+ 艺 (A
o e o s m 二 + B 二 sin 饥二 ) (1)

其中

{
‘

。

一

六卫
二

二〔· )面

{
A 。 一

汀{
,

, (二)。。s , 二d 二

l
。。 一

去f{
二

, (二)s in , 二d 二

(2 )

利用有限个离散值 F 、

(k 一 O , 1 ,

⋯
,

N 一 1 ,

N 一 2 记 + 1) 可以近似地把 F (劝 展成有限

Fo u r ie r 级数
:

F (劣 ) = a 。

+ 艺 (a 。 e o s m 二 + b 。 sin m 二) (3 )

其中由最小二乘法原理
,

(3) 式中的系数应取成

F一E�

2
a ” = 万

2
b . = 戈不

洲

E 尸、C o s
2 汀 k m

N
( 4 )

2 汀 k m

N

�
‘
.

!1
.

, 1
!1l
‘

由上式可以看出
,

b
。 ,

总等于零
,

故只须算
n ‘十 1 个

a 袱包括
a 。)

, n ‘一 1 个 b。

如只截取 ( 3) 式的前
n
项

,

则

歹
,

( 二 ) 二 a 。

+ 艺 ( a
。 e o sm x + bo s i n , 二 ) ( 5 )

而系数仍由 ( 4) 式确定
,

只有这样才能保证使 [ F
*
一F

。

( 二
*
) 〕

“

达最小〔”
。

由于在实际工作中只能得到 f
。。

( 二
、

)
,

所以利用 f
。、

( x
、

) 得到带 有 误 差 的 F (幻 的

F o u r i e r 展开式
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户(二 )二 a 。+ 万 [ a
, 。0 5 , 二 + 万

, s in二 二〕 (6 )

由 f
。。

(劣
*

) = 户
。
一刃

。

又有

户(二) 二 a 。

一 , 。+ 万 [ (。
。 一 , , ,

)e o s , 二 + (,
。 一 。: 。

), in 。二〕二夕(二)一云(二 ) (7 )

其中 面(二 ) = 。。+ 名 (
e j。c o s , 二 + 。: 。 s in , 二) (8 )

2
“, , 二元

2
巴 , “ = 万

2 汀k饥
c o s
了不一

2 介 k m
sl n 万 一

毒孟EE名�柯艺

.r.

we!
卫、‘

1se
..L

如 只截取 ( 6 )式的前
n
项

,

则

户
。

( 二 )一 a
。

+ E [ a
。 e o s , 二 + 若

。 si n 。劣卜歹
。

( 二 ) 一云
,

( 二 )

( 9 )

( 1 0 )

同样 ( 1 0) 式中的系数仍由( 4 )及 ( 9) 式确定
。

设 a , 一 E 〔F
‘
一户

,

( 二
:
)〕

“ F
:

为真值
。
。 ,
表用实际资料计算的只截取前

、
项的

忍. 0

有限 F o ur ie r
展开式在所有格点上误差平方和

。

如果没有资料误差并且展 开 式 取 满
n 产

项
,

那么 a :

为零
。

因此 a ,

与 玲 及资料误差有关
。

由( 1 0) 式可以推出

a
: = 名 {〔尸

‘一矛
。

( , ‘
) 〕

’+ z〔F
‘一户

。

(二 : )〕
·

矛
,

(二 ‘) + 〔矛
。

( 二‘) 3’} ( 1 1 )

利用离散情况下的三角函数正交关系式有
:

艺 〔F
‘一 歹

,

( 二
:
)〕

·

了
,

( 二
‘
) = o

蕙
〔‘

·

(一 ,〕
2
一 N

·
, +

誓愚 ( 。荃。+ e
里
。
) ( 1 2 )

由 Ca uc h y 不等 式
(郭叮

(

郭
·

客“
有

蓉
〔‘

·

‘一 ,〕
2
一 * ·: +

譬鑫〔(蚤
军共

‘ _ 2 兀k \
2

态 省‘c o s饥二歹
一

夕
十

(鱼甲N 绝州
刀 。 si n 仍

、*
·; +
譬

·

益鑫{翼
E :

·

〔葱(
CO S Z

二

镖
+ 51

一旱)〕}
二 N 端+ 2 儿N a 丢
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其中 。; 一
I

J

奋g _
二二 )

.

君
八属

蕊为资料误差之方差
。

如资料误差是随机的则
, 。一 0 ,

此时

名 [矛
二

(二
:

)〕
’
成 2 ” N a 丢 (13 )

根据文献 [ 1〕9 8 中的定理
,

设 尸 (劝在〔一二
, 二〕中有二阶连续微商

,

F
“

(对 亦有周期

2 二 ,

且 }F
“

(幻 !簇M
,

则

.二 (二)一、
二

(二 ) ,、 2
一

M份
+

劲

a
l

、二

{
4 、

2

(豪
+

斋)
’

+ 2一;

}

(14 )

因此从 (1 1) 式有

(1 5 )

上式即为 al 的定性估计式
。

其中不等号右边第一项表示只截取煎
”
项所造成 的 误

差平方和
,

第二项表示资料误差展开式截取前
。
项后的平方和

。

第一项与截断项数
n
成

反比
,

而第二项与
、
成正比

,

因而必存在一个最佳截断项数
二 。 ,

使 。 ;
达到最小

。

从 (1 5)

式可看出
n 。 ,

与表示函数本身变化的量M和总的点数或分辨率成正比
,

与资料误差的方

差成反比
。

物理量值的波动起伏变化越大
,

分辨率越高
,

越要截取更多的波逼近它
。

同时
,

当资料的精确度较低时截取过多的项数只会把更多的资料误差当作合理的成 分 考 虑 进

去
,

使展开式的精度下降
。

所以不能以为靠截取更多项数的办法可以提高展开式的精度
,

这样做只会适得其反
。

这与文献[ 2 〕利用统计方法得出的结论是一致的
。

如果资料误差包括系统误差和随机误差
,

即
e 。并 0 ,

这时
a l

、二

{
‘M

Z

份
+

劲
’

+ ·
: + 2一 :

} (1 6 )

此时前述定性结果不变
。

再利用正交关系式
.

(1 1) 式右端第一项可以写成

云 〔F
‘一矛

,

(x ‘
)〕

’

一 艺 川 一 Z N [
a +

香鑫
(· ; + ”: )

」
+ ,

[
·‘+

合磨
‘·“+ “粼,

」
F卜 N

「
· : +

合鑫
‘·“+ ““,

」
)有

:

一艺�一一

由离散形式的巴什瓦定理 (附录 1

艺 科 -
二

「
· : +

合鑫
( ·“+ ““,

」

万 〔F
‘一 厂

,

( 二
‘
) 〕

’
一

晋
。

氨
:

‘·“+ ““’
(江7 )

假设资料误差是随机的
,

由( 1 2) 式有
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艺
,

〔矛
,

(‘
:

)
’

之二 0

万 书
J 工

一 石 名山
‘ m = . + 土

N 甚从
一下

.

Z J (￡
‘ ,

不药

圣
. + 。

全
。
)

(。粼、。; ) +

誓艺 (
。
圣
。 + e

里
、
) (1 8 )

上式等号右边第一项随
、
的增大而减小

,

第二项随
n 的增大而增大

,

这与前述定性结

果一致
。

由(1 5) 式就可以对给定的函数值及误差值定量地计算出不同 n(
n 毛 。 / ) 时的 叭

值
,

并根据其最小值确定出最佳截断项数
。

如采用复数形式的 Fo u ri o r
展开式亦有类似的结果 (证明见附录 2 )

:

a
:
= N 艺 }云

。
}
“+ N 名 }‘

。

(1 9 )

其中 殊 和 云二。 分别为物理量和误差的展开系数
。

2
.

二维的情形

考虑二维实函数 尸 (x , y )
,

它可以展成二维 Fo
ur ie r 级数

F (二
,
y) = 艺 艺

e , 。 e““
+ , ” (2 0)

·: 。

长厄畏尹了:
‘

丁:
“

F ‘一 , ,一 ““
+

” ’
“‘,

(2 1)

但在实际中只能得到函数在有限个点上的离散值
。

设在 二 , y 方向上各有 L
,

万个格

点
,
F (x , y )在这些点上的值为 f

, *

y )展成有限 F o u r ie r
级数

一 O , 1 ,

⋯
, L 一 1

一 O
,

l, 一
,

M 一 1)
,

‘“用它fl’“可以近似地 把 尸 (! ,
,J
k/了.、、

、

乙~ l 皿一 1

f(二
,
y)二 艺 艺 云: 。e “‘’ 十 价 , ’

(2 2)
l= 0 跳 二 0

乙一 1 盆一 1

云‘。 一

扁戴恿了
, 。‘

: , : 二

(号
+

等 )
(2 3 )

,

如在 ‘ , 方向分别截取 工
,

厕 项
,

工成 L
,

丽镇M
,

则

f (‘
,

, ) = 艺 万 。‘。 e “ ‘二 + 。 , )
(2 4)

、

乙二 o m 二 0

云: 。
仍由(2 3 )式决定

。

然而实际得到的值只是 f0
。 ,

f 一 f
。。十 E

,
E 为误差

。

若在展开式中
二 , y 方向分别截

取 L ,

M 项则在实际资料进行的 F o u r ier
展开式为

了(二
,

,
卜艺艺

: : 。。‘(‘

一
, 一 j(二

,
,
卜、(x ,

, ) (2 5)

l 二 0 价 二 0

L ~ !万 . 1

E (二
,
y) = 艺 艺 云‘ : , e “‘名 + “ , ’

(26 )
王二 o m 二 0

其中

(2 7)
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云

一瑞戴薰
二 , 、。

一 (号
十

等 )
(2 8 )

定义

L 一 1 对一 1

a ,

一艺 艺 [ f
, 、一了

苗、〕
,

(2 9)
J 二 o k = 0

由(2 5 )有

L 一 1 盆 ~ 1

。
,
= 艺 艺 任f

J * 一了
,

、
〕

2

+ 2〔f
, ; 一了

: 、
〕

.

云
万

{
+ 豆

‘
: }

万 = 0 几 = 0

利用正交关系式有

万 艺 [f
苗 、一 f

、 ;

〕
,

事二 0 七二 0

石一 l 万 一 盆 L 一 l 万 ~ 1

= 万 艺 厂
、一 L M艺 艺 }己

。

}
么

J 二 0 为二 0
l 二 o m = 0

利用巴什瓦定理

L 一 1 万 ~ 1 L 一 l 万 一 1 L ~ i 卫 一 1

名 艺 〔f
、、一 f

, *
〕

,

= L M艺 艺 ]石
‘。

!
’

一 L 万 艺 艺 l云
止。

]
’

J = o k 二 0
l 二 O 对 = O 之二 o m 二 0

同时

工一飞 百一 生

名 艺 (f
, 。一了

J 。
)

·

万
滋。 = o

J 二 0 介= O

且

L 一 1 万一 l L 一 1 」甘一 1

艺 艺 砂
、一 L M 万 艺 }云。

。

}
’

曰山 .
矛 = 0 几巴 O 王二 O m = 0

。
;
一

娜嗜薰
’

L 一l形 一 1 L ~ 1 对一 l

云: ,

1
’

一 艺 艺 1云
‘。

}
’+ 艺 名 1云

二 : 二

1
2

(3 0 )
‘. 0 价 二 0

,

一————
~ , ~

————
.

一
J

止告 D 价 二 0

、- 一一- 、尸- ~ 一 之

A B

上式 A 项随 L ,

M 的增大而减小
, B 项随 L ,

M 的增大而增大
,

因而必存在最佳的Z
,

M 使 a ,

达最小
,

这与一维的情况是类似的
。

由 (3 。)芝式可对给定的函数值和误差值定量

地计算出不同 L ,

卫(L 成 L
,

M镇万 )时的 a ;

值
,

并在 a ,

达最小的条件下定出最 佳 截断

项数
。

三
、

数 值 实 验 结 果

1
.

用理想函数作的实验

取一形式如下的理想函数
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。、 劣 <音
二

音
二、 劣 <号

6一910一912一916一9

一

11111

f(二) =

。。。+ 。。s in

(普
二

)
5 5。+ 3。5 1·

〔
。

(一备
·

)〕
5 5 。+ 5。 51·

〔普(一号
·

习
5 : 。+ 3。 51·

!
。

(一瞥
·

)」
“5 。+ 5 ”S‘n

「号(
X 一

警
二

)〕
5 5 。十 3。 S*·

〔
。

(一誓
·

)〕

二、 二 <警
“

二 、 二 <警
二

二 、 : < 誓
二

万 落 劣 ( 2 万

I!I.
.

se
L

f ( x )

))) /
_

\\\)
.

八八

丁 ( x )

6 10

图 2 用理想函数时截取不同项数的拟合情况

(a
粗实线代表真值

,

虚线代表
。
取 12 ;

b 粗实线代表真值
,

虚线代表
。
取 35

,

点划线代表
。
取 8)

了(劝的变化曲线可见图 2 中的粗实线
。

把该函数离散化后
,

取 72 个点上的值作为真值
,

在其上迭加随机误差 (为 s T Y R 程序库中子程序 G G N M L 产生的(o ,

1) 正态分布的随机
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数 )以得到带有误差的
“

实测 ,’$ 料
。

定义 。 一

了飘
,

由此计算出
二
从 , 到 。。项时所对

队
/

~
’
V 少, ’. J

一

口 ~ ~ ~ ~ ~ 洲
‘. ’ 。

~ ~
一

r 夕
一 且 ’

一
一 “ r ’

~ ~ ~
’ - 一

‘

一 ~ ~ ‘ ’

“
‘

”

应的不 同 a 值
,

根据 。 的极小值 。‘
。

定出最佳截断项数 、
, 。

当 。 ,

取 4
.

0 时
,

由计算知

。二 ;。

为 2
.

4 , 。 。,

为 1 2
。

参见图 Z a , 、 取 , 2 项时展开式的徽与真值俞拟合较好
,

而当 。 取

8 (a : 二 7
.

9) 或 , 取 肠 (几。二 4
.

幻时(图 Z b ), 拟合得就差一些
,

商且违会有件多虚假的小

波动
。

因此截取过多或过少的项都是有害的
,

廷与定性结论一致
。

但由于实际气象资料

的光滑程度远不及理想函数
,

所以我幻还是着重于用实际资料进行实验
。

2
.

用实际斑料作的实验

用美国气象局发布的 0
O

N
,

15
“

N
,

3i0
O

N
,

45
O

N
,

时
。

N
,

75
“

N上的等压面高度和温度格

点资料
,

每个纬圈上等距离分布着 72 个格点
。

此时万 = 72
, 记二 36

。

虽然高度
、

温度的真

值是无法得到的
,

但可以认为所选取的格点资料代表了某种天气形势下真实的高度
、

温度

分布
,

而把迭加上误差值所得的高度
、

温度看作是带有误差的实际资料
。

把高度及温度投
各个纬圈展开

,

取 。一

了甄
,

由此计算出不同纬度
、

不同资料误差情况下
。
从 1 到 3 6 项

曰 ’ ‘ .‘

~
产

片
产

”甲
’ 一

尸 N
一 二 7

~
护 “ r ’ 产

.

一 ”
一

‘ 一 ’一

~
、

”
’

刁

~
‘

, ’ 份、

一
“ 毋 “ “

’

v
’ - 一

‘

一
‘、

时不同的 a 值
,

并根据 a 的最小值 几
in
定出最佳截断项数1

。 。 , 。

其中 a 表用实际资料计

算的只截取前
n
项的有限 Fo

ur ier 展开式在格点上的均方误差
。

资料误差也用 S T Y R 库

中子程序 G G N M L 产生的 (o ,

l) 正态分布的随机数
。

在以下的结果中高度的单位均为

d a g p m
,

温度的单位均为℃
,

时间均为世界时
。

表 1 为用冬季形势 (1 9 8 3年 12 月 1 日 12 时 )下的高度和温度场进行计算的结果
。

可

以看出a 。 * 。

< 。二 ,

这说明把实际资料作 F o
ur ier 展开并截取前

n 。,

项
,

可以使各个点上的误

差有所减少
,

从 a 二

取不同值所作的实验 (见表 2) 中亦可看到这一点
,

这就是最优化的优点

表 1 不同位势高度及SO0h 尸 a

温度的 a 二。。

和铭。 ,

(a 二 = 1
.

0)
表 2 不同 a 二

时的 a 。。。

及” 。 ,

\

价兰陌
\
甲

, ‘

物理\

量

N ll 5
O

N 13 0
O

N 14 5
O

N 16 0
0

N !7 5
“

N

八0.n1
1”U�吕‘n�一b一n�月‘, .工tl山一七一门了�Utol八Ilt子工n,自一n�.0

弓‘10曰t
.
1一心口

R�公一厅‘一20 8100曰110一n�,曰7 0 0 hP a

高度

5 0 0h P a

高度

沙州
.

踢 。 ,

1 0 0h 尸 a

高度
口 , ‘.

” o ,

�

111 5
o

NNN 4 5
O

NNN 7 5
0

NNN 1 5
“

NNN 4 5
。

·

⋯⋯
7 5

“

叮叮

000
.

555 口 m ‘...
2

全
’

444 0
。

444 0
。

333 。
·

444

峨峨
0

.

444

而而而 。 ,,,

邢邢 888 2 ZZZZZ 1 222

111
。

000 叮口 ‘...
0

。

777 0. 777 0
.

弓弓 0
.

777 0
。

777 9
·

〔〔
””” 一 ,,

1 222 2 222 888 1222 浇浇 777

222
。

序序 口一
””

孟
‘

”” 1

;
·

‘‘ 9
·

999

二
’

。。 l

;
’

””

孚
’

‘‘

””” o 夕夕夕夕 777777777

孟孟
‘

555 2
。

44444444444

11111 44444444444

n�n‘

心几

..
口
毛
.
.
吸
二
飞t

丹‘
.

n内朽l5 0 0 h尸 a

温度

所在
。

从表中还可以看到由于 1的 h P a 上高度场以长波及超长波为主(即 M 较小 )
,

因此

较之 50 0 hPa
,

7的
,

分九
,

1的 h P a高度展开的
。 。 ,

要小一些
,

这与定性结果一致
,

但这在 。
。

N

处不太明显
。

比较 50 0 h Pa
高度和温度的

n 。 , ,

由于 50 0 h P a
等压面上温度场与高度场配

合得较好
,

即它们波动起伏的大小和波数较一致
,

因此在 50 0 hPa
上高度

、

温度场展开的
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。 。 ,

几乎相同
,

尤其在中纬度更是如此
。

表 2 列举了用冬季形势(1 9名3 年 12 月 1 日 12 时 )下的 5 00 h P a 位势高度和温度场进

行计算的结果
。

可以看出
,

无论高库还是温度
, 。 ,

越大
, n 。 ,

就越小
,

这与定性结论一致
。

同时
,

亦可以中看出高度与温度展开的、
,

比较接近
。

从图 3 可以看出不同纬度上 。
随项数的变化

。

由于在中纬度
,

高度场的波动起伏变

化炸较大
,

即M较大
,

因此就要取更多的项数才能使“达最小(亦可参见表 1 及表 幻
。

由理

论估计式 (1 5 )
,

不等号右边第一项与
“

.

的平方成反比
,

第二项与
” 的一次方成正比

, 因此
n
较小时的误差比

n
较大时的误差要大

,

这一点在图 3 以及图 4 一6 中都可以看到
。

让我们再来看看不同季节“随项数的变化(图 4 )
。

虽说中纬度地区冬
、

夏两季波数几

乎相同
,

但冬季波动的振幅显然比夏季大
,

因此图 4 中的曲线 (1) 比之 (2 )先达到最佳项

数
,

两条曲线只有达到一定的项数后才比较接近
。

图 5 表示的是在资料误差不同时 。 随项数的变化
。

由图可见巴a
,

对 a 的影响是很大
-

的
。

当 a 二

较小时
,

截断项数达到一定值后 a 增加得很慢
,

即项数对 a 的影响已不太大
。

而 当 。,

较大时
, a 只在项数取某一范围的值如 10 一20 时变化较小

,

当项数取到一定的值

后 。 的增长较快
,

此时如截取更多的项只会使误差进一步加大
。

o
! ( 2 )

( 3 八

、
( l )

“、

、电,.U-, -

( 2 )

)
, ----.---,----.-,

10 20 30 4 0 n 10 2 0 30 40
10 20 30 4 0 n

图 3 口 二 = 1
.

0 时不同纬度

上 a 随项数的变化
((1) 1 5

O
N

,

(2 ) 4 5
“

N
,

(3 ) 7 5
O
N

1 9 8 2 年 1 月 2 日 1 2 时 )

图 4 不同季节 a 随项数的

变化(4 5
O

N )

((1 ) 夏季
,
1 9 5 3

.

7
.

2
.

1 2 时 5 0 0

hP a高度 , (2 ) 冬季
,
1 9 8 2

.

1
.

2
.

12 时 5 00 h P a
高度)

图 5 在 4 5o N 处对不同资料误

差计算的 a 随项数的变化

((1 ) a 二
= 2

.

0
,

(2 ) a 二 = 4
.

0 , 1 98 3 年
7 月 2 日 1 2 时

,
5 00 h P a

高度)

图 6 给出了同一时次;(19 83 年 12 月 1 日 12 时)不同等压面上的 。 随项数的变化
。

当项数较小时各等压面上的 a 差别较大
,

但当项数大于一定的值后各等压面上的 a 值相

差就不大了
。

这是因为当
。 取值较大时

,

影响 a 的主要是资料误差引起的项 2 o a 县 (见

(1 5) 式 )
,

而此处 。,

相同
。

这也从另一个侧面说明了资料误差对展开式的误差是何等重

要
。

图
’

7
健州冬季形势下 (1 叩“年 ‘月 2 日绍 时 )4 5

O

N 处 5。。h P a高度值计算的
。 取不
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同值时 F o
ur ie r

展开式的值与真值的拟合情况
。

如图所

示
,

截取 35 项及 8 项的效果都不及截取 12 项的效果好
。

尤其是截取 35 项时
,

不仅计算量很大而且随机误 差 的

影响相当大
,

计算出来的曲线上有许多虚假的小波动
,

这

在数值预报中是有害的
。

因此
,

在资料误差较大时截取

项数太多势必会事倍功半
。

当然在资料误差不太大的情

况下项数取得多比取得少对计算结果的危害要小一些
,

这一点从估计式(1 5) 及所给的图表中可以看到
。

四
、

结论和建议

本文围绕着引言中提出的三个问题进行了一些尝试

性的工作
,

得出以下结论
:

1
.

应用最小二乘法的原理和方法把用实际资料计

位势高度

图 6 a 二 = 2
.

。时不同高度
上 a 的变化

((i ) 7 0 0h p a ,

(2 ) 5 0 0 h p a ,

(3 ) 1 0 0 hp a )

“7。

卜
5 6 0

}l广‘气
、

5 5。

}丫 \
“‘”

!
, ’0

}
5 2 0

}
5 10 ‘. ~ se ~

.

- . . . l

se

丫 、 l,’

9 0
O

E 18 0
O
E 90

O

W 经度

位势高度

70605040305
1匕�勺5
.匀

5 2 0

5 葺0

图 7 a 二 一 4
.

0 时截断项数 , 不同时展开式的值与真值的比较
(a 粗实线表真值

,

虚线表
。 取 。 。 ,

二 12 项时的值
,

b 粗实线表真值
,

虚线表
” 取 8 项

,

点划线表
, 取 35 项 )
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算的
、

只截取前
。
项的有限 F o u ri er 展开式的均方课差达最小作为确定最佳截断项数

。 。 ,

的客观标准
。

2
.

如资料本身不含有误差
,

只要计算条件允许
,

在最大可能的项数范围内截取项数

越多效果越好
。

但在资料含有误差时只有当
“
取

。 。,

时才能达到最佳效果即使 a < “二 。

若一味增加截断项数
,

势必会事倍功半
。

从(菜5) 式可以看到
,

、
,

与函数本身的变化有关

系
,

物理量的波动起伏越大就要取更多的波来逼近它
。

3
.

资料误差对展开式的值影响是很大的
,

尤其最裁取项数越多
,

展开式中包含的资

料误差就越多
,

精度就越低
。

因此
。 。,

与资料误差也有关系
。

资料误差的均方差越大
, “ 。 ;

就越小
。

4
.

通过对某些夭气形势下高度
、

温度场的数值实验
,

分别从纬度变化
、

季节变化
、

不

同等压面高度
、

不同物理量
、

不同资料误差等几个角度讨论了 。随项数的变化
,

得到与定

性结果一致的结论
,

并为实际应用提供了参考
。

上面的讨论和计算结果都是初步的
。

其中误差考虑得很简单
,

也没有给出 护 关于
。

的函数表达式
;
而且

,

只考虑了等压面位势高度和温度沿纬圈作 Fo ur ier 展开时取最佳截

断项数的问题
,

没有涉及其他气象要素和多维的情况
,

也没有涉及预报问题
。

我们的目的
,

只是想从理论和计算上证明
,

在资料有误差的情况下
,

的确存在谱展开的最佳截断项数
。

显然
,

在这样简单情况下得到的计算结果不能推广到一般的情况
,

如预报的情况
。

这是不

可不注意的
。

比如
,

上面计算时所取的分辨率比较低
,

得到的较大
。 。 ,

只约为 20
,

远比国

外一些业务预报中心
,

如 EC Mw F 的 6 31 ) ,

为小
。

其实
,

这个例子并不难理解
。

我们知道
,

在 19 8 3 年
,
EC Mw F 预报中所取的经

、

纬度

网格距为 1
.

8 7 5
“ ,

线圈网格点数为 19 2 ,

在均方误差最小的情况
,

最大可取波数为 9 6 ;
这

样
,

计算所取波数只约为最大可取波数的 2 / 3
。

在本文的计算中
,

N 二 72
,

最大可取波数

为 36
,

计算所取波数
,

即
。 。 , ,

为 10 一 20
,

即约为最大可取波数的 1邝一2 / 3
。

这说明二者

有一定的差别
,

但差别还不是太悬殊的
。

我们认为
,

造成这样的差别可能有如下原因
:

1
.

E C Mw F等取波数不仅是针对位势高度和温度等比较光滑的场
,

也针对分布比较

零散或比较不太连续的地面拔海高度和水汽混合比等场
,

而为了计算的方便
,

又必须使各

展开的对象的最大波数相等
,

这就是其取高分辨和高波数的一个原因
;
而如果只在纬圈展

开位势高度和温度
,

如果又不作预报的话
,

波数看来是可以小些的
。

另一方面
,

由于用资

料的方便
,

我们取的网格距较粗
。

如果我们也取和 E CMw F 同样的网格距的话
, “ 。 ,

可能

达到 50 左右
;
这样

,

其与 E C Mw F 所取韵就相差不多了
。

2
.

由于客观分析和预根的需要
,

一般娜作二维或更高雄的谱展开
,

又因有非线性项

的存在
,

情形忱我们讨论的票复杂得多
,

最佳截断硕数的决定可能和一维的情形很不相

同
。

3
.

在模式中有非绝热加热翻耗散存在
,

因它们在很大程度上和尺度桂小的系统有

关
,

要想把它们的作用估计好
,

有必要提高分辨率
,

因而
,

最佳裁断项数也增加了
。

所以
,

对于二维以上或孩报的情况
,

还须要作专门的研究和试验
。

不过
,

我们推测
,

在

, ’

指 1 5 5 5 年的情况
。
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这样的情况下
,

仍然有小于最大可取波数的最佳的
。 。 ,

存在
;
实际上

,

砚M w F 和国外一

些用谱模式作预报的中心对截断波数的取法
,

一般比最大可取波数小
,

就可以间接说明这

一点
。

附

1
.

离散形式的巴什瓦定理

由 万 = 2 儿‘

+ 1 及文献〔8〕p l5 3 上的公式
/ 1

,

好
,

吸— 州~ ) .

\ 2 二井

5 1。

(
。 +

韵
‘

t
s , n

万

便有

司
、

「
·。+

合办
·众十“

韶
二兰

N 总 F ‘户
’‘

L

.

、

2 汀 m ]
e 。、、。一 7厂

一

面一」

二里
刀
艺 F 爹份小是蕙茗

“凡

.

/
, .

1 \
, , . 、

2 万机
s ln 又玛 十万夕气‘一夕少

~

一石不一
\ ‘ / 二 V

�艺�N-1

矛 = 0 2 s i n ( l一 J)登
刀 一 l N 一 I N 一 1

艺 艺 F 、

凡
该 = 0 之二 O

si n ( l一 j) m 才
_ . , , . 、 汀爪
2 5 一n L乙一 J 少一下犷-

二 V

一N+= 艺 F 二
巨二 0

J 子止

刀 一 1

~ 艺 F
Z ,

司
N 一 1

艺 F 圣-
J 留 0

N

「
·。+

合勿
·“十“

上式即为离散形式的巴什瓦定理
。

H
.

复数形式石
o
ur ier 展开式的 a 长的表达式

沿用文章中的符号便有

F ( x ) 二 艺
e o e ‘” ’

成 二 . . 二旧

。。一

六丁{
二

F ‘劣’。
一 ‘

” d ‘

尸 ( x )“

_ 1
己 , = 了

万 。。。 ‘二
二

艺 f ‘e
一‘召 “ ‘ 几 / 扮

k 二 0

fJ
、. .

1r
...‘....L

n 一 1

歹
。

( x ) 一 艺 云。。‘”
‘

协 吕 0

户( x) 二 艺 氏
。·

~ 二户(的一云( 二)

{
刀一 1

豆(二 ) = 刃 外
。 e ‘“ ‘

、
一

蚤髯
, , 一‘·’

、 /N
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户
。

(x ) ~ 艺 艺。e ‘“ 二

伺样定义a L
二 艺 [ F

‘一户
,

(x ‘
)〕

’

a ,
二 艺 {〔尸

‘一户
。

(x ‘
)]

’

+ 2 [尸
‘一歹

,

(二
止
)〕

·

面
。

(x ‘
) + 〔万

,

(x ‘
)〕

’

}

利用指数函数正交关系式〔‘〕和对实函数有

户
,

(二
‘
)= 艺 云盖。

一‘““ , ‘/ N

吸
,则 艺 〔尸

‘一 厂
,

(x :

)〕
·

矛
,

(二
,
)二 o

,因此 a , = 名 {【F
‘一户

二

(二
‘
)了

,

+ 矛
,

(x ,

)
,

}

利用相对于指数函数的离散形式巴什瓦定理〔。〕有

名 [尸
: 一矛

。

(二
:
)〕

’
= 万 名 I云

二

I
’

由正交关系式有 艺 〔面
,

(二
‘
)〕

,
~ N 名 }几

。

]
2

。
:
二 N 万 l云

。

}
: + 万 艺 l云

E 二
1
’
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