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本文将柱坐标中正压无辐散大气的运动方程组作适当简化后
,

求出了螺旋行星波的非频

散椭圆余弦波解
,

并得到了波速公式及波参数间的一些诊断关系
。

这些关系绝大多数与观洲
事实相一致

,

故在大气中这种非绷散的椭圆余弦波可能是真实存在的
。

或者可作为真实的作线

性波动的第一近似
。

一
、

引 言

在 日常 � �� � � � 天气图上常可见槽脊线呈螺旋线的波动
,

即螺旋行星波
。

有时其波

形基本保持不变而有规律地传播
,

此时可近似将其看作为非线性螺旋行星波的非须散解
。

这种非颇散解即为非线性特征波动
〔‘�

。

对它的研究在理论上和预报实践上均 有 实 际 意

义
。

本文在对正压无辐散大气运动方程组的柱坐标形式做了适当简化后求出了该非线性

特征波动
,

得到了波速公式并对求得的解进行了讨论
。

取原点在北极的柱坐标�
, ,

��
, �

的涡度方程和连续方程可写为
�

数 学 模 式

指向低纬为正
,

�逆时针为正
,

则正压无 辐散大气
,
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为

� 方向风速分量
,

征实际大气中的球面效应
�

。 为 口方向风速分量
,
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,

了
。
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口梦为在 夕方向的扰动角速度
,

亡
‘

为扣除 了墓本气流涡度后的扰动涡度
,

则以
� �

卜方程组可

丰文于 � ��� 年 � 月 � 日收到
,

�� ! 勺� � 月 � 口收到修改稿
,
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�� 构成 闭合方程组
,

由于数学处理困难现将其简化
。
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, ,
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即部分忽略柱坐标曲率的影响
。

此外还假定 �口梦�《 �口 �和 �口
,

瓷
,
�》 �口才准扮�

,

一
�

外 ”
“ “尸 �� � 叩

”山�
, 小四甲

’书,

膨喇
。

扎
� ’

心
’以瓜

’“
“

’
�

’““ ’, � �“
�

口雪�� �
“‘ 口

�� �
’

即 � 方向扰动角速度远小于基本气流的角速度和扰动祸度平流的南北输送远大于东西输

送 、 对于一般西风带中的螺旋行星波这样假定与实际情形尚相差不远
,

但当波动振幅非

常大时则可能是不合适的
,

本文不讨论这种情况
。

此外
,

因基本量刃‘豹的切变已在 �� �中

最后一项括号中的前二项体现出来了
,

月
,

� 等又为外参数
,

故对 口
,

均取准常数近似
,
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肋 � 肠 � 肠 � , 矛 �

切变与 �随纬度的变化相当
。

三
、

螺旋行星波的非频散解

为求出 �� �一�� 的非频散解
,

令
�

亡
‘ 一 � �切�
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在此 �
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为螺旋行星波在 � 方向传播的角速度
。

记
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,
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口
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其中夕 一
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�刀
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,

此方程与文献「��中的方程形式相同
。

在此与文献〔��中处理方法不

同的是通过引人中间变量 切 直接将非线性偏微分方程组化为非线性常微分方程
。

这样求

非频散解的问题就归结 为求 ���� 的周期解的问题
。

下面首先讨论周期解存在的条件
。

令 。孚一 �
,

则���� 化为非线性常微分 方程组
�
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这是一个二维自治系统
,
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。

下面讨论平衡点周围相轨线的性质
。
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,
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,
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< 口李, ’

中依(14)若要Y
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O
。

若 刀刀> O 贝四y
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,

故(10) 亦无周期解(鑫见图 1)
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故可作出闭合相轨线
,

如图 2 所示
。

由此可得以下结论
,

仅当 刀, < 0 也即 刀(口一 C
。

) <
。

,

且 C
。
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。
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,
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。

_
_ 二

_
二 _

.
_ _ , 、 、 .

_

_

.
_ _

d 口
_
_ _

.
一

在求具体周期解时
,

注意到 Y = 二;导井后则须.儿门 、

~

「
节

’

玛习,

解
” J

”一心
‘

~

‘

d 甲
/只 八 ”

酬

在 (1 4) 式中对 , 积分
。

由于 (1刃 式中含 I
n
!冲十

口
,

! 项
,
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,

文献〔2〕中对该项直拙

进行了 T ay lor 展开
.
但 这 样做是要有条件的

,

下面求此条件
。

上面已知 刀> 。
,

刀< o 时 口
,

< 一冲;刀< O
, 冲> O 时 口

,

> 一刀
,

故为能进行 丁ay lor 展开

则必须对积分常数 C
。 加上一些限制

。

考虑 F (D
,

) 在 口
r
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万。 I
n
{2 。]一 c
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,
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,
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于是当万刀< 。时
,
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,

! < !川 成

立(此时方可对 ln !刀 于口
,

!做 T ay lor 展开 )
,

则 C 。须满足
:

刀, I n
l刀!< C

。
< 刀刀I

n
!刀}一 刀刀( l 一I

n Z ) ( 17 )
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;

。< ; :
2
< 一 2

·
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竺
)

’

万。(卜
, · 2 )

( 1 8 )

注意到上式对 端
2的上界的限制仅为保证 T

ayl or 展开能够进行
,

以便求得解析形式的近

似解
。

否则 T
aylor 展开的条件不满足

,

但由以上的分析可知周期解仍是存在的
,

只不过

此时 由于(14)式积分困难
,

解的解析形式难以求出
。

四
、

椭 圆 余 弦 波 解

1. 麟的形式

由以上讨论当 鱿
满足 (18 )式时有

1冬}
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冬
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乙
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。

由
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r 二 O 可解出

:
口

,

二刀
,

Q

,

二 O

( 19 )

。

则有 F (冲) = Z C 吉

F (0) 一 Z c 吉> 0
。

若 F (们> 。则 F (口
,

)
一 。有一个实根

,

此时不能保证解为有水
一刀z一3十

界周期函数
。

要使解为有界周期函数则要求 F (D
,

) 二 。有三个实根
,

即有 尹 (功< 0
,

亦即
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C 名
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,
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改 ‘ 。坝俩足
:

U

万, l。 l
, ! < 。。< 万。 1

。
I
, 一冬万

,

D
( 2 0 )

当(20)成立时三个实根 9
:,
口2

,

Q
:

分布如图 3 所示
。

<
o < 0

一
<
几 ,< Q ,

图 3

于是在 刀> O 时的解为
:

D
,

二 D
: + (口

:一 0
2
)

·

_
_

汀
,

/
万

,
n n

、
_

l

‘ , . 、1
.
下1 1

.
、舀‘ 1一

舀‘ 3 少
’

气
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一 、
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) )
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在 刀< O 时的解为
:

‘、.了O自,自了
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�
、、.万了
夕、、.‘/。

,

一。 1一 (。
:一 D Z)

。牡 ,

(

饥 In止二 + l口一 v ‘

7 0

其中
。矿( )为 Jac

o
bi 椭圆余弦函数

。

这样我们就求得了一支椭圆余弦波解
。

由于原问

题有周期解
,

现对方程作了近似后仍有周期解
,

故将这支椭圆余弦波解作为近似解是合理

的
。

2

.

波长和振粗

由 Ja cobi 椭圆函数的性质可知
,

O 方向的角波 长 O 为
:

。一

刹
一

命
(“3一 “:)

)

一‘

。一

钊
一

斋
(。3一囚)

一‘

K (
e ,

)

,

刀> 0 (23 )

K (eZ)
,

刀< 0 (2 4)

在此
。: 一

德孺
,

一僵孺 K(。 ) 一丁
d碑 _

.
_
.
_

~万二二= 二妥= 井共井井 ,
Iflj 振秘

丫 1 一 之‘ S l n
‘
弓

口 = 口1一

口2
。

3

。

波邃公式

当 户(。
r
) 一 。的三个实根 。:

,

。2
,

。。
求得后

,

令。:一 , 办
,

。2一 ( : 一 l )户
,

。:一 d户
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引进 万一冬
。

由图 : 可见0
2< o< 。:< !, { < }。

3
}

,

从而可得: 一 1< o< , < i、 {< !。I
。

口

现利用韦达定理 (方程的根
一

与系数的关系)
,

经一系列代数运算后可得
:
当 M > 。

,

即 冲< o

(刀> 0 )时有
:

1 ,

二
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艺

1
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万
.
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叫
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y 瑕
“

一了
,

, , 、 2
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曰
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石

从而有
:
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乙

生
:
/不二21 3

>冬
,

由此可推得喜<
:<粤

,

(
。) 。

,

万< 。)
。

‘
.

‘ j

当万 < O
,

即 , > O (刀< 0) 时有
:

1 八
、, 、

1

/下厂了
。

万 /下厂丁
, ,

/ 2
, ,

一一 1 ,

二
,

~

v 一万 、王 十 “

川 十了V
丈rI ‘

一了
, 。 一万一 y

“性

一了
’义性 火一了

’

从 皿月
’

万以 十 z叹 ,
十生

创丽耳
<喜

,

由此可推出
:
粤<
:<粤

,

(
, < 。,

万> 。,
。

F J 乙 J 乙

注意到 F (口
,

) = 0
,

F ( 口
2
) 二 0

,

即有
:

(:户)
3一享

, ( , 户)
, 一匀兰e卜

。

刀
(25 )

冲一)了
几舀一
.

〔(:一 1)心〕
, 一冬

, [ ( : 一 ;)办〕
, 一

‘

C 吉二 o ( 2 6 )

由(25)减(26)
,

整理后可得
:刀=

3 尹一 3 丫 + 1 六 一 , 、
六

一花尸一一一一一一-
舀‘ 一 C, 1气y 7 舀‘

o

口 , 的 ‘ 、
,

言 气乙 护一 1少
‘

由此可得非线性螺旋椭圆余

弦波第一波速公式
:

“
。一 ”一争

1‘: ,户 (27)

在此 a
l(? )二

,

由于分子恒大于 。
,

故当冬<
, < 冬即

。< 。
,

O ‘

刀> O 时

有 , ,
(

, ) < 。,

而当合
< , <

普时即
, > 。

,

万< 。时有
a:(, ) > 。

。

第一波速公式表示 a
:(刃 确定后波速与振幅的诊断关系

。

下面推导第二波速公式
,

即波速与 刀的诊断关系
。

将 , = , 1
( 刃办代入(25) 式

,

整理后可得
:

。 _ 汽
,

_
,

_ _
、

办
2

刀 _ 万
.
二 刀

七 e 一 山d 一 。 2 、7 尹几六不 气二1 下, 两
~
一

。‘ 丫 t,
.
二花一下花

~

勺0 咨, ‘ 下
‘ 了, . 下 ‘ -

(
2 8

)

, *
,

。 _ ,
‘ .
、
_ 沪 「

_ , 3 飞_ 尹
_
(? 一1 )2 、

。 二 _

t尤 p 七 t, Z L 下 , 一 一
一言一 1 二丁下行不一一下

- l一下犷
~
r 下勺1 一- 下一了爪一

; 气尸
尹

U , 。 一
O L “ 1、y , ‘ J ‘ 0 丫

-
一0 7 , i

0 2
(

, ) 拱犷。

七子 八

点
2

由 (16) 式及

C才的定义可知
:
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““一音(丽粉)
’‘羚

。,

“

一(
, )

·

2

俨兰龙业二
.

勘
’
>
。

。

(
2 8

) 式即为第二波速公

式
。

还可以证明
,

当 办* o 时非线性波解退化为线性波解
,

椭圆余弦函数退化为三角函数
,

而第二波速公式退化为人们熟知的线性化的波速公式
。

五
、

讨 论

非线性波动和线性波动不同的是迭加原理不成立
,

因而二个波解的线性迭加一般不

再是原问题的解
。 _

L 面求得的波解的波形不随时间改变
,

这就是非线性螺旋波的非颇散

解
,

也即非线性特征波动
。

下面讨论特征波动中各外参数 (口
,

刀) 和波参数间的诊断关

系
。

1

.

相邃与荃本气流的关系

由于中高纬绝大多数地区基本气流是西风
,

。> 。
,

故以下仅讨论 口 > 。的情形
。

由

夕(口 一 C
.
)< 0 的条件即可得

:C 。

> 口
,

刀> 0 ; C
。

< 口
,

刀< 0
。

当计及 f 随纬度的变化后

、 , d f 谓且。 。 d 。 , 砂口 擂
_L 、

, ;

*
。
/

。

。二 J
_产 ,

. * 。 曰 , ‘ 。 , 。二甘
一‘
.

p 刁 丁一二下尸心月月亥裂又干X ee 万下- 科.-万蔺厂移是夕、川1几
Jt弓月 I,

、、 、、
U

, 尽绷 .!U 夕、 飞 月确 理七I J 互兰此兄
‘
t 苏刀已 石份 , 口 J 洲阵 产

户
“ g “ 弓 “ g -

气流的
,

这是众所周知的观测事实
,

并与用线性化的模式在局地坐标系中得到 的 R os sb y

波相速的传播规律一致
。

由第二波速公式(28) 可由相速间接地推测出等位相线的形状
。

在 (28) 中 ,
,

l 为给

定的常数
,

且一般也可认为 子 和 刀沿
了
方向的变化在某个范围内不十分大

。

在以上假定

下由(28) 可知C
.
与 口 在

r
方向具有同样的分布

,

当 口 随
r
增加时

,

C

.

也要随
r
增加

。

这

时只有导式的波动才能得以稳定的维持
,

而曳式的波动则由于 C
.
随
:
增加

,

故在
7
大处

波传播得快
,

r

小处传播得慢
,

从而使等位相线向导式波动的方向转化
。

若其它条件不

变
,

一定时间后波动将会转变为导式
。

同理
,

当 g 随
r
减小时只有曳式的波动得以稳定

二 _
_

, 卜. _ 、 .

_
_

_

,

二
。 _ . ‘

d 口
_ _ _ .

…
_._。 』 .

_ _
. , _ _ , 、 _ , ,

一
:、 , .

1

_
_

_

. 、二

维持
。

由此 可得以下重要结论
:
当共笼

一

>
0 时非线性特征波动一定是导式的

,

份< 。
;
而当‘

卜
J , 。

川护一
诩 ‘.J

~

’

~ 爪 咋
, ’

“ 一
,

d 舀‘ “ ” J 一, 「

~

’
‘

, ’ “‘

一 ~ ~ ~
” ‘ 、‘’ 声

”
I‘ 、 一

” ”‘
’

闷

d 口
, _ _

.
~

. 、 ,

~

.

~

.

1

_
_

_

_
‘

,

~

. 、 .
_

二
, . ,

~

~

, _
~

_

卜
.
d 习

__ ., 、 ,
L

: . _

~

代亨r 久U 阿wlJ 为曳式的
, 二: 夕 U

。

四风忌流以用的骡雇仃桩故囚代万
~
咬 U故 刀曳式俐

,
!司

场 g
, , . “ g

时由于 刀< 0 而 C
.
< 口

,

即其移速要比基本气流慢 实际 500 hP
a
图 !:西风急流以南核许

线的走向和移速确是这种倩况
、

、

2

.

振幅和相速的关系

1卜线性波动的 一个重要特征就是波动的振幅 与相速有关
。

对常见的西风急流 以南的
, 、 ,

~

、 , _ ,
_ ~

、

一
、 ,

~
。 , _

育
, _

m

_ _ , 、、 _
~

.

一 忍 1
、 _ .、 .

_

.

~

、 . 、 二

曳式螺旋行星波总有 刀< O
,

刀< 0
,

于> O
,

a ;

( 闪> 0
.
因而士

r
丁于二> o

。

以下仅讨 论 这
人 少、

杯“
‘ 二l 二

认
‘

。
‘〕

尸 \ ” ’
尸 \ ” ’

l
/

”
’

一 ‘ 、 了 ‘
/

“
’ ‘一 , ”“

m 。:( , ) / “ 。

~

‘
协

卜 J 十‘ 心

种情形
,

由(27)式可见
,

当波动的振幅大时
,

其移速变慢
;
对振幅 户很大的波c

。

可为 。
,

即

波 静止
,

对 。再大的波则会倒退
,

口。

<
。

。

设 ‘
。 一“时的振幅为临界振幅户

。 ,

则有户
r一

斋
l
a;(丫) 口

。

引人 户
。

后可得另一诊断关系
,

即第 毛波速公式
:

C 。一

牛
at(飞, )

·

‘户
。
一户) (29)
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非线性螺旋行星波的非频散解

由(29 )知当 户< 办
。

时波前进
,

户二户
。

时波静止
,

户> 户
。

时波后退
。

在实际天气中当波

的振幅较大时(大槽大脊)
,

其移速较慢而小槽小脊移速较快
,

当槽脊发展强烈时则会趋于

准静止
,

这些均与以上的结论相一致
。

但连续倒退的槽脊系统实际上几乎没有
,

在此理论

与实际不符的原因可能是该模式不适用于振幅非常大的系统
,

这在前面模式的简化中已

做了说明
。

一
--‘ 、 · · 。 二 ,

一
..-
二

,

~

, , . 、、 _ , , . .

一
.
六

, . 、 _ 、 ‘ 、 , 、 、

一 ,
.

,

1 1

下面讨论临界振幅与基本气流的关系
。

山 口
。

的定义并注意到去
..
丁贪丁> 0

,

故当.
四 「, 卜“ ”川 , 一

~ , 一 ”一
“

姚“ ’

八 月 ‘ o

囚 一
叮 “ 驴

‘~
2 ‘

~ 心户
, , n 口 z( v ) /

“ ’

~
习

众
1

’

。 1
(夕)
变化不大时若 口大

,

即西风强盛
,

则临界振幅 户
。

也大
,

此时波动的振幅不容

易达到临界振幅
,

故西风强盛时多移动性槽脊
;而当西风衰弱时

,

则 户
。

也小
,

波动的振幅

易于接近和达到临界振幅
,

此时槽脊移动较慢或呈准静止
。

实际的情况也确是如此
。

由

口
。

的定义还可见当
口

, n
·

a
:

(
丫)
变化不大时

,

则 l较小其临界振幅 口
。

也较小
,

此时波动的

振幅易于接近或达到 户
。 ,

故此时波动移速较慢或呈准静止状态
。

l 较小的波则波长较长
,

实际上超长波的确移动缓慢或呈准静止
。

3

.

螺旋角和相速的关系
·

一
-

一 v 一 v
·

一 一
. , , , , 、 ‘ , , ,

_
.

说
,

二_
, ‘ . , _ , ‘ 、 , ,

I C

,

_

‘

1
2

} 一
山于 C ,

一会
,

C
。
一令 (C

r,
c

。

为波在
: ,

口方向传播的相角速度)故会二
叫

夯
,

而 }会 l反
。

’ 一 ’

l

、 一 「 ’ 一 ’ ‘ “

~ 协 ”
一 ’‘ ’

,
‘、 ‘

“ ” “
, “ ”J

~ ~
‘ ’

~ 饥 C , ”川 】” 」~

映了螺旋波螺旋角的大刁
、 。

对曳式的大气螺旋行、波有 ‘> 。,

m >
。,

由 (2 7)式
一

可见当
斋

大时若其它条件不变则 C
。

也大
,

这表明螺旋角大的螺旋波移速较快而螺旋角较小的波则

移速较慢
。

在天气 图上横槽(螺旋角小)的确移动较慢
,

当槽线转直时槽东移的速度加快
。

4

.

波长和振幅的关系

将 口;
,

口2
,

口3与 M
、

夕 和 d 的关 系代入 (23)和(24)式
,

则对 刀< o 的曳式波动有
,

~ l

。一

寻(
一

赤
‘“一 : 一 ‘,

)

一 ‘
·

杯万
·

‘

(
下)

肴万)
一 2

杯城黑箭
·

刹
1一

:

一

群)
·

‘
·

_ ,

/ 1 、
人 4一丁二二二二二二二二= 1

、丫 d一y
一
卜1 /

(
7 0
)

由上式可见角波长 。与振幅 户的平方根成正比
,

当其它条件不变时振幅越大的波其角波

长也越大
,

从而波长也越长
。

在天气图上的确振幅大的槽脊的波长也较长
。

以上得到的结论大多与观测事实相一致的
,

这表明在大气中这种非线性波动可能是

真实存在的
,

或者可以作为大气真实非线性波动的第一近似
。

这里还要指出的是用上述

方法只能求得非线性波动的非频散解
,

即波形不随时间变化的解
,

而上述方法的局限性也

在于此
。

要研究非线性波动波形的演变则还是采用截谱模式为好
{“, 。
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