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本文用 � 一
网格模拟了地转凤适应过程

,

给出了能量及位涡守恒关系和微分方程相一致的

一种差分格式
,

并讨论了时间差分对重力惯性波颇散特性的影响
。

为了保持计算稳定性
,

提出

了一种改进的向前向后时间积分方法
。

通过实例计算
,

说明了有限区城各种边界条件对重力

惯性波传播的影响
。

、

引 言

当运用分解算法
〔’一 们研究大气运动时

,

数值计算的一个重要问题
,

是如何分别计算好

平流过程和调整过程
,

以及如何作好这两个过程的相互联结
。

在分解方法中
,

地转风适应

过程基本是线性的
,

已有很多作者讨论过它的解析解
,

如 � 浦�二 � 〔“� ,

� �� �� 【�」,

曾庆存〔‘’
,

陈秋士 【“〕等
。

为了检验数值方法的精度
,

必须比较差分解和解析解的区别
。

本文试图采

用差分方法
,

较详细地分析适应过程的解
,

以求找出一种能正确描述地转风适应过程的空

间和时间差分方法
。

� �� �� �� �� �� ��� �� �”
, 曾经发现

,

用差分方法模拟地转风适应过程的效果和变量在

网格点上的分布有很大关系
。

根据 � � � � � � �
和 � � � � ��� �� ��‘“�的讨论

,
�

一

网格能比较

好地模拟重力波的频散过程
。

在本文中
,

空间差分采用 �
一

网格
。

但不同的时间差分对适

应过程也有影响
,

为了克服向前 向后时间积分可能出现的计算不稳定
,

我们提出一种改进

的向前向后时间积分方法
,

并比较了欧拉 向后方法和向前向后方法模拟适应过程的计算

结果
。

本文是在有限区域内求解
,

因此还讨论了不同的侧向边界条件对适应 过 程的影

响
。

二
、

地转风适应过程的简化方程及其积分制约

陈秋士
、

卢成池
〔川讨论了一种浅水模式的显式分解算法

,

适应过程的方程 可简化为

、夕
‘、�产

�且,‘
了‘、��、
、

�豁
· ‘

。

“
‘ � � � “ 一 。

嚷
、 “��

·

‘一 。

本文于 ��� � 年 � 月 �� 日收到
, � �� 年 � 月 了 日收到修改稿

。
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这里 � 。为流体平均厚度的表征
,

�
。为平均柯氏参数

。

以 � 。� 点乘���
,

� � 乘 �� 并相加有

口�
� �

一 之�、
� �

顶下�月 。人 � �丁 】� �
�

� 月 。之 � 二 �
口 公� ‘ �

���

在闭区域 � 内积分
,

得

� 。� 十 � 份
乙

���

它表示适应过程中
,

闭区域内位能和动能守恒
。

把 �� 写成涡度形式
,

有

鬓
� �

��
·

‘一 。
���

结合�� �
,

有

一一

、

、、,矛�

名
�
。

� —
�

下于�
刀 �

���
�一由

�
。

� 一 下万一
� 万 �

可表示位涡度
,

由�� �有

�一

奇一
�一瓮

· ’
一 。“一 , ,

�� �

亡
�

和 � 书

分别为适应过程初始时刻的涡度和高度
,

�� 表示适应过程中位涡度不随时间变

化
。

三
、

适应过程的空间差分及其守恒关系

采用如图 � 所示的 � 一

网格
。

本节 中
,

时间变化仍保留微商的形式
,

时间差分留待下

节讨论
。

在直角坐标系中�� 和 �� 可写成

、�户、�
‘

��
了‘�、
‘

了�,、
十

暮
�一、

, � ·

、

一
、

,

二、,

�

号
‘�

‘�

、
, �·

、

一
、

, 了一

、

‘� � , , �

晋一
祝 、, , �

晋�
”‘ �

省
, , � , 一 ”‘�

合
, , ��� �

‘, ,
一

告
�“

‘, 该一

、一
。‘ , 、·

、� 一、
, 万

一
、

, �

��� �

将 ���� 对 � 求微商
,

并将 �� 和�� 代入
,

得涡度方程

最
�
￡, 、 �

令
�“

‘ , , �

, 一 “
‘ , � 一

、� “
‘ ·

、
, ,
一“

‘一

、
, �

��� �

这里定义



� �� 气 象 学 报 �� 卷

别��� � � � �� �� 曰�� � �� ���

���� ���

二二二‘‘归归马马 ���

��� 曰 �卜卜

��� �

���
��� ���

二二二��� ���

��� � �卜卜

�厅
了

�
‘, 、
二
�

,

� 犷 �� ‘
‘ 号

, ‘ � 久
�

�反
, �

�
‘, ,
二 �万万弋

, 万

�
吐,

���
十

�
已�

令 叭
十

告
, � �云

二 �

�

��� �

����

��� �

馨
�

门

‘一一
� � � �

八

秒 ‘, ‘� ��
�云” �

‘, , 十

专

� 和
�
荟�三� �万

‘ ,

�
‘, ,

��� �

��� �

将 ��� �对 � 微商
,

代入 ��� �
,

可得

口
, , 、

�
� �

而
“���’’� 万

二 ‘’ ‘,

� �

�
。 口

� ‘� 、� 。

谊, ‘

—
� � ��

�

名丁石 叹 一 � —
廿

月 � � ‘

, 十

去一纵
万一

扩 称争厂 众
一

如 �

��� �

,��
�习

�

�

一
� 注 �

图 � � 一
网格的变量分布

和��� �结合
,

可得位涡度守恒关系

口

口�佘亡 ��� �

� 口目

对时间积分
,

则有

�。
� 、� � � , �

� ‘, 事
一

一下了“
,

� 一 � ‘
�

� � �

一

奇
·
“”

��� �

把动能写在
�
点上

,

令

、
‘·

告
, 万·

、一于
��

‘

�� 一 十

、�
“�

, 矛·

��
。
愁
·

、
, � · , � 。

气
·

告
, ,

,
�� ��

将�� ��乘以 �
。 ,

对 � 微商
,

并代人 �� �
、

���
,

有

最
�。。、�汁、

, 演�

、一鲁
、·

‘十 � , , 十

、〔,
。。

� � � , , 十

、一号
�·

‘·

、
, ‘·

、
一

、
, � ·

、�〕

十 召 ‘
�

告��
。公

·

、一号
�一、

, , ·

、一、 �

告��

一 �‘�

告
, � � � ��

。“�

告
,

�
一 �

号
�·

‘

一
、一

“‘·

、
,

‘�

告�〕 , � � ,

一 � ‘�

告
, ‘

��
。在

‘�

去
,

�“
‘�

专
, ‘�

告一
“‘�

专
, ‘一

告�〕� ��� �
�一岔

十

将 ����乘以 � “‘�

争
‘�

告
,

得位能方程

景枷
“ ‘

聋号
’ 万·

、
�

毕
�一

, �·

、一
, 万·

、� 一、
, � ·�

一
、

, ,

� �
‘·

、
, , ·

、一 。 ��� �

将��� �和��� �相加
,

并对全 区域
“
点求和

,

注意到对跳点网格内点上的变量求和有如

下关系
�

砖
� ‘, ,

�石”�
‘, , 二艺 � ‘�告

, , �

号�云
’ �

�
‘�

告
,

�点
��� �艺磕

� ‘, ,

��
‘�

告
,

厂
� ‘一

专
, ‘

�
一

� 、�

专
, 、

��
� � , , ,

一 � ‘, 、

� ���  乙俏
一卜一点

,、od
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对 y 方向上变量乘积求和也有和(25 )类似的关系
,

由此得适应过程中封闭区域内有

景到H0
‘十

韶
一

)

一 。
( 2 6 )

:
点

( 26 )和 (20 )表明
, c 一网格的差分方程满足微分方程所规定的约束(4) 和 (7)

。

四
、

重力惯性波的时间积分方法及其讨论

w in ni ng ho ff (19 68 )t
9]主要比较了微分方程和不同空 间网格的微分

一

差分 方程 的须

散关系
。

但实际计算中
,

时间也要采取差分形式
,

从而使频散关系发生变化
。

因此有必要

了解时间差分格式的影响
。

先考察一维情况
,

将(8) 一(10 )写为

(2 7)
g一d+

口
. _ _

而叽 一了
。彩 ; +

告一
“一合)一 o

而
” 、千

晋一 f0 武
+
告一 0 ( 2 8 )

口

瓦
“‘+

H

、 ,

工+ 一二甲
~

(
脱 二 ,

一 甘 ) 一 O2 a
( 2 9 )

这里 二 、一 j d ( j 一 1
,

2
,

…)
。

令 脚表示
, ,

v
,

: 中任一变量
,

( 27 ) 一(29) 可统一写为

口w
一
及了 一 J L w

,
t ,

L夕〔
(
3 0

)

先讨论欧拉后差(M
atsun o )格式

,

由(3 0)得

丁
‘

”
+ ’‘

一 ‘
”

+ “‘
·

f

”

L 叨
”十‘一 w

”
+ △t

·

f

” +

“

切
” + 1

=
了 w

”

(
3 1

)

(
3 2

)

”梦、 /三、
___

, ,
)

一

(兰)
尤

“ “’““ ’ “ 一 “ “ 乃 ‘ ’

名梦
‘ \ 名 /

犷一 五 e
一 ‘, 。 :

(
3 3

)

(
3 4

)

令 w
介 + ’* = T * 。

” ,

代入(27)一(29)
,

并利用 (3 1 )
,

最后消去
:* ,

得

犷一 1 土 艺9 △t一 Q Z八沪 (35 )

其中

。2一 f只。。 5 2扩掣卜
4呈彝

、in

丫擎)
、 艺 / a ‘

\ 艺 /
( 3 6 )

由此得

丫I 一 。2入砰平豆刁入i

g A t

1一 Q Z△tZ

( 3 7 )

( 3 8 )na
1一劫

!R {一

}vl 一

由(37)可知
,

当 Q 八t簇1
,

有 {丑 }( 1
,

此时 M at
sun。 格式是稳定的

。

为了考察它的须

散特性
,

可根据 (3 8) 绘制频率和波长的依赖关系图
。

当 L0 /d 一 5 时(L 若二 g H
。
/了吕)

,

微
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图 2 不同时间差分格式的颇散关系
(实线

:
徽分方程 虚线

:
徽分一差分方程 点

划线
.
欧拉后差 点线

:
向前向后

¹ 私‘二 。
.
06 º f八

‘= 。
.
03 )

分方程
、

微分
一
差分方程以及 M at

su n。格式的

频散关系如图 2 所示
。

由图中 可 以 看 出
,

M at su

n 。
格式的频散关系和微分方 程及微分

一

差分方程都很相似
,△‘愈小

,

愈接近于微分
-

差分方程的结果
。

因此它能较好地描述地转

适应过程
。

但是
,

当}R , < 1 时
,

M at

s u n 。 格式对波

(特别对高绷波)有阻尼作用
。

而在微分方程

(l) 一 (幻中
,

重力惯性波是中性的
,

只有频

散
,

没有阻尼的过程
。

因此
,

M at

s u n o 格式可

能使与降水相联系的重力惯性波过程产生人

为的衰减
。

此外
,

M at su
n o 格式是 △‘的一阶

精度
,

而且每计算一个时间步长需作两次计

算
,

要花费较多的计算机时
。

因此有必要找

寻一种精度和效率更高的格式
。

o
a
d d

(
2 0 7 5

)
[ ‘]所提出的分解算法中

,

用

L ax 一
w en dr of

f 格式计算平流过程
,

用向前

向后格式计算适应过程
。

他发现如在 C 一网

格上用这样的格式计算
,

往往是不稳定的
。

我们也发现了类似的情况
『川

。

下面对向前向后格式不稳定的原因作一些分析
,

并提出改

进方法
。

对一维情形
,

向前向后格式可以写为

u于+ 1= u梦一△t ( g 占
二
: 一 f

。云
二

) 于

二 ·

飞
十

省一 △‘f0( “)?+ 普 (39)
一 , z 了 ^ 声 了火

、 ,

俨
+ l

为 】

—
五 百 n L 二口 、 .J r 伪 1 1

J 十
言

一
’

一 ’十 室

I-一21+十十砚J月
沙

l一2一�
十
.

!

J
Rd

�内了了了

!

、‘,了z其中(。
二
a

)

,

一

(

a J 卜、
一

、 将 (3 3)代人(39)
,

并利用( 32)和 (34 )
,

有

l 、 , :
。。5 2

(

譬
)八:2

(4 0 )

/
r

F

l一最
5in一

(合
。A ‘

)
( 4 1 )

向前向后格式的频散关系也绘于图 2 中
。

由图可见
,

它与微分
一

差分方程 非 常接近
,

所以它也能较好地描述适应过程
。

只有当 k J/二 > 0
.
5

,

即波长小于 4j 时
,

和 微 分
一

差分

方程一样
,

频散关系与微分方程相差较明显
。

但由(4 0) 知道
,

不论 △t取多 小
,

恒有 !R I>

l ,

即它是绝对不稳定的
,

只是 当八‘很小时
,

不稳定的程度很微弱
。

为了避免差分解的振幅随时间增长
,

我们将向前向后格式作如下改进
,

取
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衅 +’一 衅一△t ( g d
二
: 一了碑

工

”

”, +

告一
”;+

去
一 “‘了

。
( “

‘

’
琪 (42)

一￡
+
、一H0 ““蜘 ,

共
11一2十十几

奋,

名
{

与前面的推导相似
,

可得当 口△￡簇 2 时
,

}
R

}
= 1

}
·

卜最
8‘n一

(合
“A ‘

)

(4 3 )

(4 4 )

即改进后的向前向后格式是中性稳定的
,

而它的频散关系没有变化
。

对二维情况
,

改进后的向前向后格式为

‘

犷
.

, 十

音一At (酬
二

卜灿)犷
.
、·

告

,

气
+
合
.
了
一“‘(g 占

·““ 十
f
。公

’ + ‘
)

‘·

告
,

万

(
4 5

)

、一 几
·

、一、一 H
OA ‘(‘

·
“ + “二’笠誓

.
, 十

、

犷
一

一

?

州�州喝州叶忧公名

!

之leeu

由一维情况推出的结论
,

对二维情况仍成立
。

采用向前向后格式计算时间积分
,

不仅可

提高运算速度
,

而且可节省内存
。

五
、

正压适应过程的计算实例

我们用一个简单的例子来讨论适应过程数值模拟的具体特点
。

和 O 6y x oB (194 9)
{’“’

相似
,

取初始流场为一无辐散的圆型涡旋
,

自由面水平
, 即

r,
。
(
二 , , ) 一、「:

十

f乒丫
一
(冬丫]

。一

命
谧

‘ \ 山o / 、九 / 』

L
z 。

(
二 ,

y
)

=
H

O

(
4 6

)

其中
r = 杯。 ‘毖J)鲜 (, 一 , 。)

2 ,

(
x 。, , 。)为扰源中心

, 五。
= 杯百万石/f

。
为R
ossby变形

半径
。

与之对应的初始风场
、

祸度场为

一黔
一

脚
, 一 , 。

,
[

4 十

(劲
2一

(1)

2

〕
一希

一鲁一杀
(
一

。
)

[

4 +

(会)
’ 一

(贪)
’

{

心一

希
(47)

_。 A 「
_ . _

/ R 、2
_
/
: 、2 了: 、2 /

了
\
鑫飞
_
,

弓

铁
,

‘。一 v
一

:
。

一了L
‘ 十 ‘

气百/
一 ‘

俪/
一火百/

十

俪夕」
e “

‘

(
4 8

)

适应过程终态的流场
、

高度场和风场为

{

,
, 一、

1

2 一

(影」
一命

一
“ 。 +

警[
2一
御

’

」
一分

(49)
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一

渝
‘, 一 y 。)

[

4 一

(贡)
’

」
一命

一杀
(
一

。
)

[

4 一

(贡)
’

:

一希
(50)

定义

“
’一 v Z , 一

头
△2·

( 5 1 )

为非地转风涡度
,

C

一

网格上的差分形式为

“
‘.十

、
,

, +

、一“:犷 奋
(, 2“’

‘·

专…、 (52)

其中
,

一 (亡
了 了

)

g

‘十

告一兀

:一 卜
告

,

‘+

告
(53)

‘+

告一
“ 汁影

‘+

告+
“ ‘一

晋
·

‘

号+
“ 、+

于
‘+

号+
“ 汁奋

‘一

号
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取 R = 500 km
,

f

。= 一。一 4 5 一 ‘
,

H

。= 5 5 o 0 m
,

A 一 2
.
S K z o 6m Z

·

s
一 ’,

初始时刻沿X 轴 (通

过涡旋中心)切向风速
, 。
和非地转风涡度 载的分布如图 3

。

由图可见
,

初始时刻
,

其中心附近为一反气旋式涡旋
,

距中
』

乙约 400 k m 处出现最大风

速约 10 m s
一 ’ ,

在半径 1000 km 以外转变为微弱的气旋式祸旋
;
中心附近非地转凤涡度为

反气旋性涡度
,

最大风速区以外是气旋性涡度
。

正压适应过程是通过辐散辐合向地转平衡调整的
。

在非地转风为反气旋性涡度地区

将出现流场的辐合
,

使其中心位势升高
,

而且散度场以波动的形式向四周传播
。

取空间步

长 d = 200 km
,

积分区域为 32
K 32 格点

,

即长和宽均为 6200 k m
; 时间步长 △t二 6 m in

。

图 4 表示用欧拉后差和向前向后方法计算结果的散度分布
。

由图可见
,

祸旋中心的辐合

是逐渐加强的
;
而在气旋性涡度区域

,

则出现辐散的加强
。

图 5表示向前向后格式计算所

得散度随时间的变化
。

‘二 0
.
5 h

,

中心辐合很强
,

t 二 1
.
0h

,

中心转为辐散
;
可以明显看出

散度场是向四周传播的
; t ~ 2

.
0 h 后

,

中心散度基本上恢复为零
。

图 6是用 M
atsun

。
格

式计算的结果
,

基本特点与图 5 相似
,

但重力惯性波的振幅要小很多
。

图 7 为沿 X 轴位势场随时间的变化
。

初始时刻位势场水平(图上未画出)
。

通过适应

过程建立起高压中心
。

从图中可以看出
,

t = l h
,

中心位势最高
,

而后又逐渐下降
; t =

3 h 后
,

中心维持一个高压
,

强度变化很小
。

图 8 为沿 X 轴 城切向风速)的分布情况
。

卜
一

l h 和 初始时刻比较
,

最大风速略为减

小
。

以后变化很小
。

用向前向后方法计算的结果风速稍大 一些
。

适应过程前后中心风速

变化不到 l m /s
。

许多研究工作
‘’,

3
, “,
指出

,

当扰动水平尺度 L < L
。 ,

位势场主要向流场调整
。

现 在初

始场 L = R < L
。 ,

故运动主要应向流场调整
。

图 9 是根据(49 )
、

(
5

0) 式求得的适应过程终

态沿 X 轴 2
.
和
:. 的分布

。

可以看出
,

计算结果与解析解是很相似的
。

前面的分析主要是 6 h 以前的计算结果
。

随着外推时间的延伸
,

边界影响趋 于明显
,
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图 g 沿X 轴自由面高度2
. (a)

,

切向风速 ‘(b) 的分布

不同的边界条件
,

数值模拟呈现出不同的特点
。

地转适应过程中
,

扰动能量以重力惯性波的形式向无穷远处频散
,

使地转平衡得以建

立
。

但是数值模拟中
,

只在有限区域内积分
,

由此产生了积分边界问题
。

一般的数值模式

中
,

边界的处理方法大体有
:1 . 固定边界

, 2
.

用粗网格大区域预报值内擂
, 3

.

将内圈要

素值赋给边界
;4
.
海绵边界

。

这些方法虽较简单
,

但却存在向题
。

在靠近流出边界处
,

解

是由内部解确定的
,

人为地规定流出边界的要素值会破坏方程的适定性
,

人为规定值与内

部解确定值之差将作为地转风偏差在边界附近激发起强烈的重力惯性波
,

传 向 区 域 内

部
。

为了避免边界区域虚假的重力惯性波引起的计算不稳定
,

经常采用边界平滑的方法
,

以阻尼重力波的能量
。

但更合理的方法是
:
为了保持方程 的适定性

,

仅仅预先规定差分方

程对应的线性系统所要求的某些边界值
,

然后用适当的外推步骤计算其他要素
。

这就是

所谓
“

自由传播边界
” 。

H
a e

k
a n

d s
e
h

u
b

e r t
(
1 9 5 1

)

[ ‘3’在台风数值模拟中采用 T 这种边界

条件
,

在柱坐标 系中令

dV 二
e ,

d
r

V

_

一二二十 一花二二二

一
二
~
一 U

o t 丫 r o n
(5 5)

我们试验了不同的边界条件
,

还比较了边界附近平滑 与不平滑的结果
。

海绵边界条件的具体做法是
:
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W
/

(半)
,

A ,

( 5 6 )

w
,

为权重系数
,

规定
:
j 二 1

,
J 时

,

W

,
= o

;

j
= 2

,

J 一 1 时
,

W

,
= 0

.

4
;

j
二 3 ,

J 一 2 时
,

W

,
=

0

.

7
;

j
= 吐

,

J 一3 时
,

环
万
= 0

.

9
;
4
< j <

J 一 3 时
,

W

,
= 1

.

0
。

自由传播边界条件规定流出边界法向风速满足

口V
.

d V
.

-忿二二 十 C. 一二一二 一 U
U乙 一

U 儿
( 5 7 )

并规定流入边界处切 向风速不变
。

下面把它称为第五种边界条件
。
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图 10 t= 12 h 沿
x
轴散度的分布

图 10 为几种不同边界条件在 t一 12 h 散度场的计算结果
。

a

为第一种边界条件的结

果
,

由于强烈的边界反射
,

随着时间的增长
,

散度场不趋于零
;
第二种边界条件未采用

;
第

三种边界条件计算结果与第一种相似(图略 )
;b 为第四种边界条件的计算结果

,
t 二 12 h ,

散度只比 (a) 稍小
,

仍有相当强度
;c 为 第 四 种边界条件并每步在边界内第一圈加五点平

滑 的计算结果
,

t 一 12 h
,

散度显著减小
;d 为第五种边界条件计算结果

,

散度比
C
更小

。

从上面结果可 以看出
,

要模拟重力惯性波向远处的频散
,

最好采用 自由传播边界
,

或

用海绵边界加内圈平滑的方法
。

六
、

小 结

1. 我们根据 c
一

网格给出适应过程的差分格式
,

并证明了
,

微分方程所具 有的能量
、

位涡守恒特性
,

在空间差分格式中均能满足
。

2

.

讨论了时间积分的欧拉后差格式和向前向后格式的频散特性
,

提出一种改进的向

前向后时间积分方法
,

其重力惯性波的差分解是中性稳定的
。

3

.

通过一个适应过程实例计算说明
,

采用欧拉后差和向前向后时间积分方法模拟地

转风适应过程是比较有效的
。

两种方法计算所得的调整结果差别不大
,

但 最初时刻重力

惯性波的变化和振幅却有明显差别
,

用向前 向后方法计算的振幅大于欧拉后差的计算结

果
。

4

.

考察了侧向边界条件对重力惯性波传播的影响
。

计算结果表明
,

采用 自由传播边

界条件可以较好地模拟重力惯性波向远处频散的特性
。
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