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正压预报模式的一个新型针算方案
�

丑纪苑 周紫东
‘

柱行远
�中央气象局气象科学研究所�

用积分关系法和盖略金法
,

求解球面坐标中的正压镇报方程和平衡方程
�

引人

南北半球对称的假定
,

避免了引入人为边界条件
,
从而扩大了有效的预报区域

,

井使

镇报中等压面的平均高度不变
�

在植报方程 中
,

还特别考虑了实际爬越地形的风向和 ��� 毫巴面上的风向差别
�

近年来在数值解法中
,

苏联 �
�

�
�

八。�。阴叭�� � 提 出了一个新的方法—
积分关系

法
,

在空气动力学的爵算中
,

收到了很大的成效
�

�
�

�
�

八叩。阴叫�� � 弦稠指出
� “
这个方

法解非拔性混合型方程特别有意义
,

并能在网格很粗的情况下得到精确度很高的解 ,,� �� !
,

但是
,

值到本工作完成的时候
,

我俩才兑到刚刚发表的将积分关系法应用于天气预报的工

作�� ! 〕,

而且都是用的平面坐标系
,

其中一篇�� 对四个 自变数都用积分关系法
,

拮果得到一

个阶数很高的代数方程祖
,

另一篇�� �� 只在垂值方向用积分关系法
�

根据气象阴题的特点
,

我们将天气预报方程写在球面坐标 ��
,

劝 中
,

在余樟 � 方向

将用积分关系法
,

化为对握度 又的常微分方程祖
,

再用
丫

、

�
�

�
�

� �朋那�� 法�� 解这个方程

粗
,

以三角函数作为坐标元素
,

郎用锢和分析把每一樟圈上的流踢
,

高度锡和地形都展开

成筒揩波
,

将常微分方程粗蒋化成褚富氏系数简的代数方程祖
�

从表面上看来
,

迄今为业
,

所发表的用积分关系法解的尚题
,

都是有若干个未知面数
,

但只包含对自变量的一次微商的偏微分方程粗
,

我俩现在的简题是只有一个未知画数的

高阶偏微分方程
,

实际上
,

这并没有本虞上的差异
,

要知道 �只要将高次微商看成一个新的

未知函数
,

一个未知面数的高阶偏微分方程就变为有若干个未知函数
,

但只包合对 自变量

的一次微商的偏微分方程祖了
�

本文将不严格仿照其进行
,

如下面的方法
,

实厦上是一样

的
,

然而筒便得多
�

殷 价� 拭�
,

劝 为某一函数
,

而 引
。司 � 八

�

女口

骼
一 � �乞 ‘� 。毛 ”成 “ ,

氏
, 二
将 。簇 � � 二分为 二 � �个区简

���

以 。 � � 个点 。, � � ,
��

, 二

选定的插值多项式
�“〕,

郎

毅 �华�的 为一粗

�
本文 ���� 年 �� 月 � 日收到

,
���� 年 � 月 � 日收到修改稿

�
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�
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代入�� 式并对 � 由 。到 入 积分郎得 � 个积分关系式
�

, � 一 , �一争《瓢 ���

这里

, �
,

一

��
“�盆,�”乡“ 为一粗常数 ���
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…
津为矩逆的、、、����,�产产于�

,

九 … 子��
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’ ‘ ’

� �。
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�
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殷

可将�� �式改写为
口

�黝
� �

艺昭�必
,

一 如�
�

���

这里 舀纷 � 么
��

由于以下要考虑的方程的特点 其中的画数将满足条件
。训

‘

�
�

一
�

—
�

�

� � �, � �
���

利用条件�� �
,

对二次偏微商可类似的得

�徽
, 一

身
留�咖 一 ‘�� 

���

这里

,沙于 艺 。才
�
二

同样可得

�刹
� 一

客积菇 �� ! �� �

这里

碍 � 艺 艺 。 , 。� 、
� � � 心 � �

�� �
,

�夕�
,

�� 式就是我们要用到的积分关系式
�

业务预报实践表明
�
考虑地形

,

摩擦
,

整层大气幅散以及平衡方程的正压预报模式
,

用
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于 �� � 毫巴等压面上效果是比较好的 �� 
,

这时预报方程可写如下�� 

�△ 一动琴一
, ��

, �圣娜 � �� 一 �沁, 一

� �

一 川 �
·

甲价 � � 五一 产军� 价
·

甲五
,

�� �

功为流面数
, 五为地形高度

,

� � �� �� � � 为地裤参数
�

� 为垂值方向单位向量
�

� � � ��

�
�

�
� � 久

� ’

�丝
,

丝 一丝丝、
,

� � � � 又 �又 � � �
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。
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��一
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���立仍
�
一��� 一兄一,一��,一�

,

�,��一���一一 火护劝�一�一��仁一叹一�
�矛�

�
、、��,一一△��甲

�����
,、���
�
�、

方程�� �中
,

参数 闪考虑整层大气幅散效应�� 
,

川考虑大气平均风速和 �� � 毫巴风速

简的差异 �� 
,

解考虑摩擦作用
�

由于地面边界层摩擦作用
,

实际爬越地形的风速
,

凤向都

不同于 �� � 毫巴上的风速和凤向
,

参数砧和 斌就是考虑它佣之简的差异的
�

为了减小舒算筷差
,

将预报方程�� �展开
,

使微分号内没有三角函数
,

使分母上没有正

弦画数
,

然后将预报方程�� �依次写在掉圈 及上
,

左� � , � ,

…
,

,
,

对 � 的偏微商都用型

如 ���
,

�� �
,

�� �的积分关系式代入
,

考虑到球面的特点
,

有

粤
一 。 ,

得到如下的常微分方程祖
�
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客
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l) (9)式的推导可参考上期气象学报 297 一304 胃
.
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用 B
·

r

·

r
a 爬p

K“H 法[51 解此常微分方程粗
,

以三角函数作为坐标元素
.

自p每一樟圈上的流踢和地形锡都用稠和分析展开
,

,

、
了、,产1二,�,工,上
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。
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,
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)
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,

2
,

… m.

(12 )式中左上角一撇表示对时简的偏微商
,

将展开式 (11) 一(13 )代入常微分方程粗

(10)中
,

再以
eosl又, s

i
n

l 又
,

l = 0
,

1
,

2
,

…
。 ,

依次乘每一方程
,

由 。至 2二对 久积分
,

利

用三角函数所特有的乘积化为和差的性盾和它俩在 (o
,

2 劝 简的正交性
,

就分别得到
。

又
, ,

云
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,
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,
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,

可将(14)式中 l取为零
,
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.

M 器

一

合
(:*·‘,

,

‘’ + ; ‘
S‘n ”*‘岁“

r·
‘
’

一 ”“。 , , ‘!f‘·

一合
(:*·“*·‘’一 ;‘S‘n ”*‘岁”*·, ’ + ”“二) , F 了/ , ,

一合
RZ“ S‘n Z ”*(”*·“*·“F 才/ , +

·‘n Z”*“袋‘告E
Zf, ,

,

一合
R’川 9恤’

”*(‘
、
·

“*
·

‘, E 了了, +
·‘n ’”*‘袋‘袋尸

了了,’
,

1
,
一

,

~ 一t 甲拌三K
-

艺

sin
3
3 ,占岁舀,

:
少E , , , ,

以毗嵘麟殊
。



卷

其中

忿
1二
赚
1;二
1;二
…

‘

二
气 。 傀。

1

一 二
~
产

艺

二尺2 sin ,
3 *占岁占

, ,

j
F

, , , ,

一

合
(:, ·“*·‘2 一 川S‘n a , ‘*

·

‘袋, 2 + 。,
·,

) ,马
了, ,

一

合
(一 , *·“* , ‘2 + ;‘

9‘n ”,‘,
·

‘岁,
2
一 母,

r ·

) ,。 ,

一

合
*2;:

一
’

合
*2、

一
几

含
;::2

sinZa, (
占*

,

占,
,

i
j

G
, , , 一 sin ,

a
* 舀岁占岁H

, , ,
)

,

s
i nZ a

、
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*占袋占*
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,
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,
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-

艺
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,

i
G
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这里引入四个符号
:

一 1

1

1

0

当 i一 少~ l

i 一 j ~ 一l

i + j ~ l

其它
.

尹.‘..,1心.‘,rl
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n
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如果不舒端
,

R[J 方程祖 (14)
,

( 15 ) 的方程个数和未知数 或
, ,

城
,
一样多

,

这是关于
m (,

+ l) 个未知数 成
, 和 。 x 。

个未知数喃 的
n + 1和 ,

个 m 阶的筱性代数方程祖
,

下面我俩将看到对北半球预报 。 不需要取得很大
,

例如可取 , ~ 7 ,

易觅 7 阶的钱性代

数方程祖
,

不难得到精确度很高的解[6]
.

但是
,

现在 端是不知道的
,

而 价在北极上的值实际上变化很大
,

而且北极附近的夭气

系挑是移动的
,

对中樟度天气影响很大
,

我们需要确定出端来
,

为此
,

我们再导出一个关

系式
,

将(9)式对整个球面积分
,

得
:
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(
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介
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·
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易觅
:
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·

7 价 X 7 左) si n a d a d又
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于是(16) 式为
:
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、
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以(, )
,

(
1 1

)

,

(
1 2

)

,

(
1 3

) 式代入(17)式
,

积分后自p得
:

I f 召
少O 一 下万一一 飞一 乙

‘走a o花十

又,
’

花= 1

乙翻 c 左
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产0

、 左= 1 了= 1

c
君i

,
(

二 , ,压*,
+ 吞, ,石*,

) +

们翻 ” j 月耳

十 艺 艺 艺 礼
,

走= O J = l r = 王

这里 以
, ‘

老
,

入
, 。

为常数
,

!

2
·, 。

:

;。
+

冀(
凉 , ,

:
, , 十 ,

,
;

;

: ,
)

〕}} (18)

{e禁
)
(, )

s in a 己3
,

‘
: 一

{

’

。梦
,

( 。)卫 一 d3
,

3

子*
, , 一

护袋
‘袋

Sln

‘友:

通过(15) 式可消去方程祖(14 )
,

( 15 ) 中的 杯
.

由方程粗(1斗)
,

(
1 的解得 成

, 和 城
,
后

,

用时简外推公式

十
“

W

,
·

&

,

+ b

w

,
·

占‘ ,

(
1 9

)
(t)心(t)砂a

,

D

, _
( t + 占t )

_

}

“ * ,
、

-

l
孟 t t + 占 , J

_、
, 夸l —

求出下一时刻的
“ , , 和 么 , ,

如是重复地解方程祖 (l 4)
,

(
1 , )

,

至预报时刻
,

而流场可通过

方程粗(11) 倒算出来
.

平衡方程是联系着流锡和高度踢的关系式[l0]
,

是非拔性混合型方程
,

它的解法已相当

多叫
,

但据我们所知都是写在平面坐标系内用差分法求解的
,

混合微商在各种差分格式中

都不能得到满意的精确度[1z1
,

E

.

H

.

6
JIH Ho Ba 和朱永程虽在球坐标中引入了流函数

,

但

实际舒算时是代用高度踢的
,

没有提出平衡方程[13,
‘月
.

对大范围天气预报靓来
,

当然以用球面坐标最为恰当
,

这时平衡方程可写作
:

1 丁
。
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O
,
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-

l气“一 月- 夕 一
) C O S 口 . r

.
, 一

R
‘ s

i n 3 L \ 口a d 几 d 久 口a /
‘

口a
一

”
一
J

+ △少 一 f△少一 哪
·

哪 ~ 0. (20)



气 象 学 报 33 卷

其中 ’“位势“度氰 一食骼一叹盏
.
豁

初始时刻 必由观侧得到是已知的
,

而 价祝为未知函数根据中由方程(20 )解出
,

值得注

意
,

在整个球面上解时
,

方程(20)的解不是唯一确定的
,

不难看出有无穷多个解
,

碑此相差

一个常数
,

这是理所当然的
,

因为在物理上看
,

这里只能决定速度锡
,

所以流函数不能唯一

确定
。

可以相差一个任意常数 ;不过
,

实际上
,

这无穷多个解中的任何一个对我们都是一样

的
.
为了方便起兑

,

我们解满足下面条件的面数 价

引
。
* 一 0

.
(21 )

方程(2的满足条件(21) 的解是唯一的
,

我们就求这个解
.

略去二极无穷小项
“2 十

口2

R
2
后

,

和上面处理方程(9)一样
,

趣过积分关系式的代入
,

就

得到 m 个常微分方程祖(现在 价
。
~ 的

,

军军(
。*二 d价

,

d 必
,

d 又 d 大

,
_

,
.

d 仙
,

_ 。 ,
.

、_
一 g 互

r二
W

t
es 二下丁 一 11走

r了
W

r
w

s
, 一J 人山 /

一 艺
, * ,

价
,

一 R ’。 eo s 3 * s‘r 3 *
d协* _
d又2

一补汹一匈
一

譬sinz
氛 dZ毋,

d 又
2 ’

其中

友~ i
,

2
,

‘

” 娜
·

合*
, ,

~

s
i n

,
a

* 占纷舀纷+
eos,

a
* 占*

,

占*
,

一 sin Za *占,
r
古留

,

C
*

r ,

~
si

n 2

3
*占*

,

占留
,

, *: ,

=
s

i n , , * eo s
a *吞纷占留

,

户*
,

一 尺与 [sin
,

3 *
。o :

2 3 * 占告+
。
i n

‘
a
* c o s

a *占留]
,

: *
,

一
寒r

。i n ‘。,。留+
艺

。o s a 、
。in

,
3

* 占纷]
.

将每个樟圈上的高度坍 叭 一 毋
。

亦展成

。, 一 。。 一粤at0 + 又 (
“

态
。。。 。 十 嵘

。i。 。).

艺 不石

和上面处理方程粗(1的一样
,

用 B
.
r
.
ra 胎p

K
朋 方法可将(22 )式化成代数方程粗

:

{

艺 艺 艺 艺 (
A纵ar ,

勺 + 锐云
, , 云
:

,
) + 艺

c是
,

a
r , 一 艺 D又

·
a

鑫
,

尸 了 忿 ,

艺 D又
·

b 之
,

(
2 2

)

(
2 3

)

(
2 4

)

(
2 5

)

议川kf,lii切锐
l砂I妙

A�AB�BCD产

l

‘

飞|
.
1

其中

艺 艺 艺 艺 (
B纷br

、
a.

, + 万纵ar
‘
bti ) + 艺 以碑

, 一

护 :
1 i

r

互~ 1
,

2
,

… 二; l ~ 0 ,
1

,
2

,

…
。.

一 ijF
z, i睿*

, ,

+ i
Z

E
z i s乙*

, ,

一 E z, ,夕*
r, ,

~ i
j

E
, , s言,

, ,

+ i
Z

F
, , s乙*

::
一 F z, s专,

, , ,

= 一ij月21,言*
护,

+ 萝2‘ zisC 、
, ,

一 G , 1 1, ,
, , ,

- 一 ijG
, ‘,誉天

, :

+ 苦ZH z, ,
C
、

, ,

一 H ,‘*刀、
r , ,

一 2舀*
,

1
2及2田 e o s

3 *
si n

Z
a * 一 2户*, ,

~ 舀左
,

2
2尺2 sin 2 3 七一 2丁左

, .
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方程粗(24)
,

(
2 5

) 未知数的个数与方程的个数是一样多的
.
通过解代数方程粗(24)

,

(
2 的

,

就可以由初始时刻的高度踢算出流堤
.

至于由预报时刻的流踢倒算高度锡时
,

也是解方程 (24)
,

(
2 5

)

,

所不同的是此时 at
‘,

瓦, 不再是未知的
,

而是已知的了
,

而 嵘
,

硅 反而是未知数
,

需 由方程(2劝
,

(
2 约解出

,

这是

关于 心
,

嵘 的梭性代数方程
.
方程的个数与未知数的个数是一样多的

.
解得 嵘

,

嵘 后
,

由 (23 ) 式可算出 叭 一 少
。

来
,

为了确定 必
,

需要确定 出毋
。,

这就要求引入新的物理条件
,

可以这样考虑
,

整个地球上的大气厦量是守
J
巨的

,

非常期内也就是本文尉渝的时简内
,

对

流层下半部的热力状况平均靓来可看成不变的
.
于是可款定 50 0 毫巴等压面的高度对全

球的平均不随时简改变
,

郎

{丁{:
, ( ”

,

“
, ‘

)
S‘·”岔。J * 一

{了{:
。(。

,

又
,

:

) }

:

司 51·。J 。浮* 一 。。

一
,

(
2 6

)

通过条件(26)式可确定 甄
.

对于大尺度的中期预报
,

采用下面的办法看来是合适的
:

首先积分关系法中插值多项式形式的选择是有耕究的
,

我们虽然把简题的定解区域

提成全球
,

实际上不用南半球的气象查料
,

我们也只打算作北半球的预报
,

而选择合适的

插值多填式
,

使得所表示的函数
,

南北半球对称
,

那么
,

全球的阴题可当成半球的简题来解

了
.
在目前的情况下

,

作半球预报
,

引入南北半球对称的假定后作为全球周愚来解
,

显而
·

易见是最合适的
.
另一方面

,

我。的。
蠕

要满足条件粤 }
_
一 。,

我。欲为可采用以

O口 IJ = U

co
s ,

a 为变元的 L ag o ng
e
插值多项式 、而插值点之简的简隔以在 co

s,
3 坐标内等距为宜

,

而不是在 a 坐标内等距
,

祥糊的尉渝不在此进行了
,

E

.

H.
B

JIn Ho Ba 用球函数解半球范

围内的拔性化涡度方程时[l01
,

南北方向的作法
,

相当于我们这里取八个插值点
。

考虑到积

分关系法可以取较粗的网格
,

我俩款为可取下列插值点

合 = 0 0 20 0 39 ‘
3 0

“

c o s Z 静 =
7 6

8 8

3 7
0
4 2

,
4 5

0
5 2

0
1 8

,
6 0

0
6 9

0
2 1

’

5 4 3 2 1

了 万 了 百 百
,

中樟度较密
,

高低稗度较稀
,

这符合气象查料和天气系枕分布的特点
.
这样一 来方程

(14 )
,

( 15 ) 是一系列七阶的拔性代数方程粗
.

天气学中将一个律圈上的高度爆按稠和分析展开进行衬渝的工作已粗很多
,

并且知

道了不少的事实
,

如所知
,

波数 1一3 的波为超长波
。

4 一7 的波为行星波
,

以下为气旋波和

短波
,

实际分析表明
,

对北半球大形势预报
, 。
取到 10 就够了

.
就目前观侧查料的精确度

和我俩方程的动力学的特点
,

取更大波数的波井没有多大意义了
.
因此

,
B

.

r

.

r
a

爬p“H

方法在这里的收救性和精确度尚题
,

虽然未握数学上的理渝尉渝(这种尉渝超出了本文的

范围)
,

我们根据物理上的气象上的道理是不怀疑的
.

于是
,

现在用 148 个参数表示了北半球的高度踢和流锡
,

一个北极的数值和七个樟圈

上的 Fourier 系数
,

每个稗圈上共有 21个 (
a。 , a , ,

b
, ,

i = 1
,

2
,

… 10)
.
当然

,

原始数值
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可以每 , 个握度栽一个
,

一个樟圈共 72个
,

用最小二乘法来求 Fou rie
: 系数

,

这相当于作

个平滑
,

可减铿观测菠数所产生的偶然汲差
,

而倒算时可算出足够密的点上的值
.
因为实

际上任一点的值都可由这 148 个参数斜算出来
.

五

我们敲为
,

上面的豁算方法和通常采用的差分解法比较起来
,

有爵多优点
,

例如
:

用球面坐标更适合朋题的物理特点
,

不会产生地图投影放大系数和地蒋参数的爵算

裴差
,

而在平面坐标中这种针算淡差有时是相当严重的[18]
.
值得注意

,

如果球坐标的极点

不取在北极
,

而取在任何别的地方
,

那么
,

易兑上述推导是无法进行的
,

这是因为在那样的

坐标系内
,

科氏力不再不依箱于规度
.
如所知

,

在这里科氏力是最重要的动力参数
.
由此

可晃
,

合适的坐标系扰的选择与系枕的物理特点不是无关的
.

如所知
,

我国所处的地理樟度是比较偏南的
,

而差分解法要在边界上引入人为的边界

条件
,

例如边界两圈的数值不变
,

这在很大程度上
,

降低了镇报质量
,

精短了有效预报区域

和
“

可预报时简
” ,

使我国大半地区的预报受到很大影响
,

在夏季特别尖镜
.
现在

,

不用人

为边界条件
,

南面流踢也是随时简改变的
,

这是因为引入了南北半球对称的假定
,

当然
,

这

是不完全符合实际情况的
,

由此
,

必然造成一定的裴差
,

但是
,

显而易兑
,

这种筷差比起差

分法中人为边界条件所造成的碘差要小得多
.
同时

,

这样一来
,

也不再会出现等压面普遍

升高或降低的现象
,

实际上
,

方程(9)和(20 )并未包括使等压面平均高度不变的物理条件
,

泣个条件是整个大气厦量守 阪和对流层下半部热力状况整个来看具有稳定性
.
这通过条

件(26)引进来了
.

将流锡
,

高度锡都展成筒揩波
,

丢掉对大范 围天气预报无意义的小波
,

而对较大的波

AlJ 完全保留
,

因之能使得到的解
,

符合大尺度天气演变的特征
.
理渝的研究拮果表明

:
大

地形对变压的作用在垂道方向是同号的
,

而小地形则呈正弦曲筱改变[le]
,

利用地形锡展成

筒揩波的方法可以使我们在已有的工作成果基础上[l51
,

很容易把大地形和小地形的作用

分开
,

只考虑大地形的作用
.

实质上
,

差分解法相当于一致逼近
,

本文的方法相当于平方逼近
.
我们敲为这里平方

逼近比一致逼近更适合周题的物理特点
.
上面方法用较少的参数表示高度锡

,

流锡和地

形
,

这就诚少了这些数据所占用的机器内存
,

从而可避免用鼓
,

在鼓不够稳的情况下
,

对顺

利作出预报有很大的实际意义
.
同时

,

也诚少了菠数
,

打孔的工作量
.
在握常作预报时

,

这种人力的节省是有实际意义的
.
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